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1 Portfele i ceny

Rutynowa czynnosciag ekonomistéw jest badanie proporcji. W przypadku
odnotowywanych zestawdéw cen, czy wielkosci sktadnikéw majatku, propor-
cje stanowig podstawows warto$¢ informacyjng. Absolutne miary tracag na
swoim znaczeniu, gdy udzial we wtasnoéci staje sie dostepny w utamko-
wych czesciach cato$ci majatku, a powszechna sktonnogé posiadaczy kapitatu
do dywersyfikacji ryzyka czyni taksg forme wtasnosci dominujgcg. Ponizsze
opracowanie stara sie zwroci¢ uwage czytelnika na wtasciwe miary zjawisk
rynkowych, gdy przedmiotem analiz sg odpowiednie proporcje wystepujace
pomiedzy réznymi cenami, czy sktadnikami majatku.

Rynek to miejsce, gdzie dokonuje sie nieskrepowana wymiana pieniedzy,
towarow, czy ustug. Zalozmy, ze owe przedmioty zainteresowania kupcow
tworzg (N + 1)-wymiarows, przestrzeni wektorowg G nad ciatem liczb rzeczy-
wistych.

Definicja 1 FElementy przestrzeni G nazywamy koszykami.
Wybierzmy w G baze {go, 91,-.-,9n}-
Definicja 2 Element bazy g € G nazywamy k-tym dobrem rynkowym.

Dobra pelnig wyrédzniong role wzgledem pozostatych koszykow — dzieki nim
mozna sprawnie ksiegowaé operacje rynkowe, prowadzi¢ rachunkowosé, czy
analizowaé procesy gospodarcze.

Dla dowolnego koszyka p € G mamy zatem jednoznaczny rozklad na
tworzace go dobra

N
P=)_ DPkdk
k=0



Liczbe pi, € R nazywamy k-t3 wspétrzedng koszyka.

Definicja 3 Portfel to klasa réwnowaznosci koszykéw na zbiorze koszykow
niepustych (tj. na zbiorze G \ {0}). Dwa koszyki p' i p" sq réwnowazne,
jezeli istnieje takie N € R, ze p' = X\ p", to znaczy

N N
> phar =D Aol
k=0 k=0

czyli
(pé)"" ,pI]V) = (Apg"" ’Ap,/v)

Jezeli dla ustalonego k zachodzi pr # 0, to zawsze mozna tak dobraé A,
aby w sktad koszyka reprezentujacego portfel wchodzita jednostka dobra gy.
Wspélrzedne portfela p sg wtedy réwne

(pOa' -y PE—1, 1apk:+1a' o 7pN)

Elementy powyzszego ciggu beda w dalszym tekécie nazywane wspétrzednymi
niejednorodnymi portfela p wzgledem k-tego dobra.

Przypadek pr = 0 interpretujemy jako portfel nie podlegajacy wycenie
w jednostkach gg, czyli portfel niewtasciwy dla k-tego dobra. Z powyzszych
rozwazan wynika, ze wspotrzedne koszyka dla takiego portfela, wzgledem
kazdego innego dobra, majg 0 na k-tym miejscu, czyli sg nastepujace

(p()a s apk—laoapk+1a' .. 7pN)

Podsumowujac, dowolny sposrod koszykow zawierajgcych niezerows ilosé
ktoregokolwiek z dobr gi (tzn. koszyk speiiajacy warunek py # 1) mozna
przeskalowa¢ mnozac jego sktadniki przez pewien wspoétczynnik A. W ten
sposéb otrzymamy wspoéirzedne niejednorodne portfela do ktérego nalezy
koszyk. Wspélrzedne takie opisujg proporcje poszczegdlnych doébr, wcho-
dzacych w sktad dowolnego koszyka spoérod koszykéw nalezacych do jednego
portfela, wzgledem dobra gg.

Definicja 4 Kurs rynkowy U wzgledem l-tego dobra to dowolne odwzorowa-
nie liniowe U(gy, - ): G > R

Odwzorowanie U przyporzadkowuje kazdemu koszykowi p jego aktualng war-
tos¢, wyrazong w jednostkach dobra g;:

N
(Up)1 =Ulgi,p) = Y Ule1, 0k)0k (1)
k=0

[\V]



gdzie U(g;, gk) jest ceng jednostki k-tego dobra wyrazong w jednostkach [-
tego dobra. Wartoécig funkcji U jest zatem [-ta wspolrzedna koszyka, skta-
dajacego sie jedynie z tak okreslonej ilodci dobra g;.

Poniewaz od cen rynkowych wymagamy aby

Ulgr, Ui, p)01) gk = U gk, p) gk

dla dowolnych p oraz gi i g; bedacych dobrami wzajemnie wymienialnymi
(czyli U(gk,91) # 01 U(gk, g1) # £00), wiec podstawiajac p = g; otrzymamy

Ulgk, 80U (a1, 85) = Ulgk, 9;) (2)

dla dowolnych k, I, j. Tak wiec wzgledne wartoéci kursowe débr posiadaja
wlasnoéé przechodniosci. Podstawiajagc w (2) k& = [ = j otrzymamy dwie
mozliwosci
Ulgk,96) =1 albo  U(gk,9k) =0
Przypadek U(gg,gr) = 1 implikuje wlasnoéé odwzorowania rzutowego dla
U, czyli
U((Up)kor)r = (Up)k

Natomiast przypadek U(gk, gx) = 0 oznacza, ze k-te dobro nie funkcjonuje
na rynku (mozna nim jedynie kogos obdarowac).
Wstawiajac w (2) k = j dostajemy dla U(gg, gx) = 1

Ulgr, o) = (Ulg,00)) "

Przeprowadzone rozwazania pozwalajg nam na wprowadzenie macierzy
kursu rynkowego. Jest to macierz o rozmiarach (N+1)x(N+1), ktorej (4, j)-ty
element dany jest wzorem U;; := U(g;, g;). Najprostsza metoda wyznacze-
nia tej macierzy prowadzi poprzez wskazanie pienigdza. Pienigdzem bedziemy
nazywad arbitralnie wyréznione dobro, istniejace na rynku. Przyjmijmy, bez
utraty ogoélnosci, ze dobrem tym jest go. W tym momencie ograniczamy
sie do rozwazenia tych sposréd portfeli, ktére dopuszczaja wspotrzedne jed-
norodne wzgledem pienigdza. Portfele takie bedziemy nazywaé portfelami
wtasciwymi (lub, bardziej precyzyjnie, portfelami wlasciwymi wzgledem gg).
Macierz U;; jest w pelni okreslona przez znajomosé¢ N liczb uy := U(go, gk)
dla k = 1,...,N. Zauwazmy, ze Uy = 1. Wtasnos¢ przechodniosci (2)
pozwala nam wyznaczy¢ wszystkie elementy macierzy (Us;)

Uij = uj 'uj (3)



Cecha ta ttlumaczy potrzebe funkcjonowania pienigdza na rynku, ktéry w
sposéb naturalny gwarantuje spelnienie przechodniosci dla cen wzglednych,
czyli proporcji pomiedzy wymienianymi na rynku towarami.

Rozumowanie powyzsze jest poprawne, gdy wszystkie u; sg rézne od zera,
tzn. gdy wszystkie dobra sa wymienialne na pieniadz. W przypadku dobra g,
niewymienialnego na gg, gdy przestaje obowigzywaé prawo przechodniodci,
zachodzi Uy = Uy = 0.

Wzor (1) zalezy od liczb ug w nastepujacy sposob

N
Up) =) uxpru; * (4)
k=0

Dla u; = 0 wzor (3) pozostanie nadal poprawny, jezeli przyjaé ze ufl = 0.

Reasumujac, dla Uyg # 0 mozemy stwierdzié, ze kurs rynkowy jest jedno-
znacznie okreslony poprzez zadanie ciggu wspoélrzednych (tzw. wspétrzedne
niejednorodne kursu U wzgledem pienigdza go)

U= (1,’11,1,...,’U,N)

Zdarza sie, ze zachodzi potrzeba wyrazenia cen wuy w jednostkach propor-
cjonalnych do go, np. gdy go jest akcjg i nastepuje jej split, po denominacji
pieniadza, przy przeliczaniu wartoéci dlugu pienieznego na jego ekwiwalent
w postaci konkretnego dobra g; itp. Przeskalowanie ma znaczenie dla U
jedynie formalne, jednak z tej przyczyny warto U utozsamiaé z dowolnym
ciggiem wspotrzednych

U=\, ..., uy)

gdzie Ae R\{0} jest dowolng stala. Takie wspolrzedne nazywamy wsp6irzed-
nymi jednorodnymi kursu. Mozna dostrzec pelng analogie miedzy wspotrzed-
nymi jednorodnymi kursu, a wspoétrzednymi koszyka nalezgcego do portfela.

Przypadek Uy = 0 interpretujemy jako rynek, na ktérym nie funkcjonuje
pieniadz go. Odpowiednie wspoétrzedne kursu bedg wtedy réwne

U:(Oa"')

gdzie ostatnich N liczb zostaje okreslonych w sposéb analogiczny jak powy-
zej, lecz juz z innym dobrem g; w roli pienigdza.

Definicja 5 Kurs, ktérego k-ta wspdtrzedna jest 0, nazywamy kursem nie-
wiasciwym dla pienigdza gy.



Uwzglednienie sytuacji niewtasciwych dla danego dobra podyktowane jest
potrzebg objecia dwoch grup procesdéw obserwowanych z pozycji kursu. Do
pierwszej grupy naleza n.p. bankructwa spowodowane sytuacja, gdy nie-
chciane dobro przestaje istnie¢ jako walor rynkowy (nie bedac juz nawet
zobowigzaniem), nieodwracalnie tracac wartosé. Ceny pozostatych dobr, wy-
razone w proporcji do wartodci zniszczen, ,uciekaja‘ do +oo (odpowiada to
u~! = 0), arynek ze swym kursem ,przenosi si¢“ do podprzestrzeni niewtagci-
wej dla zniszczen. Okreslenie zniszczenia zostalto tu uzyte dla nazwania dobr,
ktore przestaly byé przedmiotami obrotu rynkowego, bowiem najczesciej sy-
tuacja taka dotyczy zdekapitalizowanych narzedzi, lub przeterminowanych
produktow.

Jednak nade wszystko istotna jest druga grupa proceséw obejmujaca
przedsiewziecia gospodarcze, w wyniku ktérych dobro sumarycznie nic nie
warte (gdy zobowiazania rowne sa aktywom) prowadzi do powstania wartosci
dodanej, czyli w efekcie do portfela o wartosci réznej od zera.

Wariant wszystkich Uy = 0 wykluczamy, bowiem bytby to kurs rynku
trywialnego, traktujacego wszystkie dobra jako niewymienialne.

Definicja 6 Zbilansowanie porifela p na kursie U to sytuacja, w ktdrej ist-
nieje dobro g, w ktdrego jednostkach wartos$é portfela p, wedtug kursu U,
jest rowna 0.

N N
(Up)e =Y Ulor 0)pr = Y wpruy, " =0

Gdy dobrem tym jest pienigdz, powyzsze rownanie przyjmuje postac:

N
> urpr =0 (5)
k=0

Roéwnanie to wyraza wtasnosé zbilansowanego przy kursie U portfela p, ktory
sklada sie¢ z takich débr pg, ze koszyk zlozony z kolejnych débr w naste-
pujacych ilodciach —ps,...,—pny wart jest, wedtug cen U, jedna jednostke
pieniezng go (bowiem py = ug = 1). Przy ustalonym kursie, sparametry-
zowane wspolrzednymi niejednorodnymi, zbilansowane portfele sg poréwny-
walne, tzn. zawarty w kazdym portfelu wlasciwym zestaw odpowiednich débr
wart jest w powyzszym sensie jednostke pieniezng, za$ analogiczny zestaw
dobr g1,...,gn wchodzacych w sktad kazdego portfela niewtasciwego nic nie
jest wart dlatego, ze dla portfeli niewlasciwych mamy pg = 0.



Zmiana pienigdza, w ktérym wyliczamy wartoéé¢ portfela p, polega na
pomnozeniu réwnania bilansu przez stala

N N
-1
Zulngo — Z Upiiy 9k

dlatego wtasno$¢ zbilansowania portfela (Up), = 0 nie zalezy od wyboru do-
bra gg, wzgledem ktorego kurs wyliczamy, a tym samym od wyboru pienig-
dza. Zbilansowanie p na U mozemy oznaczaé¢ pomijajac indeks wskazujacy
dobro g, czyli Up = 0.

Dla dowolnych débr, jako jednostek, w ktérych sa wyrazane wielkosci
kursow i portfeli, wlasnosé ta jest konsekwencjg wykazanej ponizej ogélniej-
szej wlasnosci (11). Oznacza ona, ze bilans jest niezmiennikiem rzutowym.

7 tych samych powodéw, dla ustalonego portfela p, rézne kursy rynkowe,
na ktorych sie bilansuje, sg réwnie atrakcyjne.

2 Rynek, a geometria rzutowa

Geometra z tatwoscig zauwazy, ze przestrzernn wszystkich mozliwych port-
feli tworzy dobrze znang rzeczywista przestrzen rzutowsg RPY. Przystepny
opis geometrii rzutowej mozna znalez¢ w ksigzkach [CR98, Hal06], a wiele
technicznych szczegotow np. w podrecznikach [VY46, Bor76, Ber77, BK53].
Portfele p sg w tej geometrii punktami, a kursy U sa obiektami dwoistymi
do nich, czyli (N —1)-wymiarowymi hiperplaszczyznami (w najbardziej roz-
powszechnionym przez rysownikéw przypadku N =2 sg to proste — polskim
zeglarzom kurs powinien kojarzy¢ sie z kierunkiem, czyli prosta). Zbilanso-
wanie portfela p na kursie U jest niczym innym, jak wlasnoécig nalezenia
punktu do hiperptaszczyzny (w RP? lezenia na prostej). Ten fundamentalny
zwigzek pomiedzy portfelem a kursem nie powinien by¢ obcy ekonomistom,
przywyklym do koncepcji podwojnego ksiegowania (bilans prowadzi do wy-
niku 0) i doceniajacym od pieciuset lat jej zasadnosé. Jeden ze wspottwor-
cow podwdjnej ksiegowosci, Fra Luca Pacioli, byt jednoczeénie dla Leonarda
da Vinci mistrzem, zaznajamiajacym go z tajnikami perspektywy zbieznej
(czyli dzisiejszej geometrii rzutowej), zob. [Ber97]. To nie artysci Renesansu
wymyslili odmienny sposéb ogladania przedmiotéw, nauczyli ich tego rene-
sansowi ksiegowi. Powyzsze domniemanie, dla wielu kontrowersyjne, ttuma-
czy niemozno$é wezesniejszego odkrycia perspektywy, ktoérej przyczyna byt
brak jakichkolwiek metod algebraicznych, potrzebnych do wyliczania pro-
porcji, por. [Par88]. Dlatego catkiem prawdopodobna jest hipoteza, ze juz



Luca Pacioli mogt postrzegaé rynek w sposob bardzo podobny do prezento-
wanego w niniejszej pracy. W czasie ostatnich stuleci rysownik przeobrazit
sie w inzyniera, projektujacego precyzyjne rysunki techniczne, zawierajace
zdumiewajaco wiele ilosciowych informacji. Moze juz wkrétce, w dziedzinie
inzynierii finansowej, bedzie mozna dostrzec podobnie rozwijajgce sie umie-
jetnosci.

Podsumujmy rynkowe okreslenia podstawowych pojeé¢ geometrii rzutowej
RPY | zestawiajac je w tabeli.

rynek geometria rzutowa
P portfel punkt
U kurs hiperptaszczyzna
Up =0 | kurs bilansuje portfel | hiperplaszczyzna zawiera punkt
/!
Konfiguracja P A obrazuje dwa rézne port-

fele p’ i p”, bilansujgce si¢ na tym samym kursie U, za$ zamieszczona ponizej
konfiguracja przedstawia jeden portfel p

bilansujacy sie na dwoch réznych kur-

sach U’ i U”. Rysunki te sg do sie- D

bie dwoiste. Zajmujacym byloby od- U’ U
szukiwanie dwoistych odpowiednikéw

dla bardziej skomplikowanych konfiguracji. Regutami rachunkowymi i inter-
pretacjami sytuacji rynkowych, zwigzanych z takimi parami, rzadzg w istocie
te same prawa. Aby je dostrzec, nalezy zagadnienia finansowe przeformuto-
wadé na jezyk geometrii rzutowe;.

Wyro6zniong role pienigdza (czyli dobra ktorym okreslamy warto$é pozo-
statych dobr) moze pelnié nie tylko ktore§ z pozostatych dobr g, lecz takze
dowolny niezbilansowany koszyk. Zmiana jednostki pienieznej jest w RPY
transformacjg rzutowa. Opis prawidlowosci rynkowych nie powinien zalezeé¢
od wyboru jednostek pomiarowych. Te spostrzezenie wymusza przestrzega-
nie nastepujacej zasady.

Zasada symetrii rynku 1 Whnioski z kazdego logicznie spdjnego modelu
dotyczgcego rynku sqg niezmiennikiami wzgledem przeksztatcen rzutowych.

Twierdzenia Desargues’a, Pappusa, czy Pascala okazujg sie prawami opi-
sujacymi losy naszych pieniedzy, czy zatem powinni$my je traktowacé jako
intelektualne igraszki, dalekie od probleméw gospodarczej rzeczywistosci?



3 Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni wspolrzed-
nych portfela

Na poczatku pierwszego paragrafu wybraliSmy w przestrzeni G pewna
baze. Zbadajmy jakie konsekwencje pocigga za sobg jej zmiana. Ustalmy

dwie bazy, pierwsza z nich oznaczmy g(t) = {g(()l), e ,gg\lf)}, drugg g® =

[+ R | . Wspolczynniki A;;, ktore s wspoirzednymi dobra g;
@) )} . Wepotezynniki 4,5, k Irzednymi dobra g*)

gz(2) _ ZAZJQS)
J

w bazie g(!), tworza macierz przejscia A z bazy g(!) do bazy g(?). Ze wzgledu
na zasadnos¢ przejécia odwrotnego, od bazy g do bazy g!), macierz A
posiada wlasnosé odwracalnosci, czyli det A # 0.

Wymagamy, by zmiana bazy nie miata wptywu na materialng zawartosé

koszyka, czyli
p= Y = sl

dla wszystkich koszykéw p. Warunek ten pocigga za soba nastepujacy wzor
na transformacje wspotrzednych dowolnego koszyka, przy zamianie bazy.

Zp‘”A : (6)

gdzie A~! oznacza macierz odwrotng do macierzy A.
Wtasnosé (2) kursu powoduje, ze U(gz(-l),p) U(p, gz(-l)) = 1 dla dowolnego
niezbilansowanego portfela p, zatem dla p = g;z) otrzymamy

U, " (ZAJICU @.ai) B

7 ostatniej rownosci wynika, ze

Ay Z'Aliu('l)
U@g?, el EAlz (0%, g )ZE T = =
! P T A () Tl T, Al

Powyzsza zaleznosé okresla zwiazek cen dobr bazowych w bazie g® z cenami
dobr bazowych w bazie g(b).

z‘Aliugl)
u? =U (g, 0f") = i )
Zk AOkuk



co we wspotrzednych jednorodnych réwnowazne jest nastepujacej zaleznosci.

ul(2) = Z Aljug-l) (7)
J

Pomiedzy réznymi bazami odniesienia kursy rynkowe transformujg sie tak,
jak dobra bazowe, a portfele odwrotnie do nich.

4 Wspblrzedne kursu

Potraktujmy ciag (uo,...,un) jako wspotrzedne Pliickera, zob. [Bor76], hi-
perplaszczyzny okreSlonej rownaniem (5). Portfele p, speliajgce rownanie
(5), mozna sparametryzowaé ciggiem liczb f

p(f) = Z fruy ok + Z fig (8)
% ;

gdzie sumowanie z symbolem e przebiega po indeksach k, dla ktérych uyg # 0,
a sumowanie z symbolem o po pozostatych [, dla ktérych u; = 0.

W geometrii hiperplaszczyzna p(f) nazywana jest zfaczem punktow
u,;lgk dla uy # 0 i punktow g; dla u; = 0, zob. [Bor76].

Poniewaz portfel, lezacy w parametryzowanej hiperplaszczyznie, bilan-
suje sie, wiec

Up(f) = (Up(f)o =Y frug'ug =D fr =0
P P

czyli punkty hiperptaszczyzny kursu mozna opisaé liczbami fj przy pomocy
parametryzacji (8), przy czym wspotrzedne fy spelniajg warunek

> f=0 (9)
P

gdzie wszystkie fx nie moga jednoczesnie by¢ rowne 0 (p(f) nie bytby wtedy
portfelem).

Dowolny zbilansowany portfel, nalezacy do ztagcza p(f), przedstawiony
jak wyzej, przy pomocy wspoélrzednych jednorodnych fj, badz niejednorod-
nych f,, nazwiemy portfelem wspétzmienniczym z kursem U. Znaczenie port-
feli wspétzmienniczych polega na tym, ze jedynie na nich potrafimy w sposéb
poprawny mierzy¢ zyski, w spos6b opisany nizej.



We wspoélrzednych niejednorodnych, w ktérych fo = —1, pozostale
wspotrzedne f,, dla v # 0 spelniajg warunek Z; fy = 1, dlatego portfel
wspOlzmienniczy jest rozktadem jedynki. Gdy ograniczymy sie do czesci hi-
perplaszczyzny, gdzie dla wszystkich fy, dla ktorych ug # 0, zachodzi fi, > 0,
p(f) jest ztaczem wypuktym. W przypadku portfeli i kurséw niewtasciwych
dla dobra gg, portfele wspdtzmiennicze mozna tworzyé zgodnie z powyzsza
definicjg, odrzucajac dobro gg i wybierajac jako pienigdz inne stosowne dobro
ze zbioru débr bazowych g.

W dalszym tekscie biezgcego paragrafu zalozymy, ze kurs jest wlasciwy
dla wszystkich dobr (czyli kazde uy jest rozne od 0). Dla punktéw nie-
wlasciwych mozna przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania w odpowiednich
przestrzeniach rzutowych o mniejszym wymiarze.

Wielko$¢ fiu; ! bedac wspolrzedng portfela, transformuje sie przy zmia-
nie bazy zgodnie z reguly (6), czyli

wiec

1 = Zf A7 Ay (10)

zatem

S P =3 i) T Zf (11)
i jk

gdzie I jest macierza jednostkows.
W szczegdlnosci whasnosé rozktadu jedynki ) fi = 0 nie zalezy od wyboru
bazy, czyli jest niezmiennikiem rzutowym.

Jezeli rozwazy¢ zmiane kursu jako transformacje alias, czyli polegajaca
nie na przejsciu do nowej hiperplaszczyzny kursowej, lecz na zmianie uktadu
wspoétrzednych opisujacych kurs, to takg zmiane opisuje macierz diagonalna
o elementach A;; = u!(u}) ™!, co wynika ze wzoru (7). W tej sytuacji wzoér
(10) upraszcza sie do postaci

-1 ,_1
z'” = (“2) Aii A”u;f,l = fz,

Diagonalna transformacja wspotrzednych, jaks jest zmiana kursu, zachowuje
wartosci wspolrzednych fi. Dopiero ta wlasnosé portfela wspolzmienniczego
(a nie tylko zbilansowanie na dowolnym kursie) umozliwia wyznaczenie zysku
(badz straty) wynikajacego ze zmiany kursu.
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5 Dwustosunek. Odlegtos¢é dwoch kurséw

Nieznanym obszarem zagadnien wartym zbadania sg problemy rynkowe do-
tyczace kurséow i portfeli, rozwazane w kontekscie wszystkich dotyczacych ich
przeksztatcern rzutowych. Niczym wolna od jakichkolwiek jednostek geome-
tria rynku, badana w duchu von Staudta, zyska stosowne zainteresowanie,
warto skupi¢ uwage na przestrzeniach o mniejszej symetrii, budujac w ra-
mach geometrii rzutowej metryczne modele rynku.

Niezmiennikiem odwzorowan rzutowych jest dwustosunek czterech punk-
tow lezacych na prostej [VY46, BK53]. Z uwagi na niezmienniczo$¢, wielkosé
ta powinna spetniaé¢ kluczowg role w opisie rynku. Wszystkie popularne in-
deksy rynkowe (gieldowe) odnoszg swoje wartosci do konkretnych débr (naj-
czesciej waluty). W momentach krytycznych taki relatywizm moze zaktocaé
identyfikacje wielu charakterystycznych sytuacji rynkowych.

Zbadajmy, co mierzy dwustosunek odnoszacy sie do zmiennych w swej
naturze kurséw rynkowych. Dwa rozne kursy U’ i U” wyznaczaja prosta
rzutowa. Na prostej nalezy wskazaé jeszcze dwa charakterystyczne punkty,
by moéc wyliczyé dwustosunek czworki punktéw. Wydaje sie byé natural-
nym postuzenie sie w tym celu hiperptaszczyznami kurséw niewlasciwych
dla poszczegdlnych débr bazowych gi. Rozcinajg one zbiér kurséw wiasci-
wych dla dobr bazowych (gx) w RPY na 2V symplekséw N wymiarowych.
W analogiczny sposéb rozpadaja sie hiperptaszezyzny kurséw niewtasciwych,
rekurencja ta dotyczy wszystkich wyodrebnionych hiperprzestrzeni niewta-
$ciwych, o wymiarze mniejszym od N. Zalézmy, ze dwa rozwazane kursy
wyznaczajace prosta nalezg do tego samego sympleksu — tylko kursy o tej
wlasnosci beda znajdowaé sie w skorniczonej odleglosci. Dla wszystkich k
wspotrzedne uj, i u) kursow nalezgcych do jednego sympleksu sg jednocze-
$nie dodatnie, badZ jednoczesnie ujemne. Kazda hiperplaszczyzna kurséw
niewlaéciwych dla dobra g; przecina naszg prosta. Punktéw przecieé¢ jest
N + 1, ale tylko dwa z nich, oznaczone Py, i P., lezg w bezpo$rednim sg-
siedztwie punktow U’ i U” i tylko one nalezg do brzegu sympleksu zawie-
rajacego U’ 1 U". 7 przedstawionych powodéw punkty P, i P. najlepiej
nadajg sie do wyznaczenia dwustosunku. Sytuacje dla N = 2 ilustruje
ponizszy rysunek, przedstawiajacy przestrzen RP2. Trzy, poza centralnie
potozonym, sympleksy (w RP? sg to trojkaty) mozna posklejaé, taczac na
rysunku odpowiednie punkty skrajne (w nieskoriczonosci). Utozsamienie to
zostalo zaznaczone w punktach a, b, ¢ i m, oznaczonych niewypelnionymi
kéteczkami. Sympleksy kurséw wilasciwych dla débr bazowych g oznaczono
liczbami rzymskimi I, I1, I11 i IV. Punkty Uy, Uy i Uy maja wspolrzedne
jednorodne odpowiednio (A,0,0), (0,A,0) i (0,0,A). Litery a, b i ¢ moga
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takze symbolizowaé hiperptaszczyzny kurséw niewtasciwych dla débr odpo-

wiednio: gg, g1 1 g2, @ m moze oznaczaé prostg wyznaczong przez kursy U’
: "
iU".

Prosta ta przecina hiperptaszczyzny a, b i ¢ w punktach P, P, i P,, lecz
punkt P, nie znajduje sic w bezposrednim sgsiedztwie punktow U’ i U".
Oznaczmy szukany dwustosunek przez [B,, U',U", P,.], wtedy odleglos¢ kur-
sow d(U',U") bedzie r6wna

IP IIP
d(U",U") = In([P, U',U", P;]) = In U Fel|U” By

=In—F"F—— 12
|U'Py||U" Py (12)

gdzie | P, P3| oznacza euklidesowa odlegtosé punktow P; i P, a In jest stan-
dardowym oznaczeniem dla logarytmu naturalnego. W ogélnoéci, zamiast
liczby Eulera e mozemy przyjaé¢ dla funkcji logarytmicznej dowolng pod-
stawe. Zmodyfikowane do innej podstawy logarytmu odleglosci bedg sie roz-
ni¢ od wyjsciowych jedynie stalg multiplikatywna, jednakows dla dowolnej
pary kursow U’ i U".

Wspotrzedne punktow na prostej m maja postac A(ujy — uy) + u), gdzie
dla A réwnego 0 i 1 otrzymamy odpowiednio punkty U’ i U”. Punkt proste;
m nalezy do podprzestrzeni kurséw niewlasciwych, gdy przynajmniej jedna
wspotrzedna kursu jest zerem: [, ()\(u% —up) + uﬁc) = 0. Punkt P, otrzy-
mamy dla A takiego, przy ktérym zeruje sie k-ta wspoélrzedna i jednoczednie
liczba —% jest najwieksza z mozliwych. Punkt P, analogicznie, dla A ta-
kiego, przy ktorym zeruje sie I-ta wspotrzedna i jednoczesnie liczba ﬁ jest
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najmniejsza. Oznacza to, ze punkt P, jest wyznaczony przez parametr

1 'U/”
— =1—max(-—£%) ,
)‘Pb k Uy,
a punkt P, przez parametr
1 uf
—— =1—min(-£)
’\Pc k Uy,

Potrzebne do obliczenia dwustosunku odlegtosci euklidesowe sg réwne:
U'P|=Xp, , [U'P|=Ap -1 ,
U'B| =-Ap, , [U'B|=1-Xp, ,

Oznaczajac ri(U',U") := ln(Z—{“) i spostrzegajac ze, ze wzgledu na monoto-
k

niczno$é funkcji logarytmiczne), mozna przestawié¢ ja z operacja max, badz

min, wzér (12) na odleglos¢ U’ i U” mozna przeksztalcié do nastepujacej

postaci

AU, U") = 1n(m,?x(5—j;)) - ln<mkin(2—£)) =
= m,?x(rk(U', u") - Ir}cin(rk(U', u") = (13)

= m,?x(rk(U', Uu") + m]?x(rk(U", U))

Funkcja 7 (U',U") jest znang w finansach przedzialows stopa procentowa
[KP99] wzrostu wartosci dobra gk, wyznaczonego wzgledem dobra go.
Metryka d(U’, U") ma przejrzysty interpretacje — jest to rozpietosé stop
zyskow, wynikajacych ze zmiany kursu. Przesuwajacy sie w RPY | wraz
z uplywem czasu punkt (czyli kurs rynkowy) wyznacza w tej przestrzeni
krzywa—trajektorie. Dtugo$¢ wycinka tej trajektorii jest stopa zysku ze zrow-
nowazonego koszyka jasnowidza, posiadajacego wszystkie aktywa kapitatowe
ulokowane zawsze w tym dobrze, ktore najbardziej zwyzkuje na wartosci,
a pasywa przeciwnie — w dobrze najszybciej taniejacym. Zysk jasnowidza
wyznaczony jest w odniesieniu do koszyka skrajnego pechowca, bedacego
podmiotem rynkowym, majacym swoje aktywa w dobrze, w ktérym jasno-
widz lokuje pasywa i vice versa. Koszyki jasnowidza i pechowca naleza do
tego samego portfela w RPY . Uwzglednienie kosztéw operacyjnych zwigza-
nych z przeptywem kapitatu prowadzi do zastosowania popularnego w fizyce
statystycznej modelu Isinga, zob. [Pio95]. Odleglos¢ kursow jest energia
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taricucha spinowego wystepujacego w tym modelu. Opis metryk, odpowia-
dajacych dowolnym graczom dzialajgcym na rynku, pozbawionym niereali-
stycznej wiedzy jasnowidza, osigga sie w sposéb dla fizyka standardowy —
przez wyznaczenie energii spinéw w niezerowych temperaturach. Pojawia-
jaca sie tu temperatura (a raczej wielko$¢ termodynamicznie z nig sprzezona,
czyli entropia) okresla stopiert dezinformacji odnognie rynku, jaki cechuje
wyznaczajacego odleglosci pomiedzy notowaniami kursu. Pelna niewiedza
(nieskoriczona temperatura) prowadzi do degeneracji metryki, to jest sytu-
acji, gdy odlegltos¢ dowolnych dwoch punktéw, nalezacych do wnetrza sym-
pleksu, maleje do zera. Podobnie jak w fizyce, temperatura rynkowa nigdy
nie przyjmuje warto$ci ujemnych. Dla rynku jest to konsekwencja rzutowych
wlasnosci kursu (jasnowidz i pechowiec sg ujeci jednym portfelem). ,Tempe-
raturowy“ sposéb okreslania odlegtosci pomiedzy réznymi kursami bierze pod
uwage, procz wspotrzednych doznajacych najbardziej skrajnych zmian, takze
przyczynki od wolniej zmieniajgcych sie cen wzglednych. Oznacza to wzie-
cie pod uwage nastepnych przecie¢ wyznaczonej przez pare kurséw prostej
z hiperptaszczyznami kurséw niewlasciwych. Szerszy opis rodziny zaleznych
od temperatury metryk rynkowych jest przygotowywany przez autora.

Powracajac do metryki dwustosunku warto zauwazyé¢, ze dla rynku
dwoéch dobr (N=2) odlegtos¢ kurséw, wyznaczona za pomocy formuty (13),
jest réwna przedziatowej stopie procentowej wzrostu kursu wymiany dobra
zyskujacego na atrakcyjnosci, wzgledem dobra, dla ktérego proporcja wy-
miany rynkowej staje sie¢ mniej korzystna. Taka odlegtosé kurséw od dawna
mierza finansiéci, czego dowodem jest popularnoéé obrazowania notowan za
pomoca wykreséw logarytmicznych.

Dla wygody zalézmy, ze odlegtos¢ dwdch punktéw nalezacych do réznych
symplekséw ma sens, lecz jest nieskoriczona. Brzeg sympleksu, w ktérym od-
legtodci pomiedzy kursami sg skonczone, w literaturze nazywany jest abso-
lutem, opisana wyzej metryczna geometria kurséw nalezy do tzw. geometrii
Hilberta [Ber77, BK53|.

Geodezyjnymi nazywamy linie, wzdtuz ktorych pomiar odlegtosci pomie-
dzy ustalonymi punktami, przy pomocy metryki d(U’,U"), daje najmniejsza
warto$é. Znajomo$¢ ich ksztaltéow pozwala analizowaé¢ wlasnodci metryczne
przestrzeni.

Lewy rysunek przedstawia pek linii geodezyjnych, w RP? z metryka
d(U',U"), wychodzacych z punktu o wspoélrzednych (1,2,4). Na prawym
rysunku umieszczono kilka linii geodezyjnych, zgrupowanych w tréjkaty. Po-
biezne obserwacje prowadzag do hipotezy ze, w zaleznosci od usytuowania
trojkata, odstepstwo od geometrii Euklidesa, wyznaczone defektem sumy
katow trojkata wzgledem euklidesowych 180°, jest dodatnie, badZ ujemne.
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Wymaga to jednak przeprowadzenia stosownych rachunkéw.

Zmiany kurséw daja sie modelowaé za pomoca ruchéw Browna (tzn. ru-
chéw catkowicie chaotycznych, nie wyrdzniajacych zadnego kierunku prze-
strzennego i niezaleznych od ksztattu przebytej juz drogi) w przestrzeni RP Y
zaopatrzonej w metryke d(U’,U"). Abstrahowanie od struktury metrycznej
przestrzeni kurséw (czy portfeli) de facto uniemozliwia prowadzenie kon-
systentnego opisu ewolucji parametréw rynkowych i prowadzi do wynikéw
zaleznych od zawsze subiektywnego wyboru jednostkowych débr bazowych
{80,91,---, 0N}

Ze wzgledu na techniczne zaawansowanie i rozlegtosé zagadnienia dyfuzji
na rozmaitosciach nieriemannowskich, autor planuje odnies$¢ sie do sygnali-
zowanych probleméw w poswieconym tylko temu zagadnieniu opracowaniu.

Do zdefiniowania odlegtosci miedzy kursami mozna wykorzystaé metryke,
charakteryzujaca geometrie Barbiliana (np. w klasie metryk hiperbolicznych
analogonem modelu Kleina, nalezacego do rodziny geometrii Hilberta, jest
w geometriach Barbiliana model Poincarégo), zob. [Kel81|. Ten temat takze
zostanie przedstawiony w odrebnym tekscie.

Powyzsze rozwazania dotyczace odleglosci kurséw przenoszg sie na opis
metrycznych wlasnosci portfeli, dzieki obowiazujacej w geometrii rzutowej
zasadzie dwoistosci [VY46].

Autor przygotowuje opracowanie dotyczace metrycznych wtasnosci port-
feli, dla ktérych absolutem sg hiperptaszczyzny dwoch wyréznionych kursow.
W przypadku N =1 model taki jest rownowazny dwuwymiarowemu warian-
towi szczegodlnej teorii wzglednosci, zob. rozdz.3 §25 w [Pau2l]. Grupa sy-
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metrii przestrzeni wektorowej dobr, zachowujaca strukture metryczng prze-
strzeni portfeli, jest wtedy dobrze znang fizykom-relatywistom grupa Lo-
renza. Ze wzgledu na rozleglo$¢ sygnalizowanego tematu dalsze intrygujace
koneksje pomiedzy fizyka, a geometrig rzutowa rynku, oraz wyjasnienie eko-
nomiczne wnioskéw wyplywajacych z przyjetego modelu rynku beda ujete w
nowym opracowaniu.

Kazda konstrukcja metryki d(U’,U") pozwoli mierzy¢ jedynie zmiany
zachodzace na rynku, bez odniesienia si¢ do wyceny warto$ci konkretnego
portfela. Przejdzmy wiec do zagadnienia pomiaru wpltywu zmian kursowych
na osiggane zyski.

6 Stopa zysku z portfela

We wnetrzu jednego z symplekséw zmiane kursu mozna postrzegaé nie jak
transformacje alias, lecz jak transformacje alibi, gdy nie zmieniamy wspot-
rzednych, a portfel wspélzmienniczy odnajdujemy w innym miejscu, na no-
wej hiperptlaszczyznie kursu. Transformacja alibi w opisach ekonomicznych
jest konwencja dominujacg — powszechnie dostrzegamy zmiany kurséw wa-
lut, czy zaskakujace ruchy cenowe pewnych towaréw, czy ustug. Stronimy
zwykle od dualnego (i rownowaznego!) spojrzenia ujmujacego dobra w kon-
wencji alias, gdy mimo pozornego braku zmian ilodci sktadnikéw w opisy-
wanym przez nas koszyku (bowiem jego dysponent nie wykonal zadnego
przegrupowania kapitalowego) proporcje pomiedzy komponentami koszyka
sie zmieniaja, bo jednostki débr sa juz inne np. z przyczyny uwzglednienia
dyskonta, inflacji, zmian cenowych, czy innych czynnikéw. Dlatego ponizszy
rachunek prowadzony jest w konwencji alibs.

Rozwazmy jeden z portfeli nalezacych do p(f), z ustalonymi parametrami
fr dla wspoétrzednych pr = fkulzl, przy dwoch réznych kursach U i U +
dU. Gdyby wagi py, portfela wspélzmienniczego pozostawi¢ niezmienione to,
zgodnie ze wzorem (4), warto$¢ portfela na kursie U +dU, w jednostkach go,
wyniostaby

> frug; ! (ug + duy,) (14)
P

Powstala réznice miedzy iloscig pienigdza w portfelu, a wartoscig pozosta-
tych skladnikéw, nalezy zniwelowa¢ (wykonujac stosowne transakcje ryn-
kowe) tak, aby mogt sie on na powr6t stac zbilansowanym przy kursie U+dU.
Zysk z portfela, w postaci (14), przy infinitezymalnie matej zmianie kursu
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dU, wynosi
> g g + dug) =) frd(Infug)
P P

co wynika z warunku (9) i faktu, ze rozniczka logarytmu wartosci bezwzgled-
nej réwna jest d(In |u|) = v~ ldu.

Calkowity zysk na portfelu p(f)| r=const., pomiedzy kursem poczatkowym
U’, a koricowym U”, obydwoma nalezacymi do tego samego sympleksu, be-
dzie sumg (calka) wszystkich infinitezymalnych zyskéw, osiagnietych przy
przejsciu od U’ do U”.

UH "
[ sednlund = 5 sein i~ o) = 3 o
k k k

Powyzsza wielkosé, cho¢ mierzy zmiane wartosci portfela wzgledem go, nie
zalezy od wyboru pienigdza. Jezeli na dobra, wzgledem ktérych mierzyé
zysk, wybierzemy (zamiast gg) dowolne portfele: p’ (nie bilansujacy sie na
U') ip" (nie bilansujacy sie na U”), zysk na zmianie kursu wyniesie

1Ty . U”p gk 1oy
U kal ZfrkU U (15)

Funkcja r(U’,U") posiada wtasnos¢ addytywnosci
re(U',U) +rp(U,U") =rp(U',U")

oraz réwnie wazng wlasno$é niezaleznosci od wyboru portfeli p’ i p”, w relacji
do ktorych zysk jest okreslany, bowiem

U'(p", gx) "(p" ql') U¢",ok)\
ka U'(pt, g1) Zf <ln Uy, q) o U’(q/,gk)> B

U’ (g1, Qk)

co zachodzi na skutek zbilansowania portfela wspoélzmienniczego.

Zdaniem autora, wynik ten obrazuje podstawowsa zalete stosowania podwdj-
nej ksiegowosci. Ostatnig wtasnosé jest wlasnoscig jednorodnosci zerowego
stopnia funkcji zysku wzgledem wspélrzednych kursu:

(AU, U") =rp(U,U")

dla A # 0. Z tej przyczyny, po prawej stronie definicji (15) brak jest argu-
mentow p’ i p”, wskazujacych na niezbilansowane portfele, wzgledem ktoérych
zysk jest mierzony — sg one dowolne.
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Funkcja 7¢(U,U’) jest przedzialowa stopa procentows zbilansowanego
portfela, zapisang w postaci niezmienniczej. Poniewaz wspolrzedne fi sa
wspoélrzednymi jednorodnymi, okreslonymi z dokladnoécig do statego mnoz-
nika, porownywanie zysku z roznych portfeli wspotzmienniczych (zaleznego
od tej statej) powinno sie odbywaé w tym samym niejednorodnym uktadzie
wspélrzednych.

7 Dynamika rynku

Z uplywem czasu rynek ciagle koryguje swoj kurs (kursy), a ewolucja tych
zmian jest gléwnym przedmiotem zainteresowania ekonomistéw. Na zmie-
niajace sie kursy mozna spojrze¢ jak na cigglty potok, polegajacy na ,przecho-
dzeniu“ w czasie rynku z jednej hiperptaszczyzny (kursu) w RP¥ na druga,
badz dwoiscie, jak na ciagla krzywa w RPYV, Warto znalezé stosowny portfel,
ktory obrazowalby owa dwoistosé, posiadajac jednoczesnie uzyteczng inter-
pretacje finansowa.

W literaturze spotykamy portfele, ktére nie zawsze sie bilansuja, bowiem
raz ustalonego sktadu débr nie koryguje sie juz potem z uptywem czasu (wiec
mozna je zbilansowaé najczesciej tylko w jednej chwili czasu). Na skutek
ewolucji kurséw proporcje wartosci sktadnikéw portfela czesto sie zmieniaja,
a okredlanie wartoéci takiego syntetycznego dobra jest bardzo subiektywne,
bowiem zalezy od wyboru miernika tej wartosci (czyli pienigdza). Ten sam
kapital mierzony jedng waluta moze byé¢ coraz drozszy, a drugg coraz tanszy.
Zdarza sie, ze 6w mechanizm prowadzi do ktopotliwych paradokséw, gdy lo-
gicznie spdjna prognoza przewiduje wzrost kursu waluty A wzgledem waluty
B i jednocze$nie wzrost kursu waluty B wzgledem waluty A, patrz [Pio97].

Zaprezentowane ujecie opisu rynku koncentruje sie na specyficznym ro-
dzaju portfeli, ktérych badanie jest pozbawione wspomnianych irracjonal-
nych paradoksoéw, umozliwiajac przy tym opracowywanie réznych rodzajow
zagadnieri [Pio97]. Pozwala na to wspoétzmienniczo§é wielkodci dobr portfela
wraz ze zmiang kursu rynkowego, co nie wyré6znia zadnych szczegoélnych kur-
sow, np. w chwilach tworzenia, modyfikacji, czy sprzedazy calego portfela.
Wszystko to dzieki temu, ze portfel wspolzmienniczy bilansuje sie na dowol-
nym kursie rynkowym. Przy tym, jako obiekt dwoisty do biezacego kursu,
znakomicie (bo wiernie) obrazuje zmieniajaca sie sytuacje rynkows.

Zmnajac biezacy kurs rynkowy U, konstruujemy portfel wspotzmienniczy z
kursem (nalezacy do hiperplaszczyzny kursu) p(f,t), zgodny z parametry-
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zacja (8),

p(fot) == frur(t) 'ar
P

gdzie dla arbitralnie okres§lonej chwili ¢y wyznaczamy wspoélrzedne fi korzy-
stajac z zaleznosci fi = ug(to)pk(f, o).

Potok hiperplaszczyzn w RPY . bedacy zbiorem trajektorii ewolucji cza-
sowej portfeli wspotzmienniczych, opisuje wszystkie ilosciowe konsekwencje
zmian kurséw.

Podczas zmiany kursu w czasie przedzialows stope zysku z portfela
wspolzmienniczego okresla formuta (15).
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