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Psychoanalyse ist die Krankheit,
für deren Therapie sie sich hält.

Karl Kraus

1. UWAGI WST �EPNE

Podstawowym celemświadomejdziałalnósci gospodarczejjestoptyma-
lizacja zysku w okréslonym przedzialeczasowym. Najcz �ésciej przedział
ów jest tak dobierany, by obejmował sob �a pewien charakterystyczny cykl
gospodarowania(np.rok, czaswykonaniakontraktu,okresubezpieczenia).
Prognozowanieprzedsi�ewzi �ecianaszerszychodcinkachczasowychjestmo-
żliwe dzi �eki ekstrapolacjicyklu nacał �a ośczasow �a.

Problemrachunkowego opisujest szczególnie trudny, gdy czastrwania
kolejnych cykli jest zmienn�a losow �a (oznaczan�a dalej przez � ). Zysk na
cyklu, czyli funkcja od � , b �ed �ac zmienn �a losow �a, przestajebezpósrednio
mierzýc jakość gospodarowania. W celu badaniazjawisk różni �acych si �e
czasemtrwania,wartozdefiniować,podobniejak w teorii kolejek(zob. [1]),
nat �ėzeniezysku, b �ed �aceodpowiedni �amiar �a tej kategorii ekonomicznej.

Definicja zyskub �edzieposiadác poż �adanewłasnósci jedyniewówczas,
gdy przyj �eta w definicji funkcja spełni warunekaddytywnósci, zob. [2].
Dlatego mierzeniezysku przedziałow�a stop �a procentow�a [3] wydaje si �e
metod�aprowadz �ac �adospójnych rezultat́ow.

2. NAT �EŻENIE ZYSKU – DEFINICJE

Niech chwila
�

b �edziepocz �atkiem trwania cyklu o długósci � . Ozna-
czmywartósć przedsi�ewzi �ecianapocz �atku i nakońcucyklu odpowiednio
przez ��� i �����	� . Wtedy przedziałowa stopaprocentowa jest zdefiniowana
nast�epuj �aco: 
 ��� ���	�������� � �����	��������

Oznaczmywartósć oczekiwan �a dowolnej zmiennejlosowej � w jednym
cyklu przez ����� .

1



2 E.W. PIOTROWSKI

Gdy � 
 ��� ���	� � i � � � maj �askończonewartósci,definiujemynat �eżeniezysku! najednym cyklu jako iloraz

(1) ! �"#� � 
 ��� ���	� �� � � �
Oczekiwany przedziałowy zysk, na dowolnym odcinkuczasu(np. $&%	')(+* ),
wynosi

(2) !-, � ./#� .0 , ! ��1 � �
Wczésniej zdefiniowanenat �eżeniezysku ! � okazujesi �e być analogonem
chwilowej stopy procentowej (patrz [3]), wyst �epuj �acej w zagadnieniach
opisywanych deterministycznie,czyli takich,w którychcharakterystyczne
odcinkiczasunies �azmiennymi losowymi. Wartoby wi �eci tamt �achwilow �a
stop�ekonsekwentnienazywać nat �eżeniemzysku.

Zwi �azki pomi �edzypowszechniestosowanymi miernikamizyskua nat �e-
żeniemzyskumożna,poprzezprzedziałow �a stop�e procentow �a, odtworzyć
beztruduprzypomocy formuł podanychw cytowanym artykule[3].

Proponowanadefinicjanat �eżeniazyskujestwygodnym punktemstarto-
wym do analizowanianiżej opisanego modeludziałaniakupca,z którego
wynikaj �acewnioskis �asamew sobieintryguj �ace,aprzytym niepozbawione
praktycznegouzasadnienia.

3. MODEL RACJONALNEGO KUPCA (RDM)

Załóżmy możliwie najprostsz�a sytuacj�e rynkow �a, w której analizujemy
rynekjedyniedwóchtowarów, z którychjedennazwiemydobrem(i ozna-
czymy symbolem 2 ), a drugi walut �a ( 3 ). Modelowany cykl składasi �e z
racjonalnego(w sensiewyjaśnionym niżej) zakupudobra 2 i w pełniprzy-
padkowej jegosprzedȧzy (czyli zamiany na 3 ).

Przyjmijmy, że wielkości 465 i 487 oznaczaj�a pewne ustaloneporcjedo-
bra i waluty. Jėzeli narynku w chwili t dochodzido wymiany towarów w
proporcji 4 7 �465 , to liczb �e9 �:#�;���=<>4 7@?:A ���=<>465 ?
b �edziemynazywać logarytmicznymkursemtowaru 2 . Gdykupiecw chwili�CB

nab�edzieporcj �e dobra 2 po kursie

9 ��D , które w późniejszejchwili
�FE

sprzedapo kursie

9 ��G , to jego przedziałowastopazyskuw takim cyklu wy-
niesie 
 � D � � G � 9 � G A 9 � D �

W modeluRDM (rational dealermodel) racjonalnósć zakupupolegana
przyj �eciu przezkupuj �acegoustalonejceny rezygnacji AIH , patrz[4], czyli
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takiegologarytmicznegokursu AJH nadobro 2 , powyżejktóregokupiecza-
niechanabyciadobra2 . Kursymożnawyznaczýc napodstawieznajomósci
spektrumcenna 2 , spektrumzastanegoprzezkupcanaklasycznym rynku,
b �ad́z ustalonego w wyniku kolejnych licytacji angielskich,czy przetargów
Vickrey’a, zob. [7]. Przypadkow �a sprzedȧz możnapostrzegác jako trans-
akcj �e zbyciadobra 2 przezkupca,w sytuacji,gdy jego cenarezygnacjiz2 jest równa AIK (bo zawszewygrywa z pozostałymiuczestnikamiprze-
targu).

Załóżmy, że formułowany model opisujesytuacj�e stacjonarn�a, to zna-
czy, że rozkładprawdopodobiénstwa dla zmiennejlosowej

9 � , opisuj �acej
kursdobra 2 , nie zalėzy od czasu.Dla czytelnósci opisuprzyjmujemy, że
rozkładtenjestrozkłademnormalnym:L < 9 'CM ? #� NO P�Q MSRUTWV XZY\[ X^]`_ GG�a G �
Uzasadnieniezałȯzeniatakiej symetrii rozkładudla logarytmicznejstopy
zyskumożnaznalézć w pracy [5].

Nie trac �acnic z ogólności załȯzén, wystarczywyznaczác logarytmiczny
kurswymiany z dokładnósci �adodowolnejstałej,gdyż znaczenieposiadaj�a
dopierozyski, które zawszes �a różnicami kurśow. Sytuacjaprzypomina
posługiwaniesi �epotencjałemw fizyceklasycznej,gdymierzalnes �ajedynie
różnicepotencjału.Zatemprzyjmijmy, żeprzeci�etnawartósć kursu � 9 � jest
równa % .

Ograniczmydalsz �aanaliz�edooperacjinatakimrynkuwymiany towarów2 i 3 , naktórym rozważany kupiecdziaławśród liczby podmiot́ow natyle
dużej, żejego indywidualnedecyzjenie wpływaj �ananotowaniakursu.

Niechsymbol $cb\1 H-dfe R * , patrzkonwencjaIversonaw [6], b �edziefunkcj �a
równ �a N w przypadkugdy bg1 H-dhe R jestprawdziwe,a % gdy tak nie jest.

Średniczasprzypadkowej transakcji(zakupu,b �ad́z sprzedȧzy, co zalėzy
jedynieod punktuwidzenia)oznaczymyprzez i . Wielkość ta jest w mo-
delu stała(jako konsekwencjastacjonarnósci) i wi �ekszaod zera( ij� %
implikuje irracjonalneparadoksyw postacinp. nieskończonych zysḱow w
skończonym przedzialeczasowym).

Dla rachunkowej wygody oznaczmyprzez k prawdopodobiénstwo nie-
dojściaracjonalnegozakupudo skutku,czylik�#�l�C$ 9nm AIH *��Zo�'
gdzie M parametryzujerozkładprawdopodobiénstwa.

Oczekiwany czasracjonalnegozakupu2 b �edziewtedyrównyiqp � < N A k ?sr P kt< N A k ?urwv k E < N A k ?sryx k6z�< N A k ?ur p p p � '
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wi �ec iloraz oczekiwanego czasupełnego cyklu kupna–sprzedȧzy, do śre-
dniegoczasuprzypadkowej transakcji,wyniesie� � �Zoi � N r < N A k ?|{} ~@� Bf� p�k ~ T B � N r < N A k ? 11gk {} ~@� , k ~(3) � N r < N A k ? 11-k NN A k � N r NN A k �(4)

Dlategoczastrwaniacyklu wyrażasi �ewzorem:

(5) � � ��o���< N r �C$ 9�� AJH *�� T Bo ? p�i �
Przedziałowastopazyskunacałymcyklu b �edzierówna

(6) 
 ��� ���	��� A 96� 5 r 9 5 � '
gdzie zmiennalosowa

96� 5 , oznaczaj�aca kurs 2 w trakcie zakupu,ma
rozkładnormalny uci �etydodziedziny < AqK ' AJH * , to znaczyposiadag �estósć
prawdopodobiénstwaw postaci

(7)
$ 9n� AIH *�C$ 9�� AJH *��Zo p L < 9 'CM ? '

a

9 5 � , czyli kurs 2 obowi �azuj �acy w momenciesprzedȧzy, marozkładnor-
malny, bosprzedȧz jest,z woli kupca,całkowicie przypadkowa.

Wstawiaj �ac <�� ? do uśrednionego <�� ? , a nast�epnie <�� ? i uśrednione<�� ? do< N ? , otrzymamyponi̇zszewyrażeniedlanat �eżeniazyskunapełnym cyklu:

(8) ! ��� A � 9 p�$ 9�� AIH *��ZoN r �C$ 9n� AIH *��Zo p i T B �
Oczekiwany zysk na charakterystycznym interwale czasowym, jakim jest
przeci�etny okrestrwaniatransakcjikupna-sprzedȧzy, wynosi

(9) ! < H 'CM ? �� !-, � ��� A T���T {
9 p L < 9 'CM ? 1 9

N r T���T { L < 9 'CM ? 1 9 '
co wynika ze wstawienia wyrażenia <�� ? na ! � do definicji < P ? . Wyprowa-
dzonaformuła <�� ? naoczekiwany zyskspełniawłasnósć skalowania:! <�M H 'CM ? �;M�p ! < H�? '
gdzie ! < H�? #� ! < H ' N ? , wi �ec wystarczyanaliz�e kontynuować dla standary-
zowanegorozkładunormalnego,by przezprzeskalowanieotrzymác wyniki
wewszystkichprzypadkachz M��� N .
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Najlepszyalgorytmdziałaniadla kupca(maksymalizuj�acy oczekiwany
zysk)otrzymamy(w przypadkustandardowego rozkładunormalnego) dlaH ��%�' P �\�g% v .

Cociekawe,najwi �ekszyśrednizyskwynositakże %	' P �U�g% v . Okazujesi �e,
że ta zbiėznósć jestnieprzypadkowa i dotyczydowolnego typu rozkład́ow
charakteryzuj�acych zachowanielogarytmicznegokursu.Poni̇zej wykazane
zostanie,dlaczego własnósć owa zachodzi,wi �ec dla dalszychrozważán
przyjmijmy, że L < 9 ? jestjakimkolwiek rozkłademg �estósci,ci �agłymnacałej
dziedzinie.

4. UNIKALNA WŁASNOŚĆ KUPIECKIEGO ZYSKU

Oznaczmypunktstałyodwzorowania �:<�k ? przez k	� , czyli k	� jest takim
argumentemfunkcji �"<�k ? , żezachodzi�"<�k � ? �jk � .

Uzyskanew ramachmodeluRDM wyrażenienaoczekiwan �awartósć zy-
skuspełnianast�epuj �ac �awłasnósć:

Twierdzenie. Maksimumfunkcji ! < H�? znajdujesi �ew jej punkciestałym,���� � ! < H�? � H � �
Punktstałyfunkcji ! < H�? istnieje, mawartość dodatni �a i jesttylko jeden.
Własnósci te s �a spełnionedla dowolnego typurozkładug �estósci kursu.

Dowód. Waruneknapunktstały:A T���T {
9 p L < 9 ? 1 9

N r T���T { L < 9 ? 1 9 � H
możnaprzekształcíc do postaci

(10) H p¢¡ N r T��0
T { L < 9 ? 1 9¤£ � A T��0

T { < 9 rwH�? p L < 9 ? 1 9 r T��0
T { H p L < 9 ? 1 9 �

Wartósć H równajestwi �ecpierwszemuwyrażeniuprawej strony < N % ? , czyli
(pozamianiezmiennejcałkowania)wynosi

(11) H � A ,0
T {

9 p L < 9 A¥H�? 1 9 �
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Pochodnaprawej strony < NgN ? (czyli pierwszego wyrażeniaprawej strony< N % ? ) po H równajest A T��0
T { L < 9 ? 1 9 '

wi �ecprawa strona < NgN ? jestci �agł �a, nierosn�ac �a funkcj �a H , dla H �¦% wi �eksz�a
odzera,w granicy Ht§¨K równ �azeru.
Dlategowarunek < NgN ? majednorozwi �azanie,którejestdodatnie.

Wystarczyjeszczezauważyć, żewarunekznikaniapierwszejpochodnej
funkcji ! < H�? :
(12) H p L < H�? p¢¡ N r T��0

T { L < 9 ? 1 9	£ r L < H�? p T��0
T {

9 p L < 9 ? 1 9 � %
jest jednoczésnie warunkiemna jej punkt stały. Ten ekstremalny punkt
jest globalnym maksimum,bo spełniarównania < NgN ? i < N P ? . Ewentualne
rozwi �azaniarównania< N P ? , w postaciL ��% (gdy H �� H � ), s �a lokalizacjami
miejscprzegi �eciafunkcji ! < H�? (bo nacałej dziedzinieLª© % , wi �ecw oto-
czeniupunktu,gdzie L < H�? �«% , pochodnafunkcji ! < H�? nie zmieniaznaku),
czyli możemyje zignorować.

Słusznósć przedstawionego dowodu nie zalėzy od postacirozkładug �e-
stósci kursu,gdyż korzystasi �e jedyniez nieujemnósci i unormowaniag �e-
stósci prawdopodobiénstwa. Założenieo gaussowskim kształcierozkładu
jestzb �ednym ograniczeniem. ¬

Wartozaznaczýc, żewarunek < NgN ? przejrzýscieobrazuje,czymjestnaj-
wi �ekszymożliwy zyskdo osi �agni �ecia.

Znikanie pochodnejfunkcji ! < H�? w jej punkciestałym jest gwarancj �a
stabilnósci funkcji w otoczeniutego punktu,zob. [8]. Nalėzałobyjeszcze
zbadác graniceobszaruprzyci �agania.Okazujesi �e,żepunktstałyprzyci �aga
nacałejdziedzinie! < H�? . Dowód tego wyniku, który poleganawykazaniu,
żefunkcja ! < H�? jestograniczonapewnymodwzorowaniemzw �eżaj �acym,zo-
stanieprzedstawiony w odr �ebnym opracowaniu.

Rozkładyprawdopodobiénstwdla kursukupnai kursusprzedȧzy mog �a
mieć różn �a postác (gdy odpowiednietransakcjeodbywaj �a si �e na odmien-
nych rynkach),konieczny jestjedyniewarunek,by logarytmiczny kursku-
pnadobra 2 formalnieskorygować o stał �a tak, żeby % kursupokrywało si �e
z wartósci �aoczekiwan �a logarytmicznegokursusprzedȧzy 2 .

5. ZAKOŃCZENIE

Gdybyprzeanalizować modelanalogiczny do RDM, lecz taki, w którym
strategia, przyj �etaprzezkupcaw trakciekupna,byłabyzamienionaz jego
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strategi �asprzedȧzy i viceversa, to z
”
przestawionego“ modeluwynikałyby

wnioski symetrycznedo rezultat́ow przedstawionychw bież �acejpracy.
Formuła <�� ? , opisuj �acaoczekiwany zysk,uległabymodyfikacjido postaci

! <� ? � {� ® 9 p L < 9 ? 1 9
N r {� ® L < 9 ? 1 9 '

gdzie  oznaczakurs,poni̇zejktóregokupieczawszerezygnujezesprzeda-
ży dobra 2 .
Takazmiananie wnosi nic istotnienowego ponadcechysymetrycznedo
modeluRDM, możez wyj �atkiem

”
kosmetycznego“ uproszczeniawzoru,po-

daj �acegometod�egenerowaniafunkcji posiadaj�acychmaksimumw punkcie
stałym.

Zastanawiaj �acejest,żeoptymalnezachowaniekupca,działaj �acegow ra-
machmodelu,polega na wyznaczeniuceny rezygnacjio tyle niższejod
średniegokursu 2 , by różniła si �e dokładnieo jego przeci�etny zysk,przy-
padaj�acy na średniokrestrwaniatransakcjikupna–sprzedȧzy. Jésli mu si �e
to uda,wtedy niczego nie powinien już w swojej działalnósci poprawiać,
bowiem osi �agn �ał stannajkorzystniejszyz możliwych, niezagrȯzony desta-
bilizacj �a,wi �ecwymagaj�acy jedyniedrobnychkorekt.

Najlepsz�a strategi �aokazujesi �e być prostai naturalnazasada,polegaj �aca
nasamouzgadniaj�acym si �e korygowaniuceny rezygnacji.Istnienietakiego
rodzajumechanizmujest pożadanym zjawiskiem na dynamicznych ryn-
kach,
gdzierozkładyg �estóscikurśow podlegaj �anieustannymzmianom.W mode-
lachzeskończonymi cenamirezygnacjizaŕownodla transakcjikupnajak i
sprzedȧzy powyższaprostareceptaprzestajebyć optymaln�a(wyniki badán
takichsytuacjiautorzaprezentujew odr �ebnym artykule).
Czy jest to wskaźowk �a, aby unikác owych dwustronnych technikhandlo-
wania?
A może jedynym tego typu spójnym logiczniemodelemjest RDM w wer-
sji z przypadkowym zakupem,bowiem nasuwa si �e podejrzenie,̇zerozkład
g �astósci kursumożnapoprawnie zdefiniować tylko relatywnie,wzgl �edem
maj �acejpotemnast�apíc sprzedȧzy. Okrésleniasprzedȧz i kupnoteż s �a je-
dynie konwencj�a, gdyż sprzedaj�ac 2 nabywamy 3 . Nowe wyniki mog �a
rozwiác pojawiaj �acesi �ew �atpliwości.

Ideeposzukiwaniaoptymalnych rozwi �azán i punkt́ow stałych,to funda-
mentywspółczesnegoparadygmatuekonomikimatematycznej.Splataj �asi �e
onew takichklasycznychwynikach,jak uogólnionetwierdzenieBrouwera
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[9], czyproceduraiteracyjnaBrowna–Robinson[10]. Przedstawiony model
działaniakupcaRDM takżełaczyw sobieobydwiekoncepcje.
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Streszczenie: Autor proponujedefinicj �e stopy zysku stosowan �a dla
przedsi�ewzi �eć, których czaswykonaniajest zmienn �a losow �a. Przedsta-
wione twierdzenieo punkciestałymdla algorymtuzachowaniakupcapo-
zwalamaksymalizować zyskiniezalėznieod spektrumcenrynkowych.
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