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1. WSTEP.

Celem inwestycji kapitalowych jest maksymalizacja zysku. Zamiaru
tego nie sposob osiggnaé przeznaczajac caly kapital na najbardziej ren-
towne przedsiewziecia — takie sytuacje sie nie zdarzaja. Przyszia ren-
towno$¢ inwestycji rynkowej jest wielkoScig niepewna, dlatego inwestor
tworzy ztozone koszyki, zawierajace lokaty kapitatowe o mozliwie od-
miennym charakterze, dzialaniem swoim dywersyfikujac ryzyko przed-
siewziecia. Opis ewolucji takiego wielowymiarowego kapitatu staje sie
pozadany dla charakterystyki iloSciowych zalezno$ci dotyczacych pro-
cesOW inwestycyjnych, szczegoélnie tych, ktore wymykaja sie pojeciom
tradycyjnej matematyki finansowej |2|. W zaleznosci od punktu widze-
nia, w kazdym koszyku kapitalowym mozemy, procz ilociowych zmian
poszczegblnych sktadnikéw, dostrzec przeptywy miedzy jego kompo-
nentami, zob. nizej przyktad 2. Przeptywy kapitalu moga by¢ rejestro-
wane nawet wtedy, gdy nie zapada zadna decyzja o operacjach kapita-
lowych. Sytuacje takie, wymagajace opisu macierzowego, stawiajg nas
przed konieczno$cig uogdlnienia rachunku stop procentowych w spo-
sob pozwalajacy jednolicie traktowaé stopy wzrostu i stopy przeplywu
kapitatu. Autor pragnie przedstawi¢ konsystentng i mozliwie rézno-
rodng postaé¢ formalizmu wyposazonego w kontekst finansowy. Rachu-
nek ten, od dawna z powodzeniem stosowany w innych dyscyplinach,
wydaje sie by¢ stosownym narzedziem, prowadzacym do poszerzenia
calej dziedziny matematyki finansowej na koszyki débr dowolnego typu.
Moze algebra liniowa, bedaca jezykiem sformutowan wielu modeli eko-
nomicznych, zostanie zaakceptowana w roli rachunku przydatnego w
konstrukeji elementarnych wskaznikoéw rentownosci przedsiewzie¢ in-
westycyjnych.
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2. LINIOWE JEDNORODNE PROCESY KAPITALOWE.

Przyktad 1. Rozwazmy kapital bankiera sktadajacy sie z dwoch kom-
ponent: ki — kwoty pozyczonej klientowi i k9 — pozostatych aktywow.
Niech argument [, bedacy liczba catkowita [ € Z, numeruje np. upty-
wajace lata (choé¢ nic nie stoi na przeszkodzie, by byly to dowolne
interwaly czasowe, niekoniecznie tej samej dlugosci). Proces zmiany
kapitatu bankiera, dotyczacy kazdej z kwot ki i ko, przedstawia sie
nastepujaco.

ad k:(l): Zgodnie ze stopa oprocentowania «;(l), na jaks ban-
kier udzielit kredytu, wzrost sktadnika k; (1) wynosi a; (0)k1(1).
Poza tym kwota niezwréconej czesci kredytu k;(l) maleje o
wielkos¢ raty splaty B(1)ki(l), ktorej wysokosé okresla stopa
5(0).

ad k(l): Kapital ko(l) powieksza sie o kwote 5(1)k1(l) splaty
kredytu. Dodatkowo, bedac ulokowany np. w ptynnych papie-
rach wartosciowych o rocznej stopie zwrotu as(l), wzrasta on
o kwote s (1)ka(1).

Skladniki kapitatu bankiera tworza koszyk k(1) := (k1(l), k2(1)). Jest
on elementem dwuwymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej R2.
Uktad réwnan opisujacych ewolucje takiego koszyka ma postaé:

Ei(l+1) = 1+ ai(l)—8(1)) k(1)
ko(l+1) = B k(D) + (14 ax(l)) ka(l)

Ujemne warto$ci sktadowych koszyka k;(l), i« = 1,2, interpretujemy
jako zobowigzania bankiera.

(2.1)

Uwaga. Inne niz liniowe wzgledem pozostatego dtugu raty sptaty, czy
formalnie tozsame im naleznosci (np. koszty obstugi kredytu, podatki
itp.) daje sie przedstawi¢ w postaci splaty liniowej po odpowiednim
zmodyfikowaniu czynnika 3(l), bowiem moze on ulega¢ zmianom wraz
z upltywem czasu [. W szczeg6lnosci rézne zobowigzania kredytobiorcy
wzgledem bankiera moga zostaé¢ ujete za pomoca wyrazenia bedacego w
zmiennej proporcji do wysoko$ci niesptaconego kredytu, co czyni bar-
dzo szerokim zakres stosowalnosci takiego opisu. Dopisane do prawych
stron réwnan wyrazenia niejednorodne mogg zosta¢ wyeliminowane po-
przez pomnozenie ich przez utworzong w tym celu nowa sktadowa ko-
szyka ks, z definicji niezalezng od czasu [.

Procent, a przyklad 1. Opisany w przyktadzie 1 proces ewolucji
kapitalowej mozna przedstawi¢ tak, by wszelkie zmiany sktadowych
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koszyka wyrazone byly jedynie jako zmiany procentowe tychze sktado-
wych, czyli jako autonomiczne wzrosty poszczegdlnych sktadnikow. Dla
przejrzystosci sytuacji zatozmy chwilowo, ze w trakcie procesu wszyst-
kie stopy a1 (1) = a1, as(l) = ay i (1) = B z uptywem czasu nie ulegaja
zmianom oraz, ze stopy wzrostow sa rézne, a; # ag. Koszyk kapita-
towy, jako element przestrzeni wektorowej, moze by¢ opisywany jako
kombinacja liniowa innych koszykéw [3]. W przestrzeni wektorowej ko-
szykoéw wybierzmy wiec nowa baze tak, aby ten sam kapital bankiera
wyrazal sie teraz nastepujacymi sktadnikami.

ki (1): Jest to, jak w poprzedniej bazie, kwota pozyczona klien-
towi, czyli K (1) = ku (1)

k4 (1): Kwota ta jest sumg kwot koszyka skladajacego sie po cze-
Sci z kwoty pozyczonej klientowi oraz po czeéci z pozostatych
aktywow bankiera, przy czym na kazde f czeSci pozyczki przy-
pada ay — a1 + [ czedci pozostalych aktywow bankiera, czyli

k;(l) = ﬁkl(l) + (QQ — 1 + 6) kQ(l)

W nowym ukladzie wspotrzednych réwnania (2.1) opisujace zmiany
koszyka separuja sie, przybierajac nastepujaca postaé

E(l+1) = (1+a—B)k )
E(+1) = (14 az) K5(1)

Nie obserwujemy juz zadnych przeptywow, a sktadniki koszyka rosng
teraz zgodnie ze stopami procentowymi oy — 3 (dla pierwszej sklado-
wej) i ap (dla drugiej). Formalizm matematyki finansowej nie powinien
zaleze¢ od specyfiki wyboru bazy opisu koszykéw kapitalowych. Nizej
przedstawione definicje stop macierzowych wydaja sie jedynym podej-
Sciem rachunkowym spelniajacym ten postulat.

Uogolnienie przykltadu 1. Procesy kapitatowe, ktorych dotyczy przy-
ktad 1, opisuja jednorodne uktady réznicowych réwnan liniowych, w
notacji macierzowej posiadajace postac:

(2.2)  k(l+1)—k() =R k() czyli k(I+1) = T+R()) k()

gdzie k(l) € RM | za§ R(l) oraz I s3 macierzami rzeczywistymi o wymia-
rach MxM (I jest macierza jednostkowa). Zgodnie z przyjetym stan-
dardem, zob. np. [4], przestrzen RM wszystkich mozliwych koszykow
nazywa¢ bedziemy przestrzeniq fazowgq, a jednorodny liniowy uktad
rownan roézniczkowych, badz roznicowych, pierwszego rzedu (np. w
postaci (2.2)) réwnaniem ruchu koszyka.
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W przedstawionym przyktadzie M = 2, a macierz R(l) jest naste-
pujaca:

Ozll—ﬁl 0
(23) E@:( (Qo()%m)

Jezeli przyjmiemy, ze $ledzimy ewolucje koszyka od chwili p, to usta-
lajac warunek poczatkowy k(p) otrzymujemy nastepujace rozwiazanie
roéwnania ruchu (2.2):

(2.4) um=(THa+a®0k@

s=p

Operator T (zob. |5]) we wzorze (2.4) chronologicznie porzadkuje wszyst-
kie macierze po jego prawej stronie (tak, aby te z argumentami p6Zniej-
szymi znajdowaly sie na lewo macierzy o argumentach wcze$niejszych),
czyli

ptn

THA Alp+n)A(p+(n—1))... A(p+1)A(p)

dla dowolnego ciagu macierzy A(s).

Macierz THT 1(1 + R(s)), bardziej szczegdtowo niz iloraz % T g);

informuje o zmianie kapitatu koszyka. Nawigzujac, tuiw dalszym tek-
Scie, do nazewnictwa dla wariantu M =1 opisanego w [6], macierz R(()
z rownania ruchu (2.2) okreglimy mianem macierzowej kredytowej stopy
zwrotu, badz macierzowej stopy dolnej. Przymiotnik ,,dolna” odnosi sie
do sposobu wyznaczania przyrostow wektora k(l). Zmiany te ujmo-
wane sg jako wartos¢ odwzorowania liniowego na wektorze koszyka k({)
w chwili [ poprzedzajacej ta zmiane. Mozliwo$¢ stosowania standardo-
wego rachunku stép procentowych w przypadku przyktadu 1 zalezala
od sposobu opisu koszyka (wyboru bazy). Dlatego naturalnym rozwia-
zaniem jest traktowanie stopy wzrostu jako obiektu zlozonego R(s),
przy zmianie uktadu odniesienia stosownie transformujacego sie wedtug
znanych prawidel. Z uwagi na procesy kapitatowe przebiegajace w wie-
lowymiarowej przestrzeni fazowej okreslenie ,stopa kredytowa” wydaje
sie autorowi mniej dezinformujace niz okreslenie ,stopa procentowa”.

Rozwazmy procesy, dla ktorych macierz I + R(l) jest nieosobliwa.
Wtedy, wprowadzajac pojecie macierzowej dyskontowej stopy zwrotu,
badz macierzowej stopy gérnej R(l), réwnanie ruchu (2.2) mozna prze-
formutowaé¢ do nastepujacej postaci:
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(2.5) k(i+1)—-k(l) =R()k( +1)
Poréwnujac wzory (2.2) i (2.5) otrzymamy zwiazek pomiedzy oby-
dwoma typami wprowadzonych sté6p macierzowych:

(2.6) (I+R()(I-R() =@-RQ))I+R()) =1
Rozwiazujac powyzsze rownanie ze wzgledu na np. R(l), otrzymamy
nastepujacy wzor:

(2.7) RO =RO+RO+R1)+...

Latwo teraz dostrzec, ze (dla ustalonego argumentu /) stopy macie-
rzowe sg przemienne, tzn. R(I)R(I) = R()R(]). Zaleznoéé (2.7) po-
miedzy stopami jest czesto interpretowana jako uwzglednienie stopy
dyskontowej w przyroscie kapitatu poprzez dodawanie wszystkich od-
setek od odsetek (ciag geometryczny) w konwencji kapitalizacji z gory,
zob. np. [2]. Odpowiedni do (2.7) wzoér na R (1) bedzie podobny, rézniac
sie jedynie znakami ,,—” przy parzystych potegach stop z lewej strony
rownosci (2.7), bowiem

~R(l) = (-R() + (-R(1))* + (-R(1))’ + ...

Gdy dokonamy formalnej zmiany kierunku uptywu czasu, stopy kre-
dytowa i dyskontowa, zmieniajgc znaki, zamienig sie rolami, co w kon-
sekwencji skutkuje symetriami zachodzacymi pomiedzy formutami za-
wierajacymi te macierze. Aby kazdy z juz wypisanych wzoréw posiadal,
w powyzszym sensie, sw0j odpowiednik, nalezy jeszcze wypisaé sto-
sownie przetransformowana formute (2.4), przedstawiajaca rozwiaza-
nie r6wnania ruchu. Po wielokrotnym wykorzystaniu tozsamosci (2.6)
rozwigzanie to przybiera nastepujaca postaé

(2.8) k(p) = (T’ 1:[(1 - ﬁ(S))) k(r)

S=p

gdzie T jest operatorem uporzadkowania antychronologicznego, usta-
wiajacym stopy macierzowe R(s) w odwrotnej kolejnosci niz operator
T.

W rozwiazaniach (2.4) i (2.8) operatory T i 7' mozna pomina¢, gdy
stopy macierzowe dotyczace roznych chwil sg przemienne. Jest tak dla
M =1, badz dla dowolnego M, jezeli stopy macierzowe sa funkcja stata
argumentu czasowego.
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3. INTERPRETACJA MACIERZOWEJ STOPY ZWROTU.

Poréwnujac dowolna posta¢ macierzy R(l) = (R;;(l)) z jej postacia
(2.3), wystepujaca w przykladzie 1, dochodzimy do wniosku, ze poza-
diagonalne elementy macierzy, czyli liczby R,;(I) dla i # j, okreslaja,
jaka czes¢ kapitatu j-tej sktadowej koszyka wpltywa do sktadowej i-tej
koszyka.

Znaczenie elementow diagonalnych R,; (1) jest odmienne. Stopa wzro-
stu i-tej sktadowej koszyka jest rowna o, (1) = R;;(1) =32, Rj;(1), czyli
stanowi warto$¢ elementu diagonalnego, skorygowang o wszystkie wy-
plywy kapitatu, dotyczace sktadowej k;(l) koszyka.

Nalezy podkreslié, ze wptywy i wzrosty z jednej strony, oraz wy-
plywy i spadki z drugiej, nie musza oznacza¢ odpowiednio zyskoéw oraz
strat dotyczacych skladowej koszyka, dla ktorej wyznaczaja zmiany.
Sytuacja zalezy od znaku wartosci kapitatu, do ktérego zmiany sg pro-
porcjonalne. Gdy kapital jest dtugiem, to zmiany oznaczaja proces o
charakterze zgota przeciwnym — utrata czesci zobowigzan jest korzystna
dla dluznika.

Powyzsza interpretacja opiera sie na dekompozycji stopy macierzowe;j
R = C+ D, gdzie w macierzy C suma wyrazéw kazdej kolumny réwna
jest zeru (dlatego mozemy ja nazywaé macierza przeplywow), a macierz
D jest macierza diagonalng (macierz wzrostow). Jedynie przy ustalo-
nej bazie przestrzeni fazowej taka dekompozycja zadana jest w sposéb
jednoznaczny. Rozszerzenie poje¢ matematyki finansowej na macierze
staje sie konieczne, gdy nie sposob sprowadzi¢ (via przeksztalcenie po-
dobienstwa) opisu zmian kapitalowych do sytuacji, w ktorej macierz
przeptywow C jest zerowa.

Przyktlad 2.

(i) Zawezmy proces z przykladu 1 do przypadkéw, gdy 5(1) = 0,
wspotczynniki «; nie zaleza od czasu [, a drugi z nich jest dwa
razy wiekszy od pierwszego. Wtedy dolna stopa macierzowa
jest robwna

(3-1) R= (g 2(31)

Wyznaczona na podstawie tozsamosci (2.6) odpowiednia gorna
stopa macierzowa wynosi

_ a9
R=(% &)
1+2a

Proces sktada sie jedynie z macierzy wzrostow, bowiem macierz
przeplywow jest zerowa. Zyski mozna analizowaé¢ w oparciu o
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autonomiczng ewolucje w ramach jednowymiarowych podprze-
strzeni przestrzeni fazowej, stosujac do opisu klasyczne pojecia
stop procentowych.

(ii) Podobnie jak w paragrafie 2, na ten sam proces mozemy Spoj-
rze¢ z odmiennego punktu widzenia, opisujac go we wspotrzed-
nych nowej bazy przestrzeni koszykoéw. Niech baza odniesienia
sktada sie ze zobowigzan klienta, oraz ze wszystkich aktywow
kapitalowych bankiera. Wtedy réwnanie (2.1) przybierze po-
stac:

El(l+1) = (1+O!)E1(l) N
ko(l+1) = —aki(l) + (14 2a)ky(l)

Macierz przeplywow, okreslona réownaniem ruchu (3.2), jest
teraz niezerowa i wynosi

e (1)

za$ macierz wzrostOw wynosi

0 0
D_(O 2a)

Dtug klienta k1 (1) zmienia sie tak samo jak w poprzednim ogla-
dzie sytuacji, cho¢ nie na skutek autonomicznego wzrostu, lecz
jedynie dzieki wypltywowi kapitatu bankiera. Caly kapital ban-
kiera wzrasta wedtug stopy takiej samej, jaka dotyczyta lokaty
ko (1).

(iii) Wyznaczona w nowej bazie na podstawie wzoru (2.6) goérna
stopa macierzowa dla rownania ruchu (3.2) ma posta¢

R=(_ s )
T (Ha)(14+22)  14+2a

i sklada sie z nastepujacych macierzy przeplywow i wzrostow

o 202
ol < (TFa)(12a) 0 ) . D= [ Teum 2%
~ Tz 0 Ttoa

(3.2)

Zaprezentowane rozne sposoby (i), (ii), (iii) spojrzenia na ten sam pro-
ces kapitalowy sg jednakowo poprawne i sensowne. Poréwnujac kon-
wencje kredytowa w wariancie (ii) z konwencjg dyskontowa (iii) do-
strzegamy istotng roéznice pomiedzy macierzami D i D — raz wzrost
pierwszej sktadowej koszyka jest jedynie efektem przeptywow, w dru-
gim przypadku sktadowa ta ma czesciowa autonomie swojego wzrostu.
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Wskazana interpretacyjna réznica moze byé¢ przyczyng wielu finanso-
wych naduzy¢, podobnie jak ma to miejsce w przypadkach nieoprocen-
towania zaleglych odsetek w zastosowaniach kapitalizacji prostej. Owa
jakosciowa asymetrie w opisie przeplywoéw autor proponuje nazwaé pa-
radoksem stép réznicowych, analize tego zagadnienia odktadajac
do odrebnego opracowania.

Norma dowolnej macierzy R(l), czyli

IR(DK]

(3-3) IR = e
kerar\(o}  [IK]|

gdzie || k|| jest dlugoscia wektora k (analize wlasnoSci metrycznych
przestrzeni koszykow autor zamiesci w odrebnym opracowaniu , zob.[7]),
przedstawia najwyzsza stope zmiany kapitalu, jaka daje inwestycja
wybrana optymalnie sposroéd wszystkich przedsiewzie¢ bankiera, przy
czym wektor(y) ko, na ktorym powyzszy iloraz osiaga supremum, wy-
znacza(ja) 6w ekstremalny wzrost. Gdy kapital kg jest dobrem poza-
danym, norma wyznacza najwiekszy sukces inwestora, jesli za$ sa to
dhugi — mierzy najciezsza strate.

Interpretacja stopy R jest analogiczna jak macierzy R, z ta roz-
nica, ze stopa R zamiast (jak R) okre§la¢ zmiany kapitatowe wzgle-
dem poprzedniego okresu rozliczeniowego, dotyczy zblizajacej sie chwili
rozliczenia. Konwencje kredytu zastepuje konwencja dyskonta. Przy
zmianie kierunku czasu znaki ,,+” i ,,—” przy stopach macierzowych w
tozsamosci (2.6) powinny by¢ zmienione na przeciwne, chyba ze wpro-
wadzimy zasade, w ktorej dodatnie stopy wyrazaja ubywanie kapitatu,
a przeptywy pomiedzy sktadowymi koszyka odbywaja sie w kierunku
przeciwnym. Dowolno§¢ konwencji przestaje obowigzywaé dla proce-
s6w nieodwracalnych czyli wtedy, gdy macierze R(l) lub R(l) staja sie
osobliwe.

4. FORMALIZM CIAGEEGO OPISU KREDYTOWANIA.

By rachunek kapitatowy byt czytelny oraz uzyteczny dla praktykow,
formalne rozwigzanie réwnania ruchu w postaci wzoru (2.4) modelu-
jemy numerycznie, badz przedstawiamy je w postaci zwartej (zob. np.
[8]), nazywajac ja Scistym rozwiazaniem réwnania (2.2). W tym drugim
przypadku dla osiggniecia celu mozna postuzyé sie réznymi znanymi
technikami matematycznymi. Jedng z nich jest przejscie graniczne pro-
wadzace od opisu modeli przy pomocy liniowych réwnan réznicowych,
do modelowania zmian kapitalu za pomoca réwnan rézniczkowych. By
przedstawi¢ owa metode zal6zmy, ze rozwazamy skale czasowe takie,
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ze wzgledem nich okres czasu, po uplywie ktorego obliczamy zmiany
sktadowych koszyka, jest zaniedbywalnie maly i wynosi 7 = ¢, 41 — ¢;.
Po przeskalowaniu dziedziny czasowej koszyka, rownanie ruchu (2.2)
mozemy przepisa¢ w postaci:

k(tl + T) - k(tl) — B(Z) k(tl)

-
Przejscie graniczne 7 — 0 prowadzi do nastepujacego ukladu réwnan
rozniczkowych:

(4.1) 2 R k()

gdzie R(t) := lim, 4 %l)
t=

od dlugosci okresu rozliczeniowego 7 = ;.1 — t;, wiec licznik ilorazu o
granicy R(t) jest funkcja zmiennej 7). Macierz R(t) nazwiemy rdznicz-
kowq stopg macierzowq (w pracy [6], w przypadku jednowymiarowym,
nosi ona nazwe stopy chwilowej).

Mimo konieczno$ci wykonywania fizycznych operacji rozliczen, wy-
znaczony macierza R(t) opis odbywajacych sie na ciaglej dziedzinie
czasowe] wzrostow i przeptywow miedzy sktadnikami koszyka jest kon-
wencja realistyczng. Jej wdrozenie w dziedzine praktycznej dziatalno-
Sci podmiotow rynku kapitatowego moze napotyka¢ jedynie przeszkody
o charakterze psychologicznym. Komentarz do zagadnienia rozliczen
znajduje sie w nastepnym paragrafie.

Formalne rozwigzanie réwnania ruchu (4.1) ma postac:

(dolne i gorne stopy macierzowe zaleza
1

(4.2) k(t) = (T ™) k(to)

Chronologicznie uporzadkowana funkcja wyktadnicza jest nieskonczo-
nym szeregiem, zwanym niekiedy matrycantem |9] macierzowej stopy
rézniczkowej

t t t1
T el RO _ 1 / R(t,)dt; + / R(t) / Ro(ty)dtydt; + . ..
to to to

Jezeli rézniczkowa stopa macierzowa nie zmienia si¢ z uptywem czasu
(R(t) = Ry), wtedy formalne rozwiazanie rownania ruchu (4.2) uprasz-
cza sie, bowiem operator uporzadkowania chronologicznego 7T staje sie
zbedny. Wyrazenie z prawej strony réwnosci (4.2), ktore opisuje ewo-
lucje czasowa koszyka, przeksztalca si¢ do standardowej macierzowe]
funkcji wykltadniczej:

13
T@fto Rodt’ — e(t—to)Ro
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5. ROWNOWAZNOSC MODELI ROZNICOWYCH 1 ROZNICZKOWYCH.

Zachowanie jednolitego opisu procesu ewolucji koszyka, opisu nieza-
leznego od wyboru miedzy ciggltym a dyskretnym modelem czasu, jest
mozliwe. Wystarczy przyja¢, ze dziedzina zmiennej ciggtej ¢ dzieli sie
na (niekoniecznie jednakowej dlugosci!) odcinki o koricach w punktach
t;. Wtedy, uzgadniajac rozwiazania rownan ruchu (2.4) i (4.2) przez
wykonanie podstawienia [ — ¢; , otrzymamy nastepujaca zalezno$¢ stop
macierzowych:

(5.1)
¢ 1 ' . t , ,
I+R(t) = Teftll+1 R(t)dt , czyli I-R(t) = T e ftlz+1 R(t)dt

Klasyczny, jednowymiarowy odpowiednik tych zaleznosci, gdzie (ze
wzgledu na przemiennos$¢ stop) operatory 7 i 7' sa zbedne, mozna
znalez¢ w pracy [6]. Jezeli zadbamy o spelnienie zwiazku (5.1), to
wszystkie konwencje opisu procesu kapitatowego (kredytowa, dyskon-
towa, badz rozniczkowa) staja sie jednakowo uprawnione, wiec o wy-
borze jednej z nich powinna decydowa¢ skutecznos¢ w znajdowaniu
Scistego rozwigzania konkretnego réwnania ruchu, gdyz stopien kom-
plikacji elementow stop macierzowych (jako funkcji argumentu czaso-
wego), dla tego samego modelu, moze byé¢ bardzo rézny w zaleznosci
od typu stopy.

W przypadku formalizmu rézniczkowego ujednolicenie konwencji li-
kwiduje problemy techniczne dotyczace rozliczen. Ciagte przepltywy
miedzy sktadnikami koszyka odbywaja sie jedynie na poziomie rachun-
kowym. Korekta stanu faktycznego koszyka do wymogoéw okreslonych
macierzowy stopa rézniczkowy moze odbywaé sie dowolnie rzadko, w
arbitralnie wybranych chwilach ¢;,1, poprzez wyznaczenie stosownej
macierzowej stopy dolnej R(l), badz gornej R([), na odcinku czasowym
[ti, t1+1] pomiedzy ostatnim z minionych rozliczen i rozliczeniem aktual-
nym. Z tego punktu widzenia macierzowe stopy réznicowe sa pewnym
rodzajem zapisu rozwigzania réwnania rézniczkowego dla chwili ¢4, z
warunkiem poczatkowym wzietym w chwili ¢;, opartym na tradycjach
finansowych rozliczeri odsetkowych. Macierze I + R(l) oraz T + R(l)
sa odwrotnymi wzgledem siebie wersjami rezolwenty [5] réwnania roz-
niczkowego (4.1) na odcinku [t;, ;1]

k(tiy) = T+ R() k() ,  k(t) = (T - R(0)) k(ti1)

odpowiednio w ujeciu zgodnym i przeciwnym do kierunku uptywu czasu
(powyzej autor ponownie wypisal rownania (2.2) i (2.5)).
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Dokonajmy uzmiennienia stalych ¢, wystepujacych w formutach (5.1).
Zaltozmy takze, ze gorne i dolne stopy macierzowe s funkcjami roz-
niczkowalnymi wzgledem argumentu czasowego t = ¢;. Obliczajac po-
chodne tozsamosci (5.1), uzyskamy macierzowa stope rozniczkowa wy-
razong poprzez stopy kredytowe, badz dyskontowe:

— dR(t) dR(t)
(62)  -R@) = (-R@) =7 = L 1+RE)
Dla rézniczkowalnych stop réznicowych odpowiednie rozwigzanie r6z-
niczkowego réwnania procesu kapitatowego jest ciggle, czyli zachodza
réwnosci limg,,, )0 R(I) = limy,,, )0 R() = 0. Na podstawie
zaleznosci (5.2) otrzymamy wiec nastepujaca rownosé granic
R(t):= lim RO = lim RO
(ipa—t)=0 by — b (i —t)—0 1 — 1

Nawigzujac do tematu paragrafu 3 mozna stwierdzié, ze interpreta-
cja elementow stopy roézniczkowej R(t) jest taka sama jak elementow
R(!) czy R(l), bowiem dla stop kredytowej i dyskontowej macierz R(t)
stanowi wspolny przypadek graniczny. Poza tym mozna powigzaé roz-
niczkowg stope macierzowg ze Srednig geometryczng pochodnych ma-
cierzowych stop gornej i dolnej, gdyz z réwnosci (5.2) otrzymujemy
nastepujaca zaleznosc
dR(t) dR(t)

RO =3 ~a

Zwiazki (5.2) sa pomocne np. w sytuacjach, gdy dla pewnego ro6zni-
cowego procesu kapitalowego chcemy odnalezé rownowazny jemu pro-
ces rozniczkowy. Poniewaz rézne funkcje moga mie¢ w punktach %;
jednakowe warto$ci, takich odpowiednikéw rézniczkowych dla jednego
procesu réznicowego jest wiele. Warto jeszcze zauwazy¢, ze, w przy-
padku macierzowych stop roéznicowych niezaleznych od skali czasowej,
tozsamos¢ (5.2) implikuje niezmienniczosé¢ procesu, tzn. R(t) = 0.

6. UROJONE STOPY WZROSTU.

Nizej prezentowany przyklad ukladu réwnan jest najpopularniej-
szym modelem fizyki, ktérego opisy znajdujemy w kazdym podreczniku
mechaniki teoretycznej, wiec w tak szczegélnym przypadku wydaje sie
zbednym powolywanie sie na konkretne zr6dto pisane. Ten typ rownan,
noszacy nazwe oscylatora harmonicznego, nalezy rozwazyé¢ gltownie z
uwagi na jego kanoniczny charakter dotyczacy opisu ruchu okresowego.
Koszyki posiadajace oscylujace komponenty stanowia szeroka klase li-
niowych proceséw finansowych (zob. paragraf 7). Czesé¢ ich kapitalu
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staje sie na przemian raz zadluzeniem, raz dobrem pozadanym, moga
wiec stanowi¢ podloze dla zgubnego (badz zbawiennego) w skutkach
mechanizmu pompowania kapitatu, zob. np. motto tego opracowania.

Przyklad 3. Oscylator harmoniczny. Zmodyfikujmy nieco przy-
ktad 1, jednocze$nie upraszczajac go tak, aby rozniczkowa stopa ma-
cierzowa miala postaé:

o ro=(y o)=(o )+ 7)

Mimo pewnej sztucznosci tego przyktadu tatwo jest wyobrazi¢ sobie
powigzane umowy bankowe prowadzace do takich przeptywow kapitatu
w koszyku oraz, dopasowane do nich, autonomiczne przyrosty kazdej
sktadowe] koszyka.

Dla glebszej analizy proceséw warto postuzyé sie rozszerzeniem ze-
spolonym CM (tu C?) przestrzeni fazowej RM (tu R?), zob. [4]. Wtedy
k; = (1,4) oraz ky = (1, —i) = k} (gdzie symbol * oznacza sprzezenie
zespolone) sa wektorami wlasnymi stopy macierzowej R(t) o warto-
Sciach wlasnych odpowiednio —ib oraz b . Opis procesu upraszcza sie,
bowiem koszyk rozklada si¢ na dwie niezalezne skladowe o abstrak-
cyjnym kapitale zespolonym. Roéwnanie ruchu koszyka ma nastepujace
rozwigzanie w rozszerzonej przestrzeni fazowej C?, w bazie wektorow
whasnych {k;, ky}:

Ei(t) = e ™00k (1), a(t) = e ky(to)

Przechodzac na powrot do bazy wyjsSciowej otrzymamy ponizsze roz-
wigzanie

sin(b(t —ty))  cos(b(t — o))

opisujace ruch po okregu o srodku w poczatku kartezjanskiego uktadu
wspotrzednych koszyka.

Odpowiednie rozwigzanie rownania ruchu w wersji r6znicowej (2.4)
modelu oscylatora harmonicznego, w kazdej z rozwazonych baz, zadane
jest powyzszymi formulami w chwilach ¢t = ;. Wstawiajac stope roz-
niczkowa (6.1) do wzoréw (5.1) wyznaczymy macierzowe stopy dolng i
gérng. Maja one nastepujaca postac:

R() = ( cos(b(tis1 —t)) —1  —sin(b(t;41 — t1)) ) ’

sin(b(tjp1 — ;)  cos(b(tip1 — 1)) — 1

R() = ( 1 —cos(b(tiy1 —t))  —sin(b(tip1 — 1)) )

sin(b(t;y1 — #;)) 1 —cos(b(tip1 — 1))

k(t) = ( cos(b(t —tg)) —sin(b(t — o)) ) k(to)
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Jezeli obliczymy pochodng jednej z powyzszych macierzowych stop
roznicowych po zmiennej t = ¢;, po czym skorzystamy z tozsamosci
(5.2), to z powrotem otrzymamy macierz stopy rozniczkowej R(t) oscy-
latora harmonicznego.

Okres powrotu rozwigzania do tego samego obszaru przestrzeni fa-
zowej wynosi T’ = |277|’ W przypadku procesu dyskretnego, gdy wy-
bierzemy przedzialy czasowe jednakowej dtugosci 7 = ;11 — ¢, to dla
niewymiernych ilorazéw 7 wartosci sktadowych koszyka nigdy nie od-
twarzaja sie dokladnie. Zachowanie konsystencji miedzy wariantami
roznicowym i rézniczkowym oscylatora wymaga, by elementy diago-
nalne macierzowych stop réznicowych byly rézne od zera. Jest to efekt
wspomnianego juz wczesniej paradoksu stop réznicowych.

7. NIEODDZIALYWUJACE ZESPOLONE PROCESY KAPITALOWE.

Przy pomocy dowolnie matej deformacji elementéw kazda macierz
liczbowa mozna przeksztalci¢ w macierz podobng do diagonalnej macie-
rzy zespolonej |10], czyli zbiér odwzorowan diagonalizowalnych rozsze-
rzonej przestrzeni fazowej CM jest zbiorem gestym w zbiorze wszystkich
odwzorowan liniowych, zadanych w C™. Z twierdzenia tego wynika,
ze ewolucje kazdego koszyka kapitalowego mozna przedstawi¢ (z do-
wolnie duza precyzja) jako zestaw nieoddziatywujacych pomiedzy soba
zespolonych lokat kapitatowych. Wniosek 6w oznacza, ze w rozszerzo-
nej przestrzeni fazowej mozliwa jest dekompozycja stopy macierzowej
R(t) = C(t) + D(t), przy ktorej macierz przeptywow C(t) jest zerowa.
W przypadku statych w czasie chwilowych stop macierzowych baza, w
ktorej mozna uzyskaé ten obraz, takze nie bedzie sie z czasem zmieniaé.
Podobnie jak w tradycyjnej matematyce finansowej, czesci rzeczywiste
niezerowych elementéw zdiagonalizowanej macierzy stop beda mierzy¢
stopien strat badz zyskow dotyczacych zespolonych lokat, za$ czesci
urojone beda informacja o periodyczno$ci zmian w proporcjach mie-
dzy sktadowsg rzeczywista lokaty kapitalowej, a jej skltadowa urojona.
Kazdym takim okresowym zmianom proporcji sktadnikow zespolonej
komponenty kapitatu bedzie towarzyszyt inny zespolony odpowiednik,
o wspotrzednych do niego sprzezonych. Ewolucje rzeczywistego kapi-
talu koszyka najtatwiej obserwowaé¢ dokonujac jego dekompozycji w
bazie zespolonych wektoréow wtasnych stép macierzowych. W proce-
sach, dla ktoérych rézniczkowa stopa macierzowa posiada wartos$ci wta-
sne o nieznikajacej czeSci urojonej, odpowiednie sktadowe rozwigza-
nia réwnania ruchu przemieszczaja sie w przestrzeni fazowej po torach
w ksztalcie spiral logarytmicznych. Przyklad 3 obrazowal taka sytu-
acje dla wartosci wlasnej o zerowej czeSci rzeczywistej (spirala staje
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sie wtedy okregiem). Poprzez wybor stosownych momentéow wejscia i
wyjscia z procesu oscylacje takie, po identyfikacji, moga by¢ wykorzy-
stywane jako szczegodlnie efektywny mechanizm powiekszania kapitatu,
podobny w skutkach do dZwigni finansowe;.

Wyzej naszkicowany finansowy obraz koszyka jest prosty, bo ska-
larny, cho¢ abstrakcyjny, bo zespolony. Jesli nie mamy na niego ochoty,
pozostaje nam stosowaé stopy macierzowe o elementach rzeczywistych.

Przyklad 4. Symulacja procesu kapitalowego. Rozwazmy pe-
wien dowolnie wybrany czterowymiarowy proces kapitatowy. By za-
pewni¢ jego pelng dowolno$¢, autor wygenerowal elementy macierzy
rzeczywistej 4x4 przy pomocy generatora liczb losowych o réwnomier-
nym rozktadzie na odcinku [—1,1]. Elementy diagonalne macierzy
okredlity macierz wzrostow D, a pozadiagonalne — macierz przepty-
wow C. Suma tych macierzy jest ponizej wypisang rézniczkowa stopa
macierzowa o wspoltczynnikach niezaleznych od czasu

2,0715 —=0,7798 —0,2367 —0,9461
0,0495 -0,2119 0,2992 0,1812
0,7610 0,4616 11,8802 0,1764
-0,3796 —0,5208 0,8118 —0,4093

R =

W biezacym przyktadzie liczby sa wypisane do czwartej pozycji po
przecinku.

Wartosci wlasne macierzy R i odpowiadajace im wektory wilasne sg
nastepujace

M=)\ = 21416 +0,6316i
As =\, = —0,4764 + 0, 2605i

vi=vi = (1, 0,0003—0,1563;, 0,2498 —1,0635i, —0,1369 — 0, 27273
vs=vi = (1, —0,6328 —1,3305i, —0,4650 + 0,1505i, 3,3308 + 0, 7837i)

Nie wprowadzajac dalszych zalozen zwiazanych z rynkiem (zob.|?|),
mozemy przyja¢ w rozszerzonej przestrzeni fazowej C* norme ||k(¢)|| =
Z?Zl k3 (t) k;(t), zgodna w jej podprzestrzeni rzeczywistej R* z norma
euklidesowa. Funkcja ta indukuje norme dla odwzorowan liniowych
(3.3), ,rozrézniajaca’ jedynie amplitudy (czyli wartosci bezwzgledne)
jednowymiarowych proceséow sktadowych. Wtedy odpowiadajace tej
normie, najbardziej interesujace komponenty koszyka (takze rzeczywi-
stego, z przestrzeni fazowej R?) lezg w dwuwymiarowej podprzestrzeni
rozpietej przez wektory vq, vy i wszystkie posiadajag stope zmian o war-
tosci bezwzglednej rownej +/||R|| = | M| = 2,2328, a okres T oscylacji
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komponenty rozwigzania rownania ruchu, nalezacej do optymalnej pod-

przestrzeni, jest stosowng funkcjg argumentu wartosci wlasnej o maj-
wigkszym module 7' = 5 = 21,9087 . Pozostale skladowe rozwia-

zania, przy czterokrotnie mniejszym czynniku wzrostu (|A3| = 0, 5430),

moga zosta¢ wykorzystane do przepompowania kapitatu, bowiem oscy-
luja dziewie¢ razy szybciej (T" = \aré&g)l = 2,3789).

8. UWAGI KONCOWE.

1. Przedstawione ujecie procesow ewolucji koszykéw stanowi odpo-
wiedni punkt wyjscia dla badan nad finansowymi niezmiennikami rzu-
towymi, zob. [7], ktére powinny pozwoli¢ uszeregowa¢ rézne koszyki w
celu ich wartoSciowania.

2. W przypadkach braku Scistych rozwigzan dla opisu ewolucji koszyka
przy pomocy ukladow liniowych réwnan réznicowych (rézniczkowych),
mozemy stosowa¢ standardowe metody rachunku perturbacyjnego, od
dawna z powodzeniem wykorzystywane przez fizykow, zob. np. [11].
Polegaja one na dekompozycji macierzy R(t) = Ro(t)+ AR (t) na czesé
Ry(t), dla ktorej znane jest Scisle rozwigzanie réwnania ruchu, oraz
na zaburzenie AR, (t) tak, aby podanie rozwiazania rownania jedynie
z dokladnoscia do reszty O(A") (dla pewnego n) satysfakcjonowato
praktykow. Z tego powodu Sciste rozwigzania rownan majg znaczenie
szersze, niz mogtoby to wynikaé¢ z opiséw dotyczacych ich modeli. Opis
pewnej techniki rachunkowej, opartej na nowym typie stopy réznicowe;j
1 umozliwiajacej m. in. uzyskanie rozwigzania uktadu réwnan postaci
(2.1), zostanie zamieszczony w odrebnym opracowaniu.

3. Pojecie stopy macierzowej dopuszcza stosowanie modeli stochastycz-
nych, co rozszerza mozliwosci opisu inwestowania. Elementy macierzy
R(?) staja sie wtedy zmiennymi losowymi, a to pozwala realistyczniej
odzwierciedla¢ zjawiska rynkowe.
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STRESZCZENIE. W oparciu o modele koszykow kapitalowych opi-
sywanych liniowymi réwnaniami réznicowymi (badz r6zniczkowymi)
autor proponuje adaptacje pojecia stopy zwrotu z kapitalu na przy-
padki wielowymiarowe.

BIBLIOGRAFIA

[1] H.Steinhaus, Wspomnienia i zapiski, Aneks, Londyn, 1992.

[2] M. Dobija, E. Smaga, Podstawy matematyki finansowej i ubezpieczeniowej,
PWN, Warszawa—-Krakéw 1996.

[3] A. Bialynicki-Birula, Algebra liniowa z geometrig, PWN, Warszawa 1974.

[4] W.I. Arnold, Réwnania rézniczkowe zwyczajne, PWN, Warszawa 1975.

[5] K. Maurin, Analiza, cz.1, PWN, Warszawa, 1974.

[6] A. Karpio, E.ZW. Piotrowski, Przeglad Statystyczny, w druku.

[7] E.W. Piotrowski, Materiaty XX VII Ogdlnopolskiej Konferencji Zastosowan Ma-
tematyki, Instytut Matematyczny PAN, Warszawa 1998, str. 73.

[8] R.L. Graham, D.E. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna, PWN, War-
szawa 1996.

[9] T. Cholewicki, Zastosowania analizy macierzowej w technice, w Elementy no-
woczesnej matematyki dla inzynieréw, pod red. H. Steinhausa, PWN, Warszawa—
Wroctaw 1971.

[10] A.P. Migina, I.V. Proskurjakov, VysSaja algebra, Nauka, Moskwa 1965.

[11] F.W. Byron, R.W. Fuller, Matematyka w fizyce klasycznej i kwantowej, PWN,
Warszawa, 1975.

Zaktad Fizyki Matematycznej, Instytut Fizyki, Uniwersytet w Biatymstoku, LiI-
POWA 41, 15-424 BIALYSTOK.
E-mail address: ep@alpha.uwb.edu.pl



