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25 V 1959. Przed kilku dniami byt tu Szolem Man-
delbrojt z zong (on jest profesorem w Collegé de
France; duzo podrézuje) i opowiadat, ze Pitts (o
ktérym pisze w Cybernetyce Wiener) eksperymen-
towat z kotami i stwierdzit, Zze kot majqc do wyboru
rybe i mieso, wybiera rybe, majgc mieso i mleko,
wybiera mieso, ale majgc mleko i rybe wybiera
mleko! Mysle, ze wyrazna preferencja chroni go
od losu osta Buridana, a cykliczno$¢ zapewnia
rozmaito$¢ pozywienia a wiec petnosc.

Hugo Steinhaus

Streszczenie

Praca poswigcona jest dwom najprostszym przyktadom gier sekwencyjnych, ilu-
strujacych uniwersalne dla nauk spotecznych problemy zwiazane z dokonywa-
niem racjonalnych wyboréw. W kontekscie stalej strategii drugiego gracza (ofe-
rujacego) badany jest zbior optymalnych decyzji (strategii) wybierajacego, ktore
manifestuja jego preferencje. W drugim przyktadzie okazuje sig, ze porzadek
zadany racjonalnymi preferencjami gracza moze by¢ intranzytywny. Przedsta-
wione ilosciowe wnioski sktaniaja do rewizji ,,zdroworozsadkowych” pogladoéw
gloszacych, ze przejawiajace intranzytywno$¢ preferencje sa paradoksalne i nie-
pozadane.

1. Wstep

! tekst zostal opublikowany w Zeszytach Naukowo-Teoretycznych PWSBiA Wiek XXI.



Przymiotnik ,ekonomiczny” niesie w sobie znaczenia kojarzace sie od
stuleci z optymalno$cig planowanych dziatan. W latach ksztattowania siﬁ
obowigzujgcego dzi$ w naukach spotecznych paradygmatu Ernst Mach®
podkreslajgc uniwersalnosé_tendencji do powiekszania korzysci i nawia-
zujgc do brzytwy Ockhama® sformutowat zasade najmniejszego wysitku,
kierujgcg naszymi procesami psychiCﬁwymi, adoptowang potem do po-
trzeb metodologii nauk przyrodniczych™ Rozumiane jak wyzej sprzezenie
ekonomicznego myslenia (nie w znaczeniu ubdstwa srodkow, lecz raczej
prostoty zatozen i przejrzystosci stosowanych rozwigzan) z ekonomicz-
nym dziataniem nazwijmy zasadg optymalnego dziatania. Autor pragnie
przedstawi¢ ilosciowg analize modelu zachowan podporzadkowanych
owej zasadzie, ktéry w swoich jakosciowych aspektach znany jest z wielu
zrédet. Tak wiec przypominajacy wojskowy zargon drugi czton tytutu tego
artykutu nalezy odnie$¢ do objasniajgcego go kontekstu, na ktéry sktada-
jasie:

e szeroko znany przyktad éﬂezdecydowania, przedstawiony w
opowiastce o osle Buridana®,
e eksperymenty Pittsa z koﬁmi, wspomniane w zacytowanym wy-
zej fragmencie pamietnika®
Przedstawione przez autora omowienie pewnej elementarnej klasy mo-
deli skutecznego podejmowania decyzji nawigzuje do eksperymentu
wspomnianego przez Steinhausa.

Jean Buridan zwrdcit naszg uwage na los osta nie potrafigcego wybraé
pomiedzy owsem a sianem. Jest to najbardziej elementarny dylemat, w
ktorym postepowanie zgodne z deterministyczng regutg wyboru zawsze
prowadzi do smierci zwierzecia — badz z przyczyny zagtodzenia, badz na
skutek awitaminozy wyniktej z niepetnowartosciowej paszy.

Brak posiadania jednoznacznych i niezmiennych w czasie preferenciji
nie oznacza niezdecydowania. Buridan kpit raczej nie z braku preferenciji,
lecz z cechy braku zdecydowania. Nieprzypadkowo w grze karcianej
osiot owym zwierzeciem staje sig ten z graczy, ktéry nie tylko grat Zle, ale
jeszcze dodatkowo sie zagapit~ Ponizej rozwazymy jedynie klase za-
chowan zdecydowanych, to znaczy takich, w ktorych nie istnieje mozli-

 E. Mach, Die Geschichte und die Wurzel des Satzes der Erhaltung der Arbeit, , Calve,
Praha 1872.

* Ostatnio pojawity si¢ zaskakujaco szerokie perspektywy stosowania brzytwy Ockha-
ma w ramach kwantowej teorii gier, zob. E. W. Piotrowski, J. Stadkowski, The Next
Stage: Quantum Game Theory, w Mathematical Physics Research at the Cutting Edge
(red. C. V. Benton), Nova Science Publishers, 2004.

* B. Malinowski, O zasadzie ekonomii myslenia (rozprawa doktorska), Uniwersytet Ja-
giellonski, Krakow 1908.

> http://plato.stanford.edu/entries/buridan/.

% H. Steinhaus, Wspomnienia i zapiski, Aneks, London 1992.

7 Gry karciane, Oficyna Wydawnicza Atena, Poznan 1999.
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wos$¢ rezygnaciji z podjecia wyboru. Doprowadzg one w konhcu do analizy
potencjalnego ,Swiata” wszystkich mozliwych do pomy$lenia kotéw nie
posiadajacych pamieci, za to majacych zakodowany niedeterministyczny
sposOb reagowania na pojawiajgce sie propozycje pokarmowe. Przed-
stawiong tu stochastyczng analizg autor pragnie przyczyni¢ sie do wy-
petniania luki, jakg jest brak teoretycznych opracowan ilosciowych, doty-
czacych niedeterministycznych elementarnych algorytméw zachowan o
istothnym znaczeniu w ekonomii, czy socjologii. Ten stan rzeczy wydaje
sie naturalng konsekwencjg braku rachunku prawdopodobienstwa wsrod
przedmiotow nauczanych na wielu kierunkach studidw. Z drugiej strony
nowoczesne metody ksztatcenia elementarnego przewidujg pojawienie
sie rachunku prawdopodobiehstwa juz w programie 1V klasy szkoty pod-
stawowej’. Na poczatku dekady korczacej miniore stulecie ksigzka opi-
sujgca skrajny analfabetyzm stochastﬁ:zny spoteczenstwa stata sie w
Stanach Zjednoczonych bestsellerem™ Dlatego naturalnym jest przy-
puszczenie, ze doczekajg sie upowszechnienia analizy podobne do nizej
przeprowadzone;j.

2. Niedeterministycznty osiot

W nieustannie powtarzajacej sie sytuacji osiot Buridana wybiera jeden
z dwoch pokarmow; tak wiec sg jedynie dwa rodzaje zachowan determi-

nistycznych ostéw: f, i f,. Tablica odpowiednich funkcji bedacych spo-
sobami postepowania deterministycznych ostéw, [ﬁﬂdejmujqcych decyzje
wyboru elementu pary (1,2), wyglada nastepujaco™.

Funkcja f,: | f, | /5
fi@2)y=|1 ]2

Ostem niedeterministycznym bedzie stworzenie uzywajgce strategii mie-
szanej (p,,p,), polegajacej na losowym wyborze (z prawdopodobien-

stwem odpowiednio p, i p, =1- p,) jednego z zachowan: f, lub f,. W

przypadku istnienia zakazu rezygnacji ze spozywania asortyment pokar-
mow osta bedzie zréwnowazony (w pokarmie pojawi sie tyle samo stomy,

co i siana) jedynie wtedy, gdy p, = p, .

¥ Zob. A. Plocki, Rachunek prawdopodobienstwa w szkole podstawowej, WSiP, War-
szawa 1991.

° J. A. Paulos, Analfabetyzm matematyczny i jego skutki, Gdanskie Wydawnictwo
Oswiatowe, Gdansk 1999.

1" Kazda z funkcji f& jest wigc okreslona na zbiorze jednoelementowym i moze przyjac
jedna z dwoch mozliwych wartosci.



Teraz nieco skomplikujmy sytuacje, w ktérej osiot podejmuje decyzje,

zaktadajac, ze stawiamy mu ciggle jedng z trzech propozyciji:

e pokarmnr 1,

e pokarmnr 2,

e pokarmynr 1 lubnr 2.
Jezeli pozwolimy ostowi zrezygnowac z jedzenia (ze wzgledu na przy-
stowiowy upoér zwierzecia takie zatozenie jest naturalne), to de facto roz-
wazany model stanie sie rbwnowazny opisowi sytuacji, w jakich znajdo-
wat sie kot Pittsa. W celu wykazania owej rownowaznosci wystarczy for-
malnie wprowadzi¢ pokarm nr 0, bedacy pokarmem ,pustym”. Poniewaz
porzgdek wypisywania numerdéw skfadnikéw pary (porcji pokarmu) nie
gra roli, wiec ustalmy konwencje, ze w oznaczeniach par (k, j) zawsze
numer k jest wiekszy niz j. Wtedy rézne alternatywy beda stanowi¢ pa-
ry (2,1), (2,0) i (1,0). Jesli dodatkowo przyjmiemy postulat o kompletno-
Sci pozywienia zakfadajacy, ze zdrowo odzywiany osiot powinien w jed-
nakowych ilo$ciach spozywaé pokarmy 2, 1 i 0 (odpoczywaé od jedze-
nia) tognalize takiego modelu odnajdziemy ponizej'', w rozwazaniach
dotyczacych algorytmu niedeterministycznych zachowanh kota.

3. Zagadnienia intranzytywne

Aby przej$¢ do analizy wszystkich mozliwych kocich zachowah z jakimi
potencjalnie mogt mie¢ do czynienia Pitts, przypomnijmy czym sg po-
rzadki intranzytywne.

Relacje dominowania zachodzacg pomiedzy elementami pewnego
zbioru nazywamy intranzytywna, gdy istnieje trjka elementéow 4, B, C
takich, ze cho¢ 4 dominuje nad B, a B nad C, to mimo takiej sytuaciji
zachodzi jednoczesénie, ze C dominuje nad A . Poniewaz nie sprecyzo-
walismy, co oznacza stowo ,dominowad12 wiec tak naprawde czasownik
,dominowac” moze oznacza¢ dowolng refacje.

Paradoks intranzytywnego porzqdku|1:3| prawdopodobnie byt dostrze-
gany niezaleznie przez wielu myslicieli na przestrzeni ostatnich stuleci.
Tak na przyktad Stanistaw Ulam{%odkryt go przy prébie oceny gruszki,
jabtka i sliwki wedtug ,dobroci” (po latach zauwazyt, ze ten sam problem
wystepuje przy ocenianiu matematykéw)ﬁ Popularnym jest przypadek
intranzytywnej relacji porzadku zawartej w regutach gry papier, kamien,

" Poczawszy od paragrafu 4.
12 Zostato ono uzyte jedynie dla wygody opisu intranzytywnosci.

" Relacja jest porzadkiem, gdy dla kazdych dwoch elementow A i B albo A dominu-

jenad B, albo B dominujenad A4 .
' Majac 8 czy 9 lat.
'>'S. Ulam, Przygody matematyka, Proszynski i S-ka, Warszawa 1996.
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noz'yceEl. Od konca XVIII wieku intranzytywny porzadek znany jest z p
radoksu wyborczego, zwanego przez Francuzow efektem Condorcﬁa C
Rozwazania nawigzujgce do tego paradoksu doprowadzity Arrowa— do
dowodu twierdzenia o nieistnieniu procedury skutecznych wyborow, ktéra
spetniataby elementarne zatozenia demokratyczne. Ze wzgledu na Kkly-
czowg pozycje w politologii matematycznej wynik ten jest porownyw.
do odkrycia w dziedzinie logiki matematycznej twierdzen Kurta Godla®=
Ciekawym przyktadem konstrukcji porzgr[jk()w intranzytywnych jest me-
toda oparta na magicznych kwadratach=- Kolejne kolumny (badz wier-
sze) kwadratu mozemy interpretowac np. jako zestawy pozycji rankingo-
wych zawodnikéw nalezgcych do kolejnych druzyn (4, B,C). Zawodnik
0 rankingu wyzszym zwykle zwycieza z zawodnikiem o rankingu niz-
szym. Wtedy w turnieju, w ktérym rywalizujg zawodnicy o rankingach wy-
pisanych w tym samym wierszu (badz kolumnie), zwykle druzyna A
przegrywa z druzyng B (5<6, 0<4, 7>2), druzyna B przegrywa z
C (6>1, 4<8, 2<3), ale druzyna C przegrywa z A (1<5, 8>0,
3<7).

3o | u|a

B
6
4
2

UJOO’—‘Q

Dzieki wykazywaniu preferencji pokarmowych analogicznych do tych,
jakie wzgledem owocéw posiadat maty Ulam, kot Pittsa zapewniat sobie
kompletno$¢ pozywienia. Podobne wyniki przyniesty przypominajgce
eksperymenty Pittsa doswiadczenia ze szczurami—. W tym kontekscie
ciekawym jest zbadanie kwestii, czy intranzytywnos¢ zapewni komplet-
no$¢ pokarmu takze w sytuacjach, ktére charakteryzujg sie szerszg ga-
ma dopuszczalnych sposobdéw podejmowania decyzji. Moze w klasie za-
chowan zrandomizowanych znajdziemy efektywniejsze sposoby odzy-
wiania? Prébg ilosciowej odpowiedzi na te pytania poswiecony jest na-
stepny paragraf.

' Papier tepi nozyce, nozyce tna papier, papier okrywa kamien tak, ze wymienione na
pierwszym miejscu par przedmioty dominuja nad drugimi.

73 W. Hotubiec, J. W. Mercik, Techniki i tajniki glosowania, Omnitech Press, War-
szawa 1992.

BK.J. Arrow, Special Choice and Individual Values, Wiley, New York 1951.

M. Gardner, Time Travel and Mathematical Bewilderments, Freeman, New Y ork
1988.

0 E, Nagel, J. R. Newman, Twierdzenie Gddla, PWN, Warszawa 1966.

*1' 8. Jelenski, Lilavati, WSiP, Warszawa 1992.

* W. S. McCulloch, A4 Hierarchy of Values Determined by Topology of Nervous Nets,
Bulletin of Mathematical Biophysics Nr 7, 1945.
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4. Niedeterministyczny kot

Zatézmy, ze kotu proponuje sie trzy rodzaje pokarmu zawsze w parach
po dwa, przy czym porcje pokarmowe sg rownie atrakcyjne pod wzgle-
dem kalorycznym? i kazda ma unikalne komponenty, jednakowo po-
trzebne dla zachowania—zdrowia kota? Przyjmijmy tez, ze (podobnie jak
w przypadku osta) kot nie moze konsglnowaé obydwu zaproponowanych
mu rodzajéw pozywienia jednoczesnie i ze nigdy nie rezygnuje z doko-
nania wyboru pomiedzy pokarmami. Oznaczmy wszystkie osiem (2°) de-
terministycznych funkcji wyboru przez f,

£ 11(1,0),(2,0),(2,)} » {0,1,2}, k=0,...,7.
Tabelka definiujgca wszystkie mozliwe wartosci funkcji f, jest nastgpu-

jaca:

funkcja f,: Ll Al LT L L f | fr
[@on=10 0] 0|01 1 1 1
£@op=[0 0] 2]2]0]0]2
f@y=1112 112 1|2

Frekwencja p,: | po | Py | P2 | P3| P4 | Ps | Ps | Ps

Funkcje f, i f; wyznaczajg porzadki intranzytywne. Symbol p,,
k=0,...,7, oznacza frekwencje (czestotliwos¢) pojawienia sie funkgji
wyboru f, w niedeterministycznym algorytmie (strategii) kota. Pamigta¢
nalezy, ze

7

Y p, =1, p 20dlak=0,..7,

k=0
bowiem opis zjawisk zachodzgcych z okreslong czestoscig (frekwencja)
jest jedng z interpretacji rachunku prawdopodobienstwa, ktérego aksjo-
matyka przyjmuje unormowanie do jednosci i dodatnig okreslono$¢ wy-
stepujacej w nim miary.
Oznaczmy frekwencje wystapienia pary (k, j) przez g
numerem pokarmu nie wystepujacego w parze (k, j). Takie oznaczenie

jest jednoznaczne, gdyz istnieja jedynie trzy rodzaje karmu®.
Oczywiscie nasze rozwazania muszg uwzglednia¢ — warunek

gdzie m jest

m?

S . 2
unormowania miary prawdopodobienstwa szo q,=1.

=W tej mierze sa rtownowazne.
W tej mierze sa jednakowo nieekwiwalentne.

* Np. para (2,0) wystepuje z frekwencja ¢, .
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Przy stosowaniu sposobéw wyboru f, niedeterministycznie, z odpo-
wiednimi intensywnosciami p,, czestotliwos¢ w,, m =0,1,2, wystepo-

wania poszczegolnych pokarméw w diecie wyznaczona na podstawie ta-
belki bedzie wynosi¢ odpowiednio:

e pokarmunr0:w, =(p,+ p, + P, + P3)q, +(Po + Py + Py + Ps)4q,
e pokarmunrl:@, =(p, + ps+ ps+ P;)q, +(py + Py + Py + D),

e pokarmunr2:w, =(p, + p;+ ps + p;)q, + (P, + ps + ps + p;)q,-
Powyzsze trzy réwnosci mozna wyjasni¢ postugujac sie pojeciem praw-
dopodobienstwa warunkowego s(j|k). Liczba s(j|k) okresla prawdo-
podobienstwo wybrania pokarmu numer ;j gdy decyzja dotyczyta pary

pokarméw nie obejmujacej pozywienia numer k. Poniewaz (zgodnie z
definicjg prawdopodobienstwa warunkowego) réwnos¢®
p(k oraz j)=s(j|k)q, jest spetniona, a zdarzenia wyboru réznych par

pokarméw sa roztaczne i obejmujg catg przestrzen zdarzen elementakl
nych, wiec dla kazdego wybranego pokarmu j zachodzi nastepujacy

zwigzek pomiedzy interesujacymi nas prawdopodobienstwami:
2
w] = ZS(J | m)qm "
m=0
Opierajac sie na tabelce funkcji fj otrzymamy nastepujace zaleznosci:
s(0[2) = py + pi + Py + P,

s(O[1) = p, + p, + py + s, 4.1)
s(110) = py + P, + Py + D5,
s(112)=1-s(0]2), s(2|1)=1-5(0|1), s(2]0)=1-s5(1]0).
Czesto$¢ najrzadziej pojawiajacego sie pokarmu, czyli funkcja
min(®,,®,,®,) wyznacza stopien kompletnosci pozywienia. Poniewaz

o, + o, + W, =1, wiec najbardziej wartosciowy sposéb wyboru pokarmu
przez kota zachodzi dla wartosci prawdopodobienstw p,,..., p, takich,
ze funkcja min(w,, w,,w,) ma wartos¢ maksymalna, czyli
w,=0=0,=1/3. 4.2)
Kazdg 6semke parametrow (p,,...,p,) (badz széstke prawdopodo-
bienstw warunkowych (s(1]0),s(20),s(0]1),s(2]1),s(0]2),s(1]2))),

% Gdzie p(k oraz j) jest miara koniunkcji zdarzen: ,zaproponowano pare pokarméw

numer ki ,»Wybrano pokarm numer j .



ktdéra dla ustalonej trojki (¢,,4,,9,) spetia uktad réwnan (4.2), bedziemy

nazywac algorytmem optymalnym Kota.
Po wprowadzeniu parametrow s(j|k) uktad réwnan (4.2) ma

nastepujgca posta¢ macierzowg

s(0]2) s(O[1) 0 7, 1
s(112) 0 s(1]0) || ¢ =% 1, (4.3)
0 sl s2l0)le] "1

a jego rozwigzanie®’:

_l(s(0|1)+s(1|0)_

2

s(0]1) s(l|0)),

- :
0 %[S(0|2);S(2|0)—s(0|2) s(2|0)), (4.4)
. :%[S(HZ);S(ZU) —S(l |2) S(2|1))

zadaje odwzorowanie tréjwymiarowej kostki [0,1]° (w przestrzeni para-
metréw (s(02),s(0,1),s(1]0))) w trojkat® (w przestrzeni parametréw
(4,-9,-9,))- Wspdirzedne barycentryczne® punktu tego tréjkata odczytu-
jemy jako prawdopodobienstwa ¢,, ¢, i 9 Liczby te obrazujg wysoko-

sci a, b, ¢, badz pola powierzchni PQ, PQBC, PQA

przez punkt Q trzech mniejszych tréjkatéw, badz tez dtugosci odcinkow
powstatych z krawedzi trojkata przez przeciecie ich prostymi przecho-
dzacymi przez punkt Q i przeciwlegly wierzchotek tréjkata.

¢ Wyznaczonych

7 Gdzie — s = —s(0|2)s(2 | DS(1]0) — s(1]2)s(2 | 0)s(0 | 1) jest wyznacznikiem ma-
cierzy parametrow s(j | k).
2 Czyli dwuwymiarowy sympleks, bowiem prawdopodobienstwa ¢  Spetniaja warunki

9o +q,+q9,=1,¢q, 20.
2 Zob. np. M. Kordos, Jak to robi matematyk?, Delta Nr 6, 1999.
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A R B

Dlatego np. ¢qi1/q2 = a/b = Posc [Posc =| RB|/| RA|, gdzie symbol | RB |
oznacza dtugosc¢ odcinka RB. Obraz kostki na tym sympleksie przed-
stawiony jest na kolejnym rysunku. Wyznacza on na sympleksie obszar
czestosci g, pojawiania sie poszczegolnych alternatyw wyboru miedz

dwoma pokarmami, dla ktérych istnieje algorytm optymalny. Aby przeﬁ
stawi¢ przeciwdziedzine interesujgcego nas nieliniowego odwzorowania
autor zobrazowat jg wartosciami tego odwzorowania dla 10 000 punktéw
wybral'E)jch losowo wzgledem rozktadu prawdopodobiehstwa statego na
kostce™

Uzasadnienie zatozenia takiej %wipartycji prawdopodobienstwa mozna
znalez¢ np. w pracy Steinhausa®. Jest to znany postulat Bayesa, wedtug

% Dla jednej trojki liczb (9,.49;>9,) jest to cala rodzina algorytméw optymalnych, be-

dacych przeciwobrazem tego punktu sympleksu na kostce.

31' W Dodatku zataczony jest tekst programu komputerowego generujacego rysunki doty-
czace odwzorowan omawianych w tym opracowaniu. Takie rozwiazanie umozliwia
ewentualne sprawdzenie poprawnosci sposobu generowania rysunkow. Wybor jezyka
Mathematica podyktowany zostat chgcia otrzymania kodu programu o niewielkich roz-
miarach.

2 H. Steinhaus, Podstawy kontroli statystycznej, Zastosowania Matematyki Nr 1, 1953.

9



ktérego w naszym zrandomizowanynézlmodelu prawdopodobienstwo a
priori tego, ze suma frekwencji s(j | k)™"jest mniejsza od ustalonej liczby
ae[0,1] wynosi «. Nieobecnos¢ rozwigzan optymalnych poza
szeéciokatem, widocznym w postaci zaciemnionej czesci powyzszego
rysunku, jest oczywista, bowiem jasna (niezakropkowana) cze$¢ rysunku
dotyczy obszardw, dla ktérych ¢, >2/3 (badz ¢, >2/3, badz ¢, >2/3),
a taczna frekwencja pojawiania sie par (0,1) lub (0,2) musi wynosi¢ co
najmniej 1/3, aby zapewni¢ kompletno$¢ pozywienia ze wzgledu na
sktadnik 0 (co nie moze sie zdarzy¢, gdyz gdy ¢, >2/3, to wtedy

4 +q,=1-q,<1/3).
Ukfad rownah (4.3) mozna przeksztatci¢ do nastepujacej postaci

9, —4, 0 5(02) 1/3-g¢,
—4q, 0 ) s211) |=|1/3~-4q, |,
0 g9 —q, )\ s1]0) 1/3-¢q,
ktéra pozwala wypisa¢ przeksztatcenie odwrotne do odwzorowania za-
danego réwnaniami (4.4). Wprowadzenie parametru A pozwala takg

transformacje zapisac nastepujaco:

A A—-1+3
s<0|2)=3—,s(2|1)=3—"1,s<1|0)=

q, q 4o
Jednemu punktowi sympleksu odpowiada caty odcinek na jednostkowej
kostce, sparametryzowany zmienng A . Przeciwdziedzine tego odwzoro-
wania nalezy ograniczy¢ do jednostkowej kostki, co dla powyzszych réw-
nan prowadzi do warunkow:

A€[0,3q,], Ae[1-3q,,1], Ae[3¢q, —1,2—-3¢q,].

Dozwolony przedziat zmienno$ci parametru A jest czes$cig wspdlng tych
odcinkéw, wiec jest niepusty dla

max(0,1 —3¢,,3g, —1) < min(2 - 3¢,,3¢,,1)

M_ (4.5)

i wynosi:
A€ [max(0,1 - 3¢,,3q, — 1), min(2 — 3¢,,3¢,,1)].

Mozna teraz zauwazyc, ze dla dowolne;j tréjki prawdopodobienstw repre-
zentowanych punktem nalezacym do szesciokata istnieje w zhiprze pa-
rametrow  (s(0[2),s(2|1),s(1]0)) rozwigzanie optymalne™. Jezeli
przedstawiane na tréjkacie—symleksie zbiory frekwencji wystepowania
par pokarmow bedziemy mierzy¢ miarg Lebesque’a, to mozemy stwier-
dzi¢, ze z algorytmami optymalnymi mamy do czynienia w 2/3 wszyst-

3 Dla dowolnej wartosci wskaznikow k oraz ;.
¥ Czyli obrazem jednostkowej kostki w obszarze trojkata jest caty szesciokat.
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kich przypadkéw (jest to stosunek powierzchni szesSciokgta foremnego
wpisanego w tréjkat rownoboczny). Cztery kolejne rysunki obrazujg usy-
tuowany na kostce wszystkich mozliwych algorytmoéw przeciwobraz ob-
szaru tych frekwencji (¢,,q,,q,) par pokarmowych, ktére umozliwiajq re-

alizacje algorytmow optymalnych. Tym sposobem mozemy analizowacé ta
samg konfiguracje ogladang z réznych punktéw widzenia. Odcinki wi-
doczne na rysunkach odpowiadaja® pejedynczym punktom tréjkata fre-
kwencji poszczegdlnych par pokarméw. Najwieksze zageszczenie odcin-
kéw na kostce obserwujemy w dwéch obszarach odpowiadajgcych algo-
rytmom intranzytywnym™. Jasny obszar w centrum kostki, ktéry mozna
dostrzec na drugim i trzecim rysunku tej serii, nzy do algorytméw efek-
tywnych, skutecznych na niewielkiej miary®! podzbiorze frekwencji

(9,,9,-9,) pojawiania sie par pokarmowych. Miedzy innymi ulokowane

jest tam zachowanie catkowicie przypadkowe, uwzgledniajace w rownych
ilosciach  wszystkie  mechanizmy  deterministycznego  wyboru

p(i:pk:1/8_

s(211) 5(012)

0.5s5(110) s(110) 0.5

T
[N
[

—h
fo.55(211)
\
-Jo

0.58(110)

1 s(012)

3% Procz krawedzi kostki.
%% Zob. paragraf 6.
3" Mato prawdopodobnym.
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5. Przyktad algorytmu optymalnego

Formuty (4.5) odwzorowujace tréjkat w kostke mogg postuzyé do wy-
znaczenia algorytmu optymalnego w przypadkach, gdy znane sg fre-

kwencje (g,,9,,9,) pojawiania si¢ poszczegdlnych par produktéw. Dla
przyktadu zatézmy, ze ¢, =1/2, ¢q, =1/3 i g, =1/6. Wtedy zgodnie z
wzorami (4.5) otrzymamy s(0|2) =24, s(2|1)=A4, s(1|0)=1/3+21/3,
gdzie A€[0,1/2]. Wybierajac np. A=1/4 mamy s(0(2)=1/2,
s(2|1)=1/4, s(110)=1/2. Teraz mozemy wskaza¢ dowolne rozwigza-
nie rownan (4.1), np. nastepujace: p, =1/2, ps; = p, =1/4 i dla pozosta-
tych parametréw p, =0.

Sprawdzajac nasze rachunki otrzymamy nastepujgce czestosci wyste-
powania poszczegdlnych pokarmow w diecie:

®, =(py + Ps)q, + Poq, :1/4+1/12:1/3,

@, = poqgo +(ps + p;)q, =1/4+1/12=1/3,

®, =(ps+ p.)q, + p-q, =1/4+1/12=1/3.
Powyzsze wyliczenia frekwencji @, potwierdzajg optymalnos¢ indetermi-
nistycznego algorytmu wyznaczonego w tym przykfadzie.

6. Niedeterministyczne decyzje intranzytywne

Dla wyboréw losowych mozemy méwié o relacji porzadku produkt nr O
< produkt nr 1 gdy z pary (0,1) skfonni jestesmy czes$ciej wybierac pro-
dukt nr 1 niz produkt nr 0, czyli wtedy, gdy s(0|2) < s(1|2). Wtedy ma-
my do czynienia z wyborem intranzytywnym, jesli

e albo s(0]2)<1/2, s(2|1)<1/2, s(1]0)<1/2,

e albo s(0]2)>1/2, s(2[1)>1/2, s(1]0)>1/2.
Sa to szesciany bedace czesciami kostki lezacymi po dwdéch stronach
jednej z jej przekatnych. Interesujagcym jest zobaczy¢, w jakiej czesci
sympleksu parametréw (g,,q,,q,) mozna stosowac optymalne algoryt-
my intranzytywne. Tworzg one szescioramienng gwiazde zlozong z

dwodch trojkatow, z ktérych kazdy odpowiada jednemu z dwdch mozli-
wych porzadkéw intranzytywnych.

12



Przewazajg one w miejscach centralnych tréjkata, w poblizu punktu
qo =4, = ¢, = 1/3 zrébwnowazonej frekwencji wszystkich par pokarmow.
Jest to ciemniejszy obszar wewnatrz gwiazdy. Optymalne algorytmy
tranzytywne pokrywajg ten sam obszar sympleksu, co wszystkie algoryt-
my optymalne, jednak wystepujg rzadziej w centrum sympleksu. Sytuacje
ta mozna zobaczy¢ na kolejnym rysunku. W obszarach zageszczenia

optymalnych algorytméw tranzytywnych jedna z trzech frekwencji ¢,, g, ,

q, traci na znaczeniu — z wyrazng przewaga wystepujg dwie z trzech par
pokarmow.

Posiadamy wystarczajaco duzo informacji, aby méc poréwnaé zakres
stosowalnosci algorytméw optymalnych réznego typu. Przyjmijmy jedna-
kowg miare mozliwosci wystepowania okreslonej proporcji pojawiania sie
wszystkich trzech par pokarméw. To zatozenie oznacza, ze prawdopo-
dobienstwo wystgpienia sytuacji okreslonej punktem potozonym w tréjka-
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cie—dziedzinie parametréw (q,,q,,q,) nie zalezy od tych parametréw.

Witedy ilos¢ sytuacji pozwalajgcych stosowac algorytmy_aptymalne sta-
nowi 67% wszystkich mozliwych sytuacji*®. Okoliczno$ct-pozwalajgcych
stosowacé algorytmy optymalne, ktére nalezg do okreslonego porzadku
intranzytywnego, jest 33%™= Sytuacji sprzyjajacych algorytmom optymal-
nym o dowolnym porzadku jest 44% (4/9), co wynika z faktu, ze mierzy
je powierzchnia gwiazdy foremnej, a jej pole réwne jest podwojonemu
polu powierzchni trojkata odpowiadajagcego jednemu porzadkgqwi intran-
zytywnemu pomniejszonemu o pole powierzchni szesciokgta™ wpisane-
go w gwiazde. Czyli mamy: 1/3+1/3-2/9 =4/9. Pojawienie sie liczby
2/9 w rachunku mozna fatwo wyjasni¢, jesli spostrzec, ze gwiazda fo-

remna szescioramienna ma dwa razy wiekszg powierzchniQ od sze-
Sciokata w nig wpisanego. Liczba ta (22%) jest miarg zdarzen sprzyjaja-
cych obydwu typom algorytméw intranzytywnych.

Konczac te ilosciowe rozwazania warto jest przypomnieé, ze w sytuacji
sprzyjajacej algorytmom optymalnym zawsze mozemy uzy¢ algorytmu
okreslajacego porzadek tranzytywny (patrz ostatni rysunek). Przy tym na-
lezy pamietaé, ze cecha ta dotyczy prostego modelu zachowan kota i nie
musi by¢ juz prawdziwa w przypadkach bardziej skomplikowanych reak-
cji. Moze istniejg sytuacje decyzyjne, gdy jedynie porzadki intranzytywne
pozwalajg uzyskaé optymalne efekty. Zdaniem autora najbardziej intrygu-
jacym pytaniem, pozostajgcym w obszarze przeprowadzonych wyzej
rozwazan, jest rozstrzygniecie kwestii, czy istnieje przydatny model za-
chowan optymalnych dajacy porzadki intranzytywne, dla ktérego nie
mozna bytoby wskazac tranzytywnego algorytmu optymalnego o jedna-
kowych wynikach dziatania. Wykazanie niemozliwosci budowy takich
konstrukcji spowodowatoby marginalizacje praktycznego znaczenia po-
rzadkéw intranzytywnych. Przeciwnie, wskazanie tego rodzaju modelu
zmusitoby nas do akceptacji porzadkowania intranzytywnego.

7. Zakonczenie
Trudno przeceni¢ rozlegtos¢ mozliwych konsekwencji postugiwania sie

stochastycznym wariantem zasady optymalnego dziatania. Niniejsze
opracowanie miato na celu zaprezentowanie ilosciowych metod, ktore z

% Tloraz powierzchni szesciokata foremnego wpisanego w tréjkat réwnioboczny, do
powierzchni tego trojkata jest rowny 2/ 3.
** Doktadniej, jest ich 1/ 3, bowiem mierzy je pole powierzchni trojkata rownobocznego

wpisanego w szesciokat foremny, dopuszczajacy rozwiazania optymalne.
“" Dotyczacego sytuacji, do ktorych mozna stosowaé algorytm intranzytywny o dowol-
nym porzadku.

1" Jej pole jest otrzymanym wynikiem, to znaczy wynosi 4/ 9.
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powodzeniem pozwalajg analizowaé miedzy innymi role intranzytywnych
porzadkéw, ciggle egzotycznych dla szerokich grup badaczy. Moze upo-
wszechnienie stosowania tej zasady doprowadzi do sformutowania wielu
wynikajacych z niej inspirujgcych wnioskéw i spostrzezen.

W kolejne tysiaclecie weszli$my m.in. odkryciem* moﬂvoéci niekla-
sycznego ppisu algorytmow decyzyjnych, jakim jest kwantowa teoria
gier®®, w ktérej subtelne reguty kwantowe okreslaja sposdb przetwarzania
i kontroli informagji*. Dzieki rozszerzgmu badanych strategii na dziedzine
kwantowa™® formalizm ten pozwala spojrze¢ w nowym $wietle na mate-
matyczne wiasciwosci modelowanych tu sytuacji. Przysztos¢ pokaze, czy
to innowacyjne podejscie spowoduje dalszg rewizje naszych pogladéw o
uzytecznosci porzadkow intranzytywnych.

Dodatek

Ponizej przedstawiony jest program napisany w jezyku Mathematica, ge-
nerujacy rysunki zamieszczone w pracy w formacie PostScript (*.ps), ob-
razujgce wtasnosci rodziny algorytméw optymalnych.

CharacterEncoding[lsoLatin2]
(* Odwzorowanie kostka -> tréjkat *)

hexagon := Module[{p={0.,0.}},
While[p[[1]]+p[[2]]<.0005,
x=Random[];
y=Random[];
z=Random[];
s = N[1/(x (1-y) z + (1-x) y (1-2))];
X=s((y+2)3-y2z);
Y=s((1+x-2)/3-x(1-2));
Z=1-X-Y;
Iff X<0 || Y<O0 || Z<0,p = {0.,0.},
p = {N[1/2 Abs[1+Y-X]],N[Sart[3]/2 Z]}; }];

Pl
hexTable := Table[Point[hexagon],{10000}];
hexPlot ;= Show[Graphics[Join[hexTable,{Line[{{0,0},
{-5,N[Sqrt[3]/2]},{1,0}.{0,0}1}],
AspectRatio -> 1,
Prolog -> PointSize[.004],
PlotRange -> {{-.05,1.05},{-.05,N[Sqrt[3]/2]+.05}}];

2 Zob. G. P. Collins, Gry Schrédingera, Swiat Nauki Nr 3, 2000.

“ W petni zgodna z panujacym juz od stulecia paradygmatem fizycznym.

** E. W. Piotrowski, J. Stadkowski, The Next Stage: Quantum Game Theory, w Mathe-
matical Physics Research at the Cutting Edge (red. C. V. Benton), Nova Science Pub-
lishers, 2004.
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halfStar := Module[{p={0.,0.}},
While[p[[1]]+p[[2]]<.0005,
x = .5 Random([];
y = .5 Random[]+.5;
z = .5 Random([];
s = N[1/(x (1-y) z + (1-x) y (1-2))];
X=s((y+2)3-yz);
Y=s((1+x-2)/3-x(1-2);
Z=1-X-Y;
Iff X<0 || Y<O0 || Z<0,p ={0.,0.},
p = {N[1/2 Abs[1+Y-X]],N[Sqrt[3)/2 Z]}; ];
Pl

restStar := Module[{p={0.,0.}},
While[p[[1]]+p[[2]]<.0005,
x =.5 Random[]+.5;
y = .5 Random([];
z = .5 Random[]+.5;
s = N[1/(x (1-y) z + (1-x) y (1-2))];
X=s((y+2)3-yz);
Y=s((1+x-2)/3-x(1-2);
Z=1-X-Y;
Iff X<0 || Y<O0 || Z<0,p ={0.,0.},
p = {N[1/2 Abs[1+Y-X]]N[Sqrt[3)/2 Z]}; }];
pl;

halfStarTable := Table[Point[halfStar],{5000}];
starTable := Join[halfStarTable, Table[Point[restStar],{5000}]];

starPlot := Show[Graphics[Join[starTable,{Line[{{0,0},
{-5,N[Sqrt[3]/2]},{1,0},{0,01}1}11 ,
AspectRatio -> 1,
Prolog -> PointSize[.004],
PlotRange -> {{-.05,1.05},{-.05,N[Sqrt[3]/2]+.05}}];

trans := Module[{p={0.,0.}},
While[p[[1]]+p[[2]]<.0005,
X = Random[];
y = Random([];
z = Random[];
s =N[1/(x (1-y) z + (1-x) y (1-2))];
X=s((y+2z)3-yz),
Y=s((1+x-2)/3-x(1-2);
Z=1-X-Y;
Iff X<0 ]| Y<O || Z<0 ||
(x<.5 && y>.5 && z<.5) ||
(x>.5 && y<.5 && z>.5) ,p ={0.,0.},
p = {N[1/2 Abs[1+Y-X]],N[Sart[3)/2 Z]};];];
Pl
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transTable = Table[Point[trans],{10000}];

transPlot := Show[Graphics[Join[transTable,
{Line[{{0,0}.{.5,N[Sqrt[3]/2]},{1,0},{0,0}}1}1],
AspectRatio -> 1,
Prolog -> PointSize[.004],
PlotRange -> {{-.05,1.05},{-.05,N[Sqrt[3]/2]+.05}}];

(* Odwzorowanie trojkat -> kostka *)
constant = N[4/(3 Sqrt[3])];

rectangle := Module[{ a={constant Random[], constant Random[]}},
While[a[[2]]>2/3,
a={constant Random[], constant Random[]}];al;

hexDomain := Module[{q1,a,x,y,v=1,w=1},

While[ 2/constant v + 3/2 w >1,
a = rectangle;

g1 = a[[2]]; x = a[[1]]-.5 constant;
y = a[[2]]-1/3;
v = Abs]x];
w = Abs[y] ;

{a1,(N[Sart[3)/2 x - .5y +1/3])}];

line := Module[{a,q1=1,92=1,11=1,12=0},
While[l1>12,
a = hexDomain;
q1 = al[[1]};
q2 = a[[2]];
1 = Max[0,1-3 q1, 3 g2 -1];
12 = Min[2-3 g1,3 g2,1]];
{11/(3 g2),(1-11)/(3 q1),(1- 3 g2 + 11)/(3(1-g1-92))},
{12/(3 92),(1-12)/(3 q1),(1- 3 q2 + 12)/(3(1-q1-92))}}];

linePlot[x_,y ,z ]:= Show[Graphics3D[{GrayLevel[.0], Thickness[.002],
Table[Line[line],{2000}]}],
ViewPoint->{x,y,z},
Axes -> True,
AxeslLabel -> {" s(0]2) "," s(2[1) "," s(1]0) "},
Ticks -> {{0,.5,1},{0,.5,1},{0,.5,1}},
BoxStyle -> Dashing[{.02,.02}],
AxesStyle -> Thickness[.005]];

(* Procedury zapisu rysunkow na pliki w formacie PostScript *)
Display["hex.ps", hexPlot,"EPS"];
Display["star.ps", starPlot,"EPS"];

Display["trans.ps", transPlot,"EPS"];
Display["cube1.ps",linePlot[-2.-4,.7,.3],"EPS"];
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Display["cube2.ps",linePlot[0.6,-3,.3],"EPS"];
Diplay["cube3.ps",linePlot[1.3,3.4,2],"EPS"];
Display["cube4.ps",linePlot[3,-2,3],"EPS"];
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