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(RePEc:sla:eakjkl:111PL 4-I-2000)

EDWARD W. PIOTROWSKI

W tekstach z okresu Seleucydéw znajdujemy zadania
z sumowaniem 7 wyrazéw postepu geometrycznego... In-
aczej niz w Egipcie ... w dawnym Babilonie. .. wczes$nie po-
jawit sie pienigdz i kredyt. ...Obliczano réwniez i, procenty”
sktadane, zapewne za pomoca interpolacji liniowej. . . [1]

1. WSTEP

Dla potrzeb rachunku finansowego wlasno$ci postepu geometrycznego
wykorzystywano juz w czasach poprzedzajacych donioste osiggniecia
matematykow antycznej Grecji. Na ile formuly te stanowig sedno idei
kredytu? Cgzy istnieje oparty na nich jednolity formalizm ujmujacy
calosé konwencji procentowych? Takie pytania kusza, bo wiaza sie z
nadziejg uproszczenia teorii, uproszczenia bedacego mechanizmem sty-
mulujgcym rozwéj badan, narzucajacym ekonomie myslenia w opisach
modeli racjonalnych, wiec ekonomicznych zachowan i dziatan.

W dobie ekspansji technologii informatycznych coraz wieksze znacze-
nie uzyskuja metody automatyzacji procedur rozrachunkowych, ktore
stwarzajg zapotrzebowanie na konstruowanie sztucznych jezykéw pro-
gramowania komputeréow. Jezyki te stuza do formutowania algorytmow
dotychczas wykonywanych wylacznie przez $swiadome jednostki, po-
trafigce skutecznie komunikowacé sie jedynie za pomocg logicznie niepre-
cyzyjnych i bogatych w kulturowe konteksty opisow przeprowadzanych
czynnodci. Ponizej omoéwiona algebra, oparta tylko na dwoch genera-
torach, moze opisywa¢ w réznych swych reprezentacjach niezwykle bo-
gata w mozliwosci aplikacyjne rodzine operacji formalnych, ktora procz
znanych, tradycyjnych technik finansowych, zawiera nowe propozycje
iloSciowego spojrzenia na idee kredytu. Rozwijane w minionej dekadzie
komputerowe rachunki symboliczne, znane powszechnie choéby ze stosowa-
nia narzedzi programistycznych w rodzaju pakietéw Maple, czy Math-
ematica, patrz [2|, pozwalaja na indywidualne wdrozenia obliczeni o
charakterze operacyjnym, powigzanych z kornicowym wykorzystaniem
numerycznym algebraicznie przeksztalconych i uproszczonych, sym-

bolicznie zapisanych procedur. Rozdzielenie uniwersalnych wtasnosci
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algebraicznych rachunku symbolicznego od specyficznych wtasnodci,
charakterystycznych jedynie dla okreslonej w modelu (np. finansowym)
reprezentacji numerycznej przeprowadzanych operacji, powaznie skraca
opis algorytmoéw i ich programowanie, czyniac je bardziej ogélnymi i
wolnymi od przypadkowych btedéw, mnozacych sie przy braku synte-
tycznego ogladu calosci zagadnienia.

Omawiang w tym opracowaniu algebre stopy zwrotu generuje zbior
dwoch operacji r i s ktorych komutator [r,s] := ros —sor (sym-
bol r o s oznacza zlozenie, tzn. wykonanie operacji s, a po niej op-
eracji r) pozwala dyskontowaé¢ kapital do jego wartosci w ustalonym
terminie. W zwigzku z tym warto zauwazy¢, ze komutator gra kluc-
zowa role w calej fizyce teoretycznej, zob. np.|3], laczac ze soba teorie
klasyczne z kwantowymi. Algebra generowana elementami r i s o
wlasnosciach [r, [r,s]] = [s, [r, s]] = 0 nosi nazwe algebry Heisenberga-
Weyla, badz algebry kanonicznych relacji komutacji [4]. Trzy klasy-
czne reprezentacje owej algebry sg doskonale znane czytelnikom po-
dreczniko6w matematyki finansowej: jedna na przestrzeni funkcji gtad-
kich zmiennej rzeczywistej (czasu), dwie na przestrzeni ciagow, el-
ementy ktorych numeruje dyskretna zmienna czasowa. Autor pro-
ponuje powigzanie nazw tych trzech reprezentacji z odkrywcami for-
mul pozwalajacych (dla odpowiednich przedstawien) wyznacza¢ jawna
posta¢ wyniku dziatania komutatora [r, s], czyli najprostszej (bo pole-
gajacej na przeskalowaniu wartosci liczbowej kapitatu), a zarazem pod-
stawowej operacji finansowej. Istnieje jeszcze wiele innych reprezentacji
tej algebry, ciggle nieznanych praktykom, a posiadajacych bardzo in-
teresujace konteksty finansowe. Niektorym z nich, zwigzanym z przestrzeni-
ami swoistymi dla opisu proceséw stochastycznych, autor poswieci druga
czes¢ rozpoczetego tym artykutem opracowania.

W podstawach wszystkich rachunkéw dla reprezentacji naszej alge-
bry mozna doszuka¢ sie tzw. formuty teleskopowej. Idea tego wzoru, a
przynajmniej konsekwencje, wydaje sie znacznie starsza od wynalazku
teleskopu. Ponizszy tekst zastuguje na uwage takze z powodow dy-
daktycznych — przedstawia on wyjatkowo krotki wariant kompletnego
elementarnego dowodu poprawno$ci rozwiniecia funkcji w szereg Tay-
lora z doktadnie okre§long reszta, wraz z dwoma jego dyskretnymi
analogonami, a przeciez rozwiniecie Taylora stanowi podstawe zas-
tosowan analizy matematycznej i omawiane jest na wszelkiego rodzaju
wyktadach z tzw. matematyki stosowanej. Dyskretne formuty Newtona
stuza od wiekéw w rozwigzywaniu probleméw praktycznych zwigzanych
z zagadnieniem interpolacji. TozsamosSci kombinatoryczne pojawia-
jace sie we wszystkich ponizej omawianych reprezentacjach algebry
stopy nalezg do znanych od dawna formut, rzadko razem zestawianych
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we wspolczesnych opracowaniach. Wieksza ich czes¢ (dla wariantu
a = 0) znajdziemy w artykule O.V. Viskova [5|. Podstawowe z posrod
tu przedstawionych wtlasnosci algebraicznych réznych rodzajow stop
odnalezé mozna we wczesniejszej pracy autora [7]. Zestawienie ist-
niejacych konwencji opisu stop procentowych znajduje sie w pracy [8].

2. ALGEBRA STOPY

Przejdzmy do iloSciowych definicji wyzej wspomnianej pary operacji
finansowych. Przypomnijmy, ze rozniczkowa (chwilowa) stope zwrotu
ry definiuje nastepujacy jej zwiazek z funkcyjng zaleznoscig wartosci
kapitalu k(¢) od czasu t:

(2.1) k(ty) = eftfr(v)dfk(tl)

ktora po zrézniczkowaniu obydwu jej stron po czasie t, daje nastepu-
jaca formule dla stopy zwrotu r(t):

d
r(t) k(t) = —k(t
(1) K(t) = k(1)
7 tej przyczyny, w rézniczkowej konwencji opisu ewolucji wielkosci kap-

italowych, jest naturalnym uznanie operatora r6zniczkowania

d
2.2 = —
(2.2) ri=

za operator stopy zwrotu, bowiem w dzialaniu na funkcje kapitatu

daje w wyniku chwilowy przyrost kapitalu wyrazajacy sie wielkosciag

r(t) k(t). Definicja (2.2) oznacza, ze dzialajac operatorem stopy na

dowolng funkcje kapitatu nalezaca do klasy funkcji rézniczkowalnych

{f(t)}, dostaniemy w efekcie szybko$¢ jej zmiany, czyli jej pochodna:
df ()

rf(t) = —ar

Wygodnym okaze sie rozwazenie, tacznie z operacja rézniczkowania,
odwrotnego do niej operatora catkowania:

t
s::/dT

S(t) = / dr f(7)

gdzie a oznacza dowolng ustalong chwile czasu. Chcac zachowaé prze-
jrzystosé notacji operatorowej autor przyjat konwencje wypisywania

czyli



OPERATOROWA STOPA ZWROTU 4

zmiennej calkowania bezposrednio po znaku calki. Interpretacja finan-
sowa operacji s jest oczywista — wartoécig tego operatora na dowolnej
chwilowej predkosci zmiany kapitalu jest catkowity przyrost tego kap-
itatu liczony od chwili a

dk bodk
SE—/adT——k(t)—k(a)

Wraz z operatorem tozsamosciowym (tradycyjnie oznaczamy go sym-
bolem 1) trojka {1,r,s} generuje na klasie funkcji C*(R) laczna,
cho¢ nieprzemienng algebre z naturalnymi dzialaniami sktadania op-
eracji, ich dodawania, oraz mnozenia operacji przez liczby. Strukture
ta ze wzgledow interpretacyjnych nazwiemy algebrg stopy. Posiada
ona proste i przydatne wtasnosci, a jej realizacjom na przestrzeniach
innych niz C*°(R), jednak majacych interesujacy kontekst finansowy,
beda poswiecone dalsze paragrafy tego artykulu. Opisang realizacje
rozniczkowy, z przyczyn wyjasnionych nizej, nazwiemy reprezentacjq
Bernoulliego algebry stopy.

3. REPREZENTACJA BERNOULLIEGO

Formula Cauchy’ego. Najprostsza do okrelenia klasa operatorow
algebry stopy sg jednorodne jednomiany rézniczkowan r™. Posiadamy
efektywng recepture prowadzaca do wyznaczenia ich dziatania, cho¢by
w postaci wyznaczania granic kolejnych ilorazéw rézniczkowych. Przez
analogie do operatora stopy zwrotu r operator r’”" nazwiemy opera-
torem stopy m-tego rzedu, a odpowiednia funkcje r,,(t) zdefiniowana
roéwnoscig
™ f(t) = rm(t) £(2)

rézniczkowy stopa m-tego rzedu. W poprzednim paragrafie mieliSmy
do czynienia ze stopa pierwszego rzedu r(t) = r1(t). Cho¢ trudniejszy w
bezposrednich rachunkach, operator s posiada pewng ciekawa wtasnos¢,
ktora pozwala wyznaczy¢ wynik dzialania wielokrotnego jego ztoze-

m razy
nia s™ :=Soso---o08 przez jednokrotne zastosowanie operacji s na
nieco odmiennym elemencie jego dziedziny. Znamy bowiem formute
wielokrotnego catkowania pochodzaca od Cauchy’ego
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= s G 0

ktorej dowod indukeyjny jest elementarny.

Dowdd. Dla m = 1 obie strony formuly (3.1) sa taka sama catka
fat dr f(7). Dla m + 1-krotnej catki mamy

Sm+1f(t) =s /a dr 7(7277: 2)71”)_'1 f(r) =

- d (r—
/dT/ dry ———— r Tl f(m) /dT/ dm f(m) —(T )" =
dr  m!

jf dTIJ/ dr f() — (T“fﬂ JC dTlgzgé%l—-fCﬁ)

gdzie pierwsza z réwnosci Wynlka z zalozenia indukcyjnego, a czwarta
z zamiany kolejnosci catkowania. Przedstawienie dziatania operatora
s™*1 za pomocy ostatniej calki jest koricowym krokiem dowodu przez
indukcje formuty Cauchy’ego. (|

Zlozenia operacji podstawowych. Okreslmy w reprezentacji Bernoul-
liego dzialanie operacji ztozonej polegajacej na kolejnym wykonaniu
dwoch operacji elementarnych r i s. Mozna ja, wybierajac rozne kole-
jnosci sktadania, przeprowadzi¢ na dwa sposoby

sorf()= [ arD = ) - (0
badz

ross(t) =5 [ drit=1)=150

(3.2) ros=1

czyli operatory r i s sa nieprzemienne. 7 uwagi na ostatni rezultat
wyrazenia r o s wystepujace w ztozeniach z innymi elementami algebry
mozna poming¢ we wszelkich rachunkach w reprezentacji Bernoulliego.
Jak juz wspominaliémy na wstepie, komutatorem [u,v] dwoch op-
eratorow u i v nazywamy roznice ich zlozen w réznych kolejnosciach,
czyli wielko§¢ [u, v] := uov — v ou. Dla jedynej nieprzemiennej pary
generatoréw algebry stopy w reprezentacji Bernoulliego otrzymamy

r,8] f(t) =ros f(t) —sor f(t) = f(a) = e ¥ f(1)
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gdzie ostatnia rowno$¢ wynika z definicji stopy (2.1). Wielkosé [r, s
posiada wiec fundamentalng interpretacje finansowg — jest operatorem
dyskontujacym kapital f(¢) do jego wartosci na ustalong chwile a, czyli
do f(a). Operator taki w teorii rownan rézniczkowych nosi nazwe
operatora rezolwenty. Komutator [r,s| — okazujacy sie operatorem
mnozenia przez funkcje liczbowa, wiec komutujacy (przemienny) z op-
eratorami r i s — pozwala poréwnywaé¢ wartodci kapitatu w réznych
chwilach czasowych przez odniesienie ich do jednakowej miary kapi-
talowej — dowolnej wielkodci nominujgcej kapital w ustalonej chwili
a. Warto zwroci¢ uwage, ze operacja dyskontowania [r,s|, chociaz
rachunkowo prostsza od r i s (bo polegajaca jedynie na przemnoze-
niu elementow f(t) dziedziny reprezentacji przez liczbe), jest w kon-
tekscie algebraicznym operacja w stosunku do tamtych zlozona (bo
skonstruowang z generatoréw r i s algebry stopy).

Suma teleskopowa. Wszelkie obliczenia finansowe w kontekscie al-
gebry stopy mozna wyrazi¢ jako sume operacji w postaci st o rf2 o
sks orkio .., gdzie ilodci zlozen k; operacji jednego typu (i =1,...) sa
dowolnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi. Znajomos§¢é komutatora
[r,s] pozwala wszystkie operatory s ,przepcha¢” na lewa strone (czyli
do konicowego etapu obliczen) takich operacji ztozonych (wielokrotnie
wykorzystujac tozsamo$é r os = sor + [r,s]). Dzieki temu zabiegowi
jedynymi nieznanymi jeszcze typami ztozen generatoréw algebry stopy
sg wyrazenia postaci w,, := s or™. Jest tak gdyz dla k£ > [ wyrazenie
skor! = s¢=Dostor! to zlozenie operacji typu s™or™ i s™. Analogicznie
mozemy przedstawi¢ wyrazenie s' o r*. Aby operatory w,, zastapié
wyrazeniami nizszych rzedéw i w ten sposob, stosujac rekurencje, wyz-
naczy¢ efektywnie dzialanie dowolnego operatora nalezacego do algebry
stopy, zastosujmy znany cho¢by z wyznaczania sumy szeregu geome-
trycznego sposob przedstawiania (n-+1)-szego wyrazu ciagu za pomoca
sumy wyrazow nizszych rzedéw. Trik 6w polega na odjeciu dwoch prze-
sunietych wzgledem siebie szeregéw utworzonych na bazie tego samego
ciggu wyrazen

m
(3.3) Z(wk — Wgi1) = Wo — W1

k=0
Po uwzglednieniu interesujacej nas postaci operatora w,, otrzymamy
nastepujaca tozsamos¢ operatorowa,

m
(3.4) Zs’“o(l—sor)ork:1—sm+10rm+1
k=0
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Sumy postaci (3.3) sa nazywane sumami teleskopowymi [9] bowiem
m.in. opisuja sposob wyznaczania dtugosci ztozonego teleskopu, doskonale
obrazujacego wlasnos§¢ wzajemnego redukowania sie zachodzacych na
siebie segmentow o jednakowej dlugoséci. Dlatego odwolujac sie do
tozsamosci (3.4) bedziemy nazywac ja formula teleskopowa. Wyraze-
nie w nawiasach jest komutatorem [r, s], wiec mozemy zastapi¢ je czyn-
nikiem dyskontujagcym prawg strone do chwili a. Z prawej strony op-
eratora s¥ bedzie znajdowac¢ si¢ wielkoéé stala (niezaleZna od t), a s

w dziataniu na stalg mnozy ja przez czynnik (t— , (wynik k-krotnego

wycatkowania funkcji statej). W ten sposéb powyzsza tozsamosé oper-
atorowa zastosowana dla dowolnej funkcji f(¢) z klasy C**! da nastepu-
jaca rownosé

m
E S O —SOI‘ OI' E

k=0

a) — f(t) _ Sm+1f(m+1)(t)

gdzie f®)(a) oznacza k-ta pochodna funkcji f(t) w punkcie ¢ = a.

Komutator — operacja dyskontowania. Stosujac formute Cauchy’ego
otrzymaliémy réwnosé, ktora przedstawia funkcje f(t) poprzez znany z
podrecznikow analizy matematycznej szereg Taylora (!) z precyzyjnie
wyznaczona reszta w postaci catkowej 4] rzedu m + 1

f(t) =[r,s] f(a) = Z %f(k) (a) +/ dr Mf(m—}—l)(,r)

m)!
k=0

gdzie [r, s] ! jest operatorem dyskontujacym kapital z chwili a do chwili
t, czyli operatorem odwrotnym do [r,s|, wiec [r,s]™! o [r,s] = [r,s] o
[r,s]7! = 1. W dobrze znany z analizy matematycznej spos6b mozemy
stan kapitalu na chwile ¢, okreslony stosownie gtadka funkcja f(¢)
aproksymowag¢ coraz to doktadniej za pomocg ciggu stop rézniczkowych
kolejnych rzedow

czyli
(3.5) e8] ! = elidrr() = (0], o 3 (t—a) re(a)

Druga z powyzszych réwnosci jest konsekwencja zastosowania powszech-
nie przyjetej definicji funkcji wyktadniczej, tzn. e” = ) 72 ”,”c—’f

ten sposob wszystkie mozliwe operacje finansowe algebry stopy, tacznie
z najpopularniejszymi operacjami okreslania procentu r, wyznaczania
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przyrostu kapitatu s i operacja ustalania dyskonta (komutator [r, s]),
przeprowadzanymi w dowolnych chwilach trwania procesu kapitalowego,
sprowadziliémy do znajomosci ciaggu 1,71, r9, 73, .. . Stop rézniczkowych
kolejnych rzedéw dla ustalonej chwili czasowej a. Forme rozwinie-
cia w szereg zgodna ze wzorem (3.5) odkryl juz w 1693 roku Johann
Bernoulli, patrz np. [10], dlatego autor tego opracowania okresla omaw-
iang reprezentacje algebry stopy mianem reprezentacji Bernoulliego.

Przeksztalcenia kanoniczne. Dla wygenerowania algebry stopy za-
miast operatoré6w r i s mozna wybra¢ inng pare generatoréw v i w.
Odwzorowania generatoréw (r,s) — (v,w) zachowujace komutator
(czyli takie, dla ktorych [v,w]| = [r,s]) nosza nazwe przeksztatceri
kanonicznych [3]. Grupa transformacji kanonicznych stanowi od ponad
stu lat obiekt intensywnych badan fizykéw. Podstawowg korzyécia zaj-
mowania sie transformacjami kanonicznymi jest opis modelu o okreslonym
sposobie dyskontowania w jezyku odpowiednich ,wspoétrzednych”, czyli
takich operacji algebraicznych v i w, na bazie ktorych potrzebne w
trakcie analizy iloSciowej rachunki staja sie szczegOlnie proste, wiec
tez przejrzyste i szybkie w wykonaniu. Transformacje kanoniczne sa
zdefiniowane na poziomie algebry stopy, dlatego dotycza wszystkich
jej reprezentacji. Spoéréd nich mozna wyrdéznié liniowe transformacje
kanoniczne, czyli takie, ze v = qi1T+ 128 , W = @o1T + ¢10S. Z warunku
niezmienniczos$ci komutatora [v,w] = (q11¢22 — ¢12¢21)[r,s] = [r,s]
wynika, ze macierz takiego odwzorowania U = (¢;;) ma jednostkowy
wyznacznik det(U) = 1, czyli jest macierza unimodularng [4].

Na przyktad do najprostszych odwzorowan unimodularnych naleza
te, ktore zachowuja zbior generatorow (z dokladnoscia do znakow).
Reprezentuja je macierze U postaci

(36) (o) (o) (V)

Latwo zauwazy¢, ze w reprezentacji Bernoulliego wymienione odw-
zorowania kanoniczne sg trzema roéznymi rodzajami zmiany czasowego
kontekstu modelu. Pierwsza z transformacji (3.6) prowadzi do zmiany
znaku zmiennej czasowej —t — ¢, druga wprowadza konwencje oblicza-
nia przyrostow kapitalu w kierunku przeciwnym do przyrostu czasu, a
trzecia zmienia porzadek czasowy na przeciwny (i nie jest tozsama z
pierwsza).
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Jezeli dla czytelnika wypowiedzi podobne do poprzedniego zdania sa
w jakiejkolwiek mierze niejasne, moze odwola¢ sie do wzoréw trans-
formacyjnych (3.6), ktore najprecyzyjniej ujmuja intencje autora. Za-
prezentowana metoda ingerencji w sposoby interpretacji zmiennej cza-
sowej w reprezentacji algebry okazata sie mozliwa, gdyz sama algebra
Heisenberga-Weyla nie zawiera odniesiert do czasu, ujmujac proces kap-
itatlowy w konwencji archimedesowej [11]. Z uwagi na rozleglosé¢ zasyg-
nalizowanego zagadnienia, i r6znorodne pozytki ptyngce z badania fi-
nansowych aspektow transformacji kanonicznych, autor przedstawi ten
temat w odrebnym opracowaniu.

Skale czasowe. Zmieniajac jednostke czasowa uzywang do opisu pro-
cesu kapitalowego powinnismy takze tak przeskalowaé stopy wszystkich
rzedow aby zalezno$ci czasowe wielkosci kapitatu, a wiec wynik dziata-
nia operacji dyskontowania, nie uleglty zmianie. Modyfikacja jednostki
czasu prowadzi do podstawienia (¢ — a) — @, czyli np. wybiera-
jac jednostke miesieczng wszystkie formuty wyrazone w jednostkach
rocznych winny by¢ w stosownych miejscach skorygowane o czynnik
A = 12. Niezmienniczo$¢ skalowania operacji dyskonta [r,s| oznacza,
ze dla zachowania formuly (3.5) powinniSmy dokonaé nastepujacego
podstawienia 7 (a) — M\*ri(a) odnosnie stopy k-tego rzedu, dla wszys-
tkich rzedow (k = 1,2,...). Dla przyktadu, zmiana jednostki czasowe;
z rocznej na miesieczng powoduje pojawienie sie we wzorach w miejscu
rocznej stopy drugiego rzedu wyrazenia 12%27y(a) i by liczbowo byto
ono réwne poprzedniej rocznej stopie drugiego rzedu musimy wybraé
miesieczng stope drugiego rzedu 144 razy mniejsza od jej rocznego
odpowiednika. Jest zrozumiale, ze takie manipulacje, bedac niezmi-
enniczymi dla czynnika dyskonta, nie mogg powodowaé¢ zmiany jakosSci
przyblizenia, polegajacego na pominieciu reszty odpowiedniego rzedu
w szeregu Taylora. Przy ustalonym ciggu stép kolejnych rzedéw o
jakosci tego przyblizenia decyduje stosunkowo krotki okres zwigzany
z calym przebiegiem procesu kapitalowego (stowo krotki nabiera ilos-
ciowego znaczenia jedynie w kontekscie ciagu stop). W okresach in-
flacji, czy niezwykle zyskownych przedsiewzieé¢ kapitalowych czas ,up-
lywa” znacznie szybciej.

Przyklady. Zadanie dyskonta za pomoca ciagu stop ri(a) = r =

const., ro(a) = 0, r3(a) =0, ... okresla formule oprocentowania zwana
procentem prostym ([r,s]™ = 1+ (¢t — a)r), za$ ciag r1(a) = r =
constans, ra(a) = 7%, r3(a) = r3, ... to staly procent w konwencji

kapitalizacji ciaglej (wtedy [r,s] = e~(F=9)r),
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Dla przyktadu rozwazymy dziesiecioletni proces kapitatowy taki, ze
na poczatku tego okresu czasu kapital wynosil f(0) = 1. Niech za
wzorzec wzrostu tego kapitatu postuzy jego powiekszanie sie o staly
roczny procent r = 0,2 w konwencji kapitalizacyjnej ciaglej, czyli
f(t) = e%*t. Na rysunku krzywa przerywana obrazuje ten wyktadniczy
proces wzorcowy. Na tle tak okreslonych zmian wzorcowych rozwazmy
klase procesow, dla ktoérych kapital zmienia sie w sposob ciggly w cza-
sie, osiagajac w chwilach poczatkowej (¢t = 0) i koricowej (¢ = 10) takie
same wartoSci jak w procesie wzorcowym. Za miare niedopasowania
danego procesu do procesu wzorcowego wybierzmy $rednie odchyle-
nie kwadratowe danego kapitalu od wysokosci kapitatu dla procesu
wzorcowego. Rozwazmy teraz dwuparametrowa podklase procesow,
opisang ciagiem stop 71(0), r2(0), 0, 0, .. ., czyli proceséw opisywanych
krzywymi (wielomianami) drugiego stopnia. Wsrod nich najbardziej
dopasowany okazuje sie proces okreslony nastepujacymi parametrami
(stopami pierwszego i drugiego rzedu): r = 0,04164 , r, = 0,1195 ,
przedstawiony na rysunku krzywg ciagla.

2 4 6 8

Niespodziewanym efektem jest prawie czterokrotna réznica pomiedzy
stopami pierwszego rzedu dla procesu o wykladniczym wzroscie i na-

jlepiej do niego dopasowanym procesie opisywanym wielomianem kwadra-

towym. Obrazuje ona iluzje jakie moze stwarza¢ powszechne kierowanie
sie jedynie wielkoScig stopy procentowej pierwszego rzedu. Decyduja-
cym o efekcie dobrego dopasowania do wzorca parametrem jest tu stopa

10
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drugiego rzedu, prawie trzykrotnie wyzsza niz dla procesu wyktad-
niczego. Algorytm wyznaczajacy owe stopy zwrotu i generujacy za-
mieszczony tu rysunek autor przedstawia w Dodatku. Analizujac wykres
procesu dostrzegamy jak stosunkowo wiernie ciagla krzywa odtwarza
proces wzorcowy. Nalezacy do klasy proces okre§lony w konwencji
procentu prostego (na rysunku linia prosta) jest na tyle rozbiezny
w partii §rodkowej wykresu, w stosunku do procesu wzorcowego, ze
w trakcie jego trwania bylby przerwany w celu dokonania arbitrazu
polegajacego na przejéciu do procesu wzorcowego. Takie niepozadane
zjawisko niwelowane jest najcze$ciej poprzez ograniczenie plynnosci
kapitatu. Wydaje sie niewtasciwa praktyka polegajaca na stronieniu od
bardziej subtelnych technik rachunkowych kosztem zwiekszania ryzyka
spowodowanego cze$ciowa utrata ptynnosci.

Reprezentacja Bernoulliego jest jedna z wielu ré6znych mozliwych re-
alizacji podstawowego twierdzenia analizy matematycznej o aproksy-
macji funkcji gltadkich wielomianami. Ta idea Weierstrassa pozwala
spojrze¢ na zagadnienia stopy procentowej w pelni uniwersalnie, wigzac
pojecie stopy zwrotu ze stosownie do sytuacji wybranym typem wielo-
mianéw stanowigcych baze metody aproksymacyjnej. Niczym rozwazymy
taka odmienng od reprezentacji Bernoulliego realizacje algebry, przyjrzyjmy
sie dyskretnemu analogonowi opisu rézniczkowego stopy.

4. REPREZENTACJA DOLNA NEWTONA

Reprezentacja generatoréw algebry stopy. Zamiast infinitezymal-
nych zmian czasowych rozwazymy dyskretng dziedzine czasowa, w ktorej
zmienna czasowa t jest elementem dziedziny bedacej zbiorem liczb nat-
uralnych (badz catkowitych). Czas uplywajacy pomiedzy kolejnymi
catkowitymi wartoSciami zmiennej ¢ nie musi koniecznie odpowiadaé
jednakowym odstepom czasowym okreslonym w mierze fizycznej (as-
tronomicznej). Nieciaglo$é dziedziny czasowej wymaga zastapienia
rachunku rézniczkowego rachunkiem réznicowym. Operator stopy r
bedzie wiec reprezentowany operatorem roéznicowym

rf(t) =Af(E):=f(t+1)—f@)
Symbol A oznaczajacy operator roznicowy wystepuje z dolnym pod-
kresleniem bowiem operator skonczonej réznicy mozna zdefiniowaé na
dwa odmienne sposoby. Ten drugi zostanie opisany w nastepnym para-
grafie, gdyz dotyczy reprezentacji algebry stopy dualnej do tu omaw-
ianej. Dla dbatosci o poprawnos$é przedstawionych nizej wzoréw przyjmiemy
od tego miejsca, ze t i a oznaczaja wspotrzedne dwoch chwil czasowych,
uporzadkowane tak, by zachodzila nier6wnosé¢ liczbowa t > a. Nie
oznacza to jednak, ze chwila a jest wcze$niejsza od chwili ¢. Takze
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poprawnym jest opis proceséw, w ktorym wczesniejsze chwile czasu
sg parametryzowane wiekszymi liczbami — dla Archimedesa znajacego
nasz kalendarz mierzony latami termin zwrotu dtugu bylby oznac-
zony liczba minejsza niz data jego zaciagniecia (przyjmujemy, ze lata
p.n.e. numeruja liczby dodatnie). Operator przyrostu kapitalowego s,
z uwagi na analogie w reprezentacji Bernoulliego, bedzie miat postac

czyli

Wyjasnienie korespondencji pomiedzy operacjami fab dr, a Zg;i zna-
jdziemy w ksiazce [9]. Dla prawidlowego stosowania rachunku oper-
atorowego warto rozwazy¢ tu pewng sytuacje. Rozpatrzmy funkcje

g(t) == f(t+c) . Wtedy

sf(t+c)=sg(t Zg Zf(T—Fc)

wiec przesuwajac argument funkQ]l na ktorg dziala operator s nalezy
zadbaé o niezmienianie gornej granicy sumowania. Komutator genera-
torow algebry stopy bedzie dziatal nastepujaco

[r,s] £(t) ( Zf )—sft+1)+sf()

t—1 t—1
=fO) =Y _f@+D)+ Y f(1) = f(t) = f(t) + f(a) = f(a)
czyli pozostanie w dalszym ciggu operatorem dyskontujacym kapitat

do chwili a.

Formutla Cauchy’ego. Przed rozpatrzeniem sumy teleskopowej dla
biezacej reprezentacji algebry stopy pozostaje wykaza¢ prawdziwosé
dyskretnego odpowiednika formuty wielokrotnego catkowania Cauchy’ego.

Oto on
s™ f(t) =
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=8 (Tzn::B:n_lf(t) B

gdzie

k czynnikéw
.

mt=mm—-1)...(m—k+1)

dla £ > 0 (m% = 1) jest popularnym w kombinatoryce symbolem
Pochhammera ubywajacej potegi liczby m [9]. Wyraza on liczba wszys-
tkich iniekcji (odwzorowan réznowartosciowych) zbioru k-elementowego
w zbior m-elementowy. SprawdZzmy poprawnoéé¢ formuty (4.1).

Dowadd. Dlam = 1 poprawno$¢ wzoru jest oczywista. Dla m-+1-krotnej
sumy mamy

(0 —s Y T ) -

m — 1)!
T=a
t—1 -1 =1 7—1
— 7'—7'1—1 (r—m—-1)=
=>.> =X fm)A— =
m!
T=a T1=a T=a T1=a

t—1 -1
=¥ f(n)AT(T— Zf - 1)
T1=a T=71+1
gdzie indeks 7 stojacy przy operatorze A_ jest koniecznym dla wskaza-
nia zmiennej, ktorej dotyczy operacja roznicy. Pierwsza z réwnosci
wynika z zatozenia indukcyjnego, a czwarta z zamiany kolejnosci sumowa-
nia. W trzeciej wykorzystana zostata réznicowa wlasnosé ubywajacej
potegi At™ = m ™=t gdyz
Agm— e+nt ¢ ! _ gl

t+1-m)! (t-—m)! " {t—(m-1)

m+1

Przedstawienie dzialania operatora s za pomocy ostatniej sumy jest
koncowym krokiem dowodu przez indukcje dyskretnego odpowiednika
formuty Cauchy’ego. O

Suma teleskopowa. Wstawiajac dyskretng reprezentacje operatorow
r i s do sumy teleskopowej w postaci (3.4) otrzymamy nastepujacy jej
wariant

(4.2

m
E S O —SOI‘ OI' E

k=0

\ B

®a) = f(t) —s™ T fm(t)
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gdzie f®)(a) oznacza wynik k-krotnego dziatania operatora roznicowego
A na ciag f(t), wynik wyznaczony dla chwili ¢t = a. Znowu wyraze-
nie (1 — s or) bedace czynnikiem dyskontujacym kapital do chwili a
pozwolito odnie$é operatory roznicowe do jednej ustalonej chwili a. W
rachunku wykorzystano wlasnosé

(t—a)*

k!
ktora wynika z zadzialania operatorem r na szczeg6lna postaé wyzej
udowodnione] formuly wielokrotnego sumowania (4.1), otrzymana po
podstawieniu f(¢) — 1. Mozna ja takze otrzymaé¢ odpowiednio rozwigzu-
jac latwa do zauwazenia tozsamos§é

skF1 =

rfosh =1

prawdziwg dla wszystkich przedstawionych reprezentacji algebry stopy.

Zestawienie powyzszych dwoch uwag jest prawdopodobnym wyjasnie-

niem metody ,odgadniecia” formuly wielokrotnego catkowania (sumowa-
nia) zastosowanej przez Cauchy’ego.

Operacja dyskontowania. Wstawiajac dyskretng formute Cauchy’ego
do rownosci (2.1) otrzymamy przedstawienie ciagu f(¢) w postaci sz-
eregu Newtona [6], ktory jest roznicowym odpowiednikiem szeregu Tay-
lora, tak jak tamten posiadajacym precyzyjnie wyznaczong reszte rzedu
m+1

|?r

_y oy +z o2 ey

Poniewaz ubywajaca potega mE znika dla argumentéw k > m reszta
szeregu rzedu m+1 dla m > t—a jest zerowa, co implikuje poprawnosé
nastepujacego ciggu rownosci

\?r

@8) 1) =3 U2 ey = 30 D o g) = s g

k=0 k=0

Obiekt (t—a)tjest operatorem i przyjmuje wartosci liczbowe po rozpisa-
niu szeregu potegowego (jakim jest eksponens) przybierajac postaé
kolejnych ubywajacych poteg liczby (t — a). Poniewaz

t—a t—a
— t—a

k't—a— k)!

i 2e) = (1+A) 7 f(a)

k=

(==}

k=0
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wiec dla komutatora [r,s] wyznaczajacego dyskonto w reprezentacji
dolnej Newtona mamy

[r,s] = e ("2 = (1 4 A)?

gdzie (1 + A)" dla n < 0 nalezy traktowac¢ jako —n-krotny iloczyn
nieskoriczonego postepu geometrycznego 1 — A + A? — A% +

Przyktlady. Dzieki formule (4.3) mozemy okreslony ciagiem f(¢) stan
kapitatu na chwile ¢ aproksymowaé¢ coraz doktadniej za pomoca ciggu
dolnych stop réznicowych ry(a), ry(a),..., r(a); o kolejnych rzedow,
stop zdefiniowanych nastepujaco

A*f(a) = ry(a) f(a)

Pierwsza z nich r(a) jest popularng w $wiecie finansow przedziatowa
dolng stopa procentowa. Jej mozliwie ogblng definicje mozna znalezé
w opracowaniu [7]. Kapital o zerowych stopach wyzszych rzedow ma
liniowe w czasie przyrosty (czynnik dyskontowy [r,s]™! = 1+ (¢ —
a)r,(a) opisuje tzw. procent prosty o stopie okreslonej w chwili a).
Ciag r,(a) = r = const., ro(a) =%, r3(a) = r3, ... to staly procent w
konwencji z kapitalizacja odsetek. Wtedy [r,s] = e~Z(~9)" bowiem

£ = sl (o) = 3 Zk, -

t—a—k
k=0

(4.5) =(1+1)"f(a)

czyli operator dyskonta w tym przypadku prowadzi do sytuacji, gdy
mozemy taka operacje zastapi¢ (¢ — a)-krotnym zastosowaniem pro-
centu prostego z jednakowa stopa pierwszego rzedu (pamietajac o kap-
italizacji kwoty po kazdej operacji).

Formule (4.5) mozemy uogélni¢ poprzez naturalne rozszerzenie ar-
gumentu t do calej dziedziny czasowej liczb rzeczywistych. Wtedy,
powracajac do przyktadu zilustrowanego wcze$niej rysunkiem, ten sam
najlepiej dopasowany wielomian kwadratowy (modelujacy réwnie do-
brze proces ilustrowany krzywa ciagla) otrzymamy dla pary stop o
nieco innych wartoSciach liczbowych. 7 poréwnania szeregu Taylora
z jego odpowiednikiem w reprezentacji dolnej Newtona otrzymamy,
ze 71(0) = r,(0) — $7r,(0), oraz r5(0) = r,(0), wiec jedyne niezerowe
sktadniki stopy procentowej w naszym najlepiej dopasowanym wielo-
mianie wynosza teraz r; = 0,1014 i r, = 0,1195. Podkresli¢ nalezy, ze
nowa para liczb parametryzuje tg sama krzywa, co para z przyktadu w
reprezentacji Bernoulliego.
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Zanurzenie dyskretnych wspoétrzednych czasowych w dziedzine ciagla
prowadzi do standardowego wykorzystania formuty Newtona w zada-
niach interpolacji — ciagi {f(¢)} sa teraz reprezentantami catych klas
funkcji analitycznych, posiadajacych w catkowitoliczbowych elemen-
tach dziedziny (zwanych weztami interpolacyjnymi [6]) wartosci pokry-
wajace sie z wartoSciami odpowiednich elementéw ciagow f(t). Dzi-
atanie na klasach staje sie konieczne, bowiem operacja dyskontowa-
nia, bazujac jedynie na stopach réznicowych, jest w stanie odtworzy¢
doktadne wartosci funkcji z klasy tylko na podzbiorze liczb catkowitych.
Stosowanie metod interpolacyjnych w finansach tam, gdzie o ksztalcie
funkcji kapitatowych wnioskujemy na podstawie skoniczonego zbioru ich
wartosci, wydaje sie w pelni zasadne. W takich sytuacjach przydatoby
sie, by analityk finansowy posiadal pelng $wiadomos$é faktu badania
calych klas funkcji i stosowania de facto metod interpolacyjnych przy
pracy nad jednym z reprezentantéw klasy.

5. REPREZENTACJA GORNA NEWTONA

Reprezentacja generatoréw algebry. Operator stopy zwrotu r w
realizacji r6znicowej moze by¢ przedstawiony jeszcze na jeden sposob.
Oto on

rf(t) =Af@):=f(t)— ft—1)

Operator przyrostu kapitatu okre§lamy teraz nastepujaco

czyli

t
sf(t) == Y f(r)
T=a+1
Sposob okreslenia operatora przyrostu kapitatowego s zostal podyk-
towany zamiarem zachowania przez ten obiekt stosownej symetrii wzgle-
dem jego odpowiednika z reprezentacji dolnej Newtona, symetrii narzu-
conej przez pare operatoréw roznicowych A i A. Komutator nieprzemi-
ennej pary generatoré6w algebry stopy jest nastepujaca operacja

[r,s]f(t) = (r > f(T)) —sf(t)+sft-1)=

T=a+1

=f(t)= > f@O+ D fr=1)=f({t)— )+ f(a) = f(a)

T=a+1 T=a+1
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takze dyskontujaca kapital do ustalonej chwili a. Tak wiec znana np. z
codziennej praktyki finansowej operacja dyskontowania ciggow kapi-
tatowych {f(¢)}, choé¢ jednakowo wyliczana, moze by¢ interpretowana
w dwoch istotnie réznych reprezentacjach algebry stopy.

Formutla Cauchy’ego. Formuta wielokrotnego sumowania ma obec-
nie ponizsza postaé

s f(t) =

6 Y Y - mszmzi%fm:

T1=a+1 To=a+1 Tm=a+1 T=a+1
(1 — t)m
s ———— f(t
T=t
gdzie
k czynnikéw
mF i=mm+1)...(m+k—1)
oraz m® = 1. Jak mozna sie domysle¢ wielkosé mF jest nazywana

symbolem Pochhammera przyrastajacej potegi liczby m.

Dowdd. Przy m =1 lewa i prawa strona wzoru (5.1) ma posta¢ s f(t).
Dla podstawienia m + 1 — m otrzymamy

i) =s Y LD pr) =

T=a+1 (m —1)!

Z ZfﬁZT_Tl) =

T=a+1 T1=a+1

'ITL

S O SR =i

T=a+1 T1=a+1

.S anﬁ““ =Y o)

T1=a+1 7=71+1 T=a+1
Pierwsza z rownosci wynika z zalozenia indukcyjnego, a czwarta, tak
jak w przypadku poprzedniej reprezentacji, ze zamiany kolejnosci sumowa-
nia. W rachunku skorzystano takze z réznicowej wlasnosci przyrasta-
jacej potegi At™ = mt™ L, bowiem

~m_ t+m-=1)" (t+m-2) (t+m—2)
A= T et ™ Ge)

=m tm—l
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Suma teleskopowa. Suma teleskopowa (3.4) w reprezentacji gornej
Newtona przybiera nastepujaca postaé
(5.2)

m
E S O —SOI‘ OI' E

k=0

??' I

®(a) = f(t) —s™H D (1)

gdzie symbol f®(a) oznacza wynik k-krotnego dzialania operatora
roznicowego A na ciag f(t), ustalony w chwili ¢ = a. Wykorzystang w
powyzszym rachunku wlasnosé

k!

mozna wykaza¢ w analogiczny jak dla reprezentacji dolnej Newtona
SposoOb.

Operacja dyskontowania. I tym razem komutator [r,s] = (1 —sor)
dyskontujacy kapital do chwili ¢ umozliwia przesuniecie do tej chwili
operatoréow réznicowych. Przeksztalcajac formule teleskopowa (5.2)
otrzymujemy wariant wzoru Newtona z jawnie opisang reszta rzedu
m+ 1.

t—1

(5-3) Z a) + Z %f(m—l—l ( )

k=0 T:a+1

= I

Rozwazajac graniczny przypadek powyzszego wzoru dla m — oo i ko-
rzystajac z tozsamosci

(1—p>n+1‘,§;< )

dla n > 0 bedacej ,ukrytym przypadkiem wzoru dwumianowego”[9),
otrzymamy nastepujacy ciag tozsamosci

76 = .5l fla) = 30 Lo () =

k=0

- —a+k— —k 1
=;<t —Z 1>Af(a):mf(a)

Czyli dla komutatora [r,s] wyznaczajacego dyskonto w reprezentacji
goérnej Newtona mamy

[r,s] = (1 - &)
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Przyklady. W reprezentacji gornej Newtona wzor (5.3) pozwala kap-
ital f(t) przybliza¢ dowolnie doktadnie za pomoca ciggu gérnych stop
roznicowych 7 (a), 72(a), ... kolejnych rzedow. Ciag ten definiujemy
nastepujaco

A" f(a) = Ti(a) F(b)

Pierwszy element ciagu, czyli 71 (a) jest znang przedzialowa gorna stopa
procentowg, [7]. Czynnik dyskontowy [r,s]™! =1+ (¢ — a)T1(a) o lin-
iowych w czasie przyrostach wyznaczaja zerowe stopy rzedow wyzszych
niz pierwszy. Jest to, identycznie jak w analogicznym przypadku dla
reprezentacji dolnej Newtona, procent prosty o stopie zwrotu okreslone;j
w chwili a. Inny z przypadkéw okreSlony jednym parametrem, czyli
ciag 71(a) =T = const., To(a) = T2, T3(a) =72, ... to znowu staly pro-
cent w konwencji z kapitalizacja odsetek, gdy kapital w chwili ¢ zadany
jest funkcja

1
(54) 1) = e )
Poréwnanie przyktadéw opisanych formutami (4.5) i (5.4) prowadzi do
popularnej zalezno$ci pomiedzy tzw. stopa procentowa r i dyskontowa
T=15
I tym razem, rozszerzajac na zbioér ciagly dziedzine czasowa, mozemy
opisa¢ (sposrod krzywych drugiego rzedu) krzywa najlepiej dopasowang
do analizowanego juz kapitalowego procesu wykladniczego. Poréw-
nanie proceséw drugiego rzedu w reprezentacjach Bernoulliego i gérnej
Newtona prowadzi do réwnan okreslajacych zwiazki pomiedzy stopami
(poprawne jedynie przy aproksymacji ograniczonej do wielomianéow
kwadratowych) r1(0) = 71(0) + 172(0), oraz r5(0) = 72(0), co w wyniku
daje nastepujaca pare parametréw opisu procesu kapitatowego w reprezen-
tacji gornej Newtona: 71 = —0,0181 i 7, = 0,1195. Tym razem stopa
procentowa pierwszego rzedu z gory, najlepiej przyblizajaca wzrost o
20 procentowej stopie rocznej w konwencji kapitalizacji cigglej, okazuje
sie wrecz ujemna)

6. WSPOLNE CECHY REPREZENTACJI ALGEBRY STOPY

Przegladajac kolejne wzory wystepujace w ostatnich trzech rozdzi-
alach mozemy wypisa¢ zwiagzki wystepujace pomiedzy réznymi klasy-
cznymi realizacjami algebry stopy. Dla tego celu oznaczmy przedstaw-
ienia dowolnego operatora p w reprezentacjach Bernoulliego, dolne]
Newtona i gornej Newtona odpowiednio przez py, p i P-

Dla operatora dyskontujacego kapitat do wartosci w chwili @ mamy

[r,s]a = [r,s] = [r, 5]
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gdzie pierwsza z réwnosci dotyczy jedynie punktéw, ktére odpowiadaja
dyskretnej dziedzinie czasowej reprezentacji Newtona. Powyzsze réwnosci
mozemy wyrazi¢ operatorem stopy r przedstawionym w odpowiednich
reprezentacjach.. Na podstawie wzorow (3.5), (4.4) i (2.1) otrzymamy,

ze
1

(1 _ f)t—a

dla dowolnych chwil ¢ i a, czyli dowolnych poteg operatoréw dyskon-
towania w jednostce czasowej: e, (1+r)i(1—T)"'. Gdy rozwazymy
infinitezymalne zmiany polozenia punktu opisywanego zmienng catkow-
itoliczbowa t wystepujaca w reprezentacjach Newtona, wtedy zroézniczkowanie
po czasie t powyzszej formuly prowadzi do zaleznosci pomiedzy stopa
rozniczkows z reprezentacji Bernoulliego, a komutatorem [r, s| w reprezen-
tacjach Newtona, ktore przedstawiaja tozsamosci (5.2) zamieszczone w
opracowaniu |7].

Wyjasnienia dotyczace réznych skal czasowych, poczynione przy opisie
reprezentacji Bernoulliego, przenosza sie¢ bez zmian na reprezentacje
dolng i gérng Newtona.

Na uwage zashuguje fakt, ze wszystkie trzy klasyczne reprezentacje
algebry stopy prowadza do aproksymacji proceséw kapitatowych odmi-
ennymi rodzinami wielomianéw zmiennej ¢t. We wszystkich reprezen-
tacjach zachodzi izomorfizm pomiedzy ciggiem stop kolejnych rzedow
r = (r1,72,...) w dowolnej z chwil a dziedziny czasowej a ksztaltem
zmian kapitatowych na catej dziedzinie, okreslonych operatorem dyskon-
tujacym [r,s], izomorfizm zadany odwzorowaniem

e(t—a) rg _ (1 + I)t—a —

(6.1) s =) =
k=0

gdzie wspolezynniki ciagu ¢ = (¢1, @9, ...) sa niezaleznymi od ksz-
taltu ewolucji czasowe] kapitatu liczbami, zaleznymi jedynie od wyboru
reprezentacji, w powyzszej sumie przyjmujemy z definicji pgrg = 1,
wiec [r,s] ! mozemy formalnie traktowaé jako iloczyn skalarny ¢ -r w
nieskoriczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych (takie przestrze-
nie nazywamy przestrzeniami Hilberta). Z wtasnosci (6.1) wynika, ze
jesli kapital f(a) podzielimy na dowolne dwie czesci (zwigzane z odmi-
enng kapitalizacja, a wiec réznymi stopami zwrotu) f(a) = fi(a) +
fa(a) = 71f(a) +12f(a), gdzie wagi podziatu 7, + 2 = 1 moga by¢
liczbami ujemnymi, to czynnik dyskontowy tacznego kapitatu, bedacy
sumg wazong czynnikéw dyskontowych kazdej z czeSci kapitalowych,
jest izomorficzny stopie bedacej suma wazona stop kazdej z czesci

FO) =[r,s]7 f(a) = ¢ -7 f(a) = f1(t) + fo(t) = [r,8]7 7S (a)+
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+[r, 8]y M2 f(a) = ¢ - (N7 +7er2) fla)
czyli
Toyrdye = V171 + Y272

Stopy (wektory) w dowolnej reprezentacji zachowuja si¢ w sposéb ad-
dytywny (wypadkowa stopg k-tego rzedu jest suma wazona stop tego
samego rzedu), co stanowi niezwykle porzadana wlasnosé skracajaca
obliczenia finansowe do tego stopnia, ze wykorzystuje sie ja na codzien
nie zwazajac, ze stosowane powszechnie definicje stop procentowych
wlasnosci tej nie posiadaja, zob.[8].

Przy zmierzajacych do zera odleglosciach pomiedzy kolejnymi chwil-
ami czasowymi granicg obydwu reprezentacji Newtona jest reprezen-
tacja Bernoulliego [7].

Zastosowania formalizmu algebry stopy sg wyjatkowo rozlegte. Mozna
dla przyktadu rozwazy¢ wszystkie rodzaje kredytow jako funkcjonaly
okre$lone na algebrze stopy, za$ o wartoSciach w dziedzinie liczbowe;].
Takie spojrzenie na kredyt daje dwojakie korzysci. Prowadzi do al-
gebraicznej klasyfikacji kredytow [12], pozwalajacej na ,odkrywanie”
nowych, niepraktykowanych, a prawdopodobnie atrakcyjnych technik
finansowych. Wiaze takze rozne, tradycyjnie odlegte techniki kredy-
towania w dwoiste pary (np. nominalnie stala renta wieczysta vs obli-
gacje nie datowane), ktorym towarzysza de facto jednakowe wzory ich
rachunkowego opisu [12], sformutowane w wariantach odpowiednich dla
wybranej reprezentacji algebry stopy.

7. UWAGI KONCOWE

We wszystkich trzech reprezentacjach klasycznych generator s jest
w algebrze stopy elementem prawym odwrotnym do operatora r, co
zapisujemy symbolicznie w postaci réwnosci (3.2). Dzieki postulowa-
niu tej tozsamosci dla okreslenia konkretnej klasycznej (niestochasty-
cznej) reprezentacji algebry stopy wystarcza podanie jedynie realizacji
generatora r (przyklad reprezentacji stochastycznej algebry stopy, w
ktorej operator r ma postac taka jak w reprezentacji Bernoulliego, lecz
s jest zdefiniowany odmiennie, zostanie omoéwiony w odrebnym teks-
cie). Posta¢ operatora s mozna znalezé rozwiazujac warunek (3.2),
co czyni nazwe algebra stopy adekwatng dla tej sytuacji. Metoda taka
jest recepta na znalezienie innych reprezentacji algebry §wiata finansow.
Tak wiec algebre stopy mozemy zdefiniowaé jako algebre Heisenberga-
Weyla, spelniajaca dodatkowo postulat (3.2). Gdy potrafimy efek-
tywnie realizowa¢ dowolng ilo$¢ zlozen operacji r wyznaczania stopy
zwrotu, jednokrotng operacje s okre§lania przyrostu kapitalu i znamy
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odpowiednik reguty Cauchy’ego, to taka reprezentacje algebry stopy
mozemy nazywaé reprezentacjq efektywng. Nazwe ta usprawiedliwia
spostrzezenie iz, niezaleznie od tego jak egzotycznymi w stosunku do
ich klasycznych odpowiednikéw okazuja sie realizacje operacji r i s,
mozemy obliczy¢ wyniki dowolnych procedur rachunkowych, prowad-
zonych w reprezentacji spelniajacej powyzsze warunki. Abstrahujac
od kontekstéw historycznych, dotyczacych odkrycia przytoczonych w
te] pracy wzorow, reprezentacjami klasycznymi nazwiemy reprezen-
tacje efektywne, ktorych komutator (operacja dyskontowania) polega
na mnozeniu funkcji kapitatu przez tzw. czynnik dyskontowy U(a,t),
posiadajacy wlasnoéé sktadania rezolwenty réwnania rézniczkowego lin-
iowego, czyliU(a, t)U(t,t') = U(a,t'), zob. [7]. W reprezentacji Bernoul-
liego operacja komutatora polega na mnozeniu przez czynnik U(a,t) =
eli 47m(7) W reprezentacjach dolnej i goérnej Newtona mamy odpowied-
nio U(a,t) = 1'% (1+r,(r) ', oraz Ula,) = [[.}, (1 —F1(r)).
Wszystkie wymienione tu przedstawienia spetniajg wlasnos¢ rezolwenty.
Kontynuacja tego opracowania bedzie poswiecona nowym, atrakcyjnym
finansowo, nieklasycznym reprezentacjom efektywnym algebry stopy.

DODATEK

Ponizszy tekst przedstawia wydruk programu napisanego w jezyku
Mathematica, generujacego zamieszczony w tekscie rysunek, oraz stopy
procentowe dwdch pierwszych rzedéw, oméwione w opisie rysunku.

a=0; b=10; r = .2;
ModelFunction[x_] := Expl[r(x - a)]

TaylorFunction[x_, ri_, r2_] := 1 + ri(x - a) +
(1/2) r2 (x - a)"2

procedure[function_] := Module[{temp,rl,r2,minimum},
rl := (temp/.Solve[ModelFunction[b] ==
function[b,temp, r2], templ) [[1]1];
r2 = r2/.(FindMinimum[
Integrate[(ModelFunction[x] -
function[x, rl, r2])"2,{x,a, bl}]l,
{r2,{-1,5}}1) [[2]1];
Plot[{ModelFunction[x],function[x,rl,r2],
1+(ModelFunction[b]-1) (x-a)/(b-a)},{x,a,b},
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PlotPoints -> 500,

PlotStyle -> {{GrayLevel[0],Dashing[{0.01}1},
{GrayLevel[0] ,Dashing[{0.0}]1},

{GrayLevel[0] ,Dashing[{.005}]1}}];

{r1,r2} ]

procedure [TaylorFunction]

23
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STRESZCZENIE. Autor analizuje podstawowg dla matematyki fi-
nansowej strukture algebraiczna, ktérej wyrazenia symboliczne obe-
jmuja wszelkie operacje kapitatowe. Jej trzy znane od stuleci reprezen-
tacje zawieraja popularne zaleznoSci pomiedzy réznymi typami
stop procentowych. Przedstawione sg §ciste formutly dla wyznacza-
nia multiplikatywnych czynnikéw dyskontowych. Proponowane
ciagi stoép procentowych kolejnych rzedéw umozliwiaja dowolnie
dokladnie modelowanie przebiegdéw proceséw kapitatowych, pozwala-
jac jednocze$nie w réznych konwencjach, czyli réznych reprezentac-
jach algebry stopy, przeliczaé operacje kapitatowe.
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