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1. WSTEP

Niniejszy tekst stanowi kontynuacje opracowania 2| omawiajacego
algebre stopy, czyli posiadajacag fundamentalne znaczenie strukture for-
malng. Jej klasyczne realizacje (zwane przez matematykow reprezen-
tacjami) obejmuja pelny zakres praktycznie uzywanych zastosowan fi-
nansowych stopy procentowej. Jednoczesnie realizacje te stanowig pokazny
zestaw narzedzi badawczych stuzacych w zastosowaniach analizy matem-
atycznej. Przypomnijmy, ze obejmujaca wszelkie operacje obliczen fi-
nansowych algebre stopy tworzy zbiér generowany przez dwie operacje
r i s takie, ze [r,[r,s]] = [s, [r,s]] = 0 (wlasnosci algebry Heisenberga-
Weyla). Operator r stuzy do wyznaczenia biezacej stopy wzrostu kap-
italu, a operacja s pozwala, w oparciu o znajomos$¢ stopy, okresli¢
catkowity przyrost kapitalu w dtuzszych okresach czasu. Komutator
[r,s] :==ros —sor jest operacja polegajaca na odjeciu wyniku otrzy-
manego przez przeprowadzenie operacji r, a potem s, od wyniku z
wykonanych kolejno operacji s, a po niej r. Element algebry stopy [r, s
ma podstawowe znaczenie w finansach, gdyz w dotychczas omawianych
reprezentacjach okazywal sie byé¢ operatorem mnozenia wartosci kapi-
tatlu przez czynnik dyskontujacy ta kwote do ustalonej chwili czasowe;.
Proponowana nizej reprezentacja algebry stopy, mimo zastosowania
w jej opisie klasycznego ukladu wielomianéw ortogonalnych, nie jest
jeszcze wykorzystywana. Jednak jej izomorfizm (na poziomie operacji
algebraicznych) z popularnymi reprezentacjami klasycznymi powinien
by¢ dostatecznym powodem zwr6cenia na ten rachunek szczegdlnej
uwagi. Posiadamy formalnie poprawna i interpretacyjnie sp6jng stochasty-
czng reprezentacje struktury, ktorej algebra postugujemy sie, mniej
czy bardziej §wiadomie, od stuleci. Poznajmy ta realizacje, by moc
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adoptowa¢ ogrom wykorzystywanych modeli matematyki finansowej na
dziedzine probleméw ryzykownych i niepewnych.

2. REPREZENTACJA (GAUSSA

Zajmiemy sie formalizmem badania proceséw kapitatowych dla ktoérych
istotny w przebiegu procesu moment 1 jest okreSlony nieprecyzyjnie.
Owa chwila moze by¢ opisywana zmienng losowa o rozkladzie praw-
dopodobienstwa posiadajacego obiektywny, lub subiektywny charakter.
Przyktadowo z taka sytuacja spotykamy sie podczas realizacji ptat-
noéci, gdy moment wykonania platnosci n, w zaleznosci od warunkow
okreslonych czynnikami losowymi, fluktuuje wokot pewnej oczekiwane;j
chwili a, zas wielko$¢ samych fluktuacji o zalezy od czynnikow specy-
ficznych dla transakcji. Moment rozpoczecia typowej inwestycji ma
takze podobng wlasnos¢ — stopieri wdrozenia inwestycji w funkcji czasu
t mozna, po wyborze odpowiedniej skali czasowej, opisa¢ dystrybuanta
standaryzowanego rozktadu normalnego, noszaca nazwe funkcji Laplace’a
L(n) [3]- Zaproponowane nizej narzedzie rachunkowe moze stanowic
punkt wyjscia dla opracowania metod poréwnywania wartosci instru-
mentéw finansowych o niezdeterminowanych okresach realizacji. Z
sytuacja, gdy nie znamy ostatecznego terminu naszej rezygnacji z dostate-
cznie plynnej formy kapitalowej (gdyz zawsze mozemy dostrzec co$
bardziej atrakcyjnego), bedziemy sie coraz czesciej spotyka¢ dzieki coraz
sprawniejszym technologiom gromadzenia, przekazywania i analizy in-
formacji.

Przyjmiemy naturalny model matematyczny pozwalajacy mierzyé
konsekwencje zalozenia o czasowej przypadkowosci procesu. W tym
popularnym modelu czasowa zmienna losowa 7 ma rozktad normalny,
tzn. model uwzglednia r6zne wartosci jakie moze przybiera¢ n z waga

(miara) dM, ()

1 _(—a)?
2

dM, (1) = e 7 dn

2ro

okreslona na dziedzinie rzeczywistej (n € R). Jak zwykle wartosci
oczekiwane dowolnych funkeji f(7n) bedziemy oznaczac¢ symbolem E[f(n)],
czyli

B = [ Mool f) = —— [ dnfnye

oo 210 J o
Dla wygody stosowanej w dalszym tekscie notacji operatorowej przyjeliSmy
konwencje wypisywania r6zniczki dn bezposrednio po znaku dotyczacej
jej calki. Ustalenie miary bedacej rozkltadem normalnym wyr6znia
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miejsce na dziedzinie zmiennej losowej 1 (réwne wartosci pierwszego
momentu rozkladu, czyli a) oraz jednostke czasowg o. Dokonajmy
translacji i przeskalowania dziedziny czasowej uwzgledniajacych ten
naturalny uktad odniesienia. Po transformacji ¢t — a + o - ¢ zmi-
enna losowa 7 bedzie opisywana standaryzowanym rozktadem normal-
nym dL(n) := dMy1(n). Przeksztalcajac konicowe wyniki za pomoca
podstawienia odwrotnego ¢ — th“ otrzymamy interesujace nas wzory,
obowigzujace w sytuacji dowolnego sposobu opisu wspoélrzednej cza-
sowe;j.

Ze wzgledu na potrzebe zachowania koresponrencji pomiedzy tu kon-
struowang reprezentacja a reprezentancja Bernoulliego zalozymy, ze op-
eracja stopy ksztaltujacej obraz zmian kapitalowych jest realizowana
przez pochodng kapitatu, czyli

Taki wybor przedstawienia operatora r algebry stopy niesie najbardziej
precyzyjng informacje o chwilowych przyrostach kapitatowych, co ze
wzgledu na potrzebe precyzyjnego badania omawianych tu proceséw
wydaje sie wysoce pozadane. Operator przyrostu kapitalowego wzorowany
na reprezentacji Bernoulliego s = f: dr nie dostarcza obecnie pelnej
informacji o wartosci kapitalu, bowiem chwila 7, do ktorej zamierzamy
dyskontowaé kapital, jest teraz zmienng losows. Gdy, dla przyktadu,
rozwazymy umowe transakcji zachodzacej w momencie 7, ktoéra okresla
kwote transakcji nominalnie, to wtedy, z powodu uwzglednienia charak-
teryzujacych kapital stop procentowych, oczekiwana warto$¢ realna
transakcji nie pokrywa sie z jej kwota nominalng. Dlatego stosowna
bedzie modyfikacja operatora przyrostu kapitalowego w postaci

sf(t):/_ZdL(n) Athf(T):E[[]thf(T)} :E[/Otndff(wn)}

co W notacji operatorowej zapiszemy nastepujaco

t
s:E/ dr
n

Zbior tak zdefiniowanych operacji r i s, z dziataniami polegajacymi na
sktadaniu tych operatoréw (dalej oznaczanym symbolem o), dodawa-
niu, czy mnozeniu przez liczby, bedziemy dalej nazywaé reprezentacjg
Gaussa algebry stopy.
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3. ZLOZENIA OPERACJIT IS

W klasycznych reprezentacjach algebry stopy, patrz [2]|, operator s
byl zawsze operatorem prawym odwrotnym do r, czyli (r os)f(t) =
f(t) dla dowolnej funkcji gtadkiej f(¢). Obecnie wlasnosé ta jest takze
spelniona, bowiem

wos)f(0) = 58 [ ar () = B = 50

Wyznaczajac wynik dzialania komutatora r i s , czyli wielkosci [r, s] =
ros —sor, na funkcje kapitatows, otrzymamy

t
r.5170) = 70— 5 [ ar L0
. T
gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z definicji stopy rézniczkowej pierwszego
rzedu r(t) [2]. Komutator pozostaje wiec nadal, tak jak w przypadku
reprezentacji klasycznych [2], operacja dyskontowania do chwili 0 (przy-
padek standaryzowanego rozkladu normalnego), a po przywroceniu
pierwotnych wspotrzednych czasowych do chwili a (dowolny przypadek
z rozkladem normalnym o $rodku w a). Jednak nie polega juz ona na
pomnozeniu funkcji f(t) przez czynnik dyskontowy elt 47m(7) Wynik
nalezy jeszcze usredni¢ po zmiennej losowej 7. USredniony czynnik
dyskontowy nie spelnia prawa sktadania charakterystycznego dla re-
zolwent réwnan rézniczkowych zwyczajnych [2] (jednak prawdziwego
w granicy 0 — 0, gdyz wtedy rozklad normalny zmierza do dystry-
bucji 6 Diraca [3]) , czyli

d a0 ; T - s drari(T2
/thI,U(T]) eftz’ armim ?é /thz,U(é-) efts anmin) /thhU(g) eftzd (72)

= E[f(n)] = Blel" O] £(2)

Dlatego reprezentacja Gaussa nalezy do nieklasycznych reprezenracji
stopy zwrotu.

4. WIELOMIANY HERMITA n!s"1

Konstrukcja odpowiednika formuty Cauchy’ego [2] dla reprezentacji
Gaussa, tak jak dla reprezentacji klasycznych opiera sie na wlasnos-
ciach n-krotnego wykonania operacji s na funkcji statej (np. réwnej

1)

t 1 Tn—1
(41) s"l = E/ dTl/ dT2 .. / dTn
m n2 Mn

Dla prostoty notacji przyjeto konwencje w ktorej operator E usrednia
po wszystkich zmiennych losowych 7, o standaryzowanych rozktadach
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normalnych. Przyjmiemy takze, ze s°1 = 1. W Dodatku zamieszc-
zonym na koricu opracowania zostalo wykazane, ze rodzina funkcji
{n!s"1} jest dobrze znanym matematykom zbiorem wielomiandw Her-
mita o wielu zbadanych i interesujacych wtasno$ciach, patrz np.[4].
Kilka uzytecznych tozsamosci wykorzystywanych w dalszych cze$ciach
artykutu zostanie przedstawionych w biezacym paragrafie. Dla omaw-
ianych zastosowan wygodnie jest przyja¢ nastepujaca definicje wielo-
mianu Hermita n-tego stopnia

(4.2) H,(t) == E[(t +n)"]

gdzie i = \/—1. Przedstwienie takie mozna znalezé np. w tablicach
funkcji [5]. Nieparzyste momenty standaryzowanego rozktadu normal-
nego sa zerowe, wiec wartoéci liczbowe wielomianéw na dowolnej licz-
bie rzeczywistej ¢ sa takze rzeczywiste. Caltkujac strony definicji (4.1)
otrzymamy jej rekurencyjny odpowiednik

(4.3) Ho(t)=n-sHy () =n-E / e H, ()

z warunkiem poczatkowym Hy(t) = 1. Takze bezposrednio z definicji
latwo zauwazy¢, ze funkcje H,(t) sa wielomianami n-tego stopnia zmi-
ennej t o wspélczynniku przy najwyzszej potedze ¢ rownym 1 (takie
wielomiany noszg nazwe wielomiandw monicznych [4]). Roézniczkowy
wariant wzoru (4.3) jest nastepujacy

(4.4) r H,(t) = %"t(t) —nH, (1)

Formuly (4.3) i (4.4) posiadaja taka sama postac jak wzory na caltkowanie
i rozniczkowanie jednomianéw (n!s"1)g,. .. =", czyli funkcji n!s"1
w reprezentacji Bernoulliego, czy analogiczne wzory na odpowiednie
sumy i réznice w reprezentacjach Newtona. Wykorzystujac dwumian
Newtona i wzor na wartos$¢ parzystego momentu rozktadu normalnego
zamieszczony w Dodatku mozemy wypisa¢ jawng postaé wspodlczyn-
nikéw wielomianu Hermita, mamy bowiem

|5] . )
Ho(t) = B[t +in)] = B) ( 2% ) (=) 2 =

[_
B

|

o

=0
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Symbol L%J oznacza najwigksza liczbe naturalng nie wigksza od %
Latwo teraz zauwazy¢, ze wielomiany o parzystych indeksach Hy,(t) sa
funkcjami parzystymi, a o indeksach nieparzystych Ho,1(t) — funke-
jami nieparzystymi. Wspotczynniki przy kolejnych nieznikajacych pote-
gach zmiennej ¢ majg przeciwne znaki.

Powyzsza formute mozemy odczyta¢ jako wzor wigzacy reprezentacje
Gaussa algebry stopy z jej reprezentacja Bernoulliego

3
(45) (Snl)Gauss = Z m (Sn_2k1)Bernoulli

k=0

5. FUNKCJA TWORZACA

Poniewaz dla dowolnej zmiennej urojonej x zachodzi nastepujacy
cigg rownosci

o0 o0 1
f”_Hn =EY  —(x(t+in)" — E[ete5+y +mw]:
n n
n=0 n=0
2
5.1 = el % dne=2(1-i®)” — gto—f _ x,t
6.1) = ¥(z,1)

wiec wygodnie jest znajdowa¢ wielomiany Hermita za pomoca rozwinie-
cia funkcji tworzacej ¢ (x,t) w szereg Taylora. Korzystamy wowczas ze
WZzOoTru

d"(z,t)

Ha(t) = dx™

=0
Powyzszg formule mozemy wypisa¢ w nieco odmiennej postaci

Hn(t) = 7(1 w(.T,t) = et? d 6_% = e% d 6_% =
dz™ z=0 da” z=0 dz" z2=—t
n -1 d"
(5.2) = (=)L) g5 L)

zwanej wzorem Rodriguesa dla wielomianow Hermita [4].

Wykorzystamy funkcje 1(z,t) dla wykazania zalezno$ci pomiedzy
wielomianami Hermita. Roézniczkujac ja po parametrze x otrzymamy
nastepujace rOwnanie

9 hat) = (t—2) - p(a,b)

(5.3) -
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Zastepujac w roéwnaniu (5.3) 9(x,t) odpowiednim szeregiem Taylora
wzgledem zmiennej x i poréwnujac wyrazenia stojace przy jednakowych
potegach tej zmiennej otrzymamy nastepujacy ciag rownosci

Hy1(t) = t Ho(t) — n Hyy (2)

dla ktorego warunki poczatkowe znamy, gdyz wiedza o stopniu wielomi-
anu i wspo6tczynniku przy wiodacej potedze zmiennej ¢ jest wystarcza-
jaca, aby wypisa¢ dwa wielomiany Hermita najnizszych stopni Hy(t) =
1 oraz Hi(t) = t. Wzor ten moze postuzy¢ do generowania kolejnych
wielomianéw Hermita. Wielomiany kilku nastepnych stopni wypisane
S3 ponizej.

= -1
= ¢* -3t
= t*—6t2+3

P —1083 +15¢

0 —15¢* +45¢2 - 15

T —21¢° +105¢® — 105¢

18 — 280 +210¢t* — 420t + 105
Hy(t) = ¢°—36t"+ 378t —1260t> 4+ 945¢

EEEEEEE

(?)
(t)
(t)
(t)
(t)
(t)
(?)

Poréwnanie szeregoéw Taylora funkcji tworzacej 1(x,t) wystepujacej
w réwnaniu rézniczkowym

0
5% (z,t) =z -(z,1)

prowadzi do réwnosci (4.4).

6. PRZESTRZEN HILBERTA

Obliczajac wartosé oczekiwang iloczynu funkcji tworzacych wzietych
dla dowolnych dwoch wartosci parametru formalnego = otrzymamy

2 2 2

1 = B T TN eI
E[Qﬁ(x,ﬂ)w(y,n)]:\/—z_ﬁ/ dne =S Anetny—sytay

ey o _(n—z—y)? .
= 2 / d’]” [ 2 = ew Y
V2Tl J —o00

Znowu mozemy poréwnaé stosowne szeregi Taylora, tym razem dla
pierwszego i ostatniego wyrazenia w powyzszym ciggu rownosci

= 1 =1
S7 < BlHa(n) - Ha(m)a™y” = 30— amy"

m!n! !
m,n=0 n=0
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Rownosé wielomianéw implikuje réwnosé okreslajacych je wspotczyn-
nikéw, wiec prawdziwymi muszg by¢ nastepujace tozsamosci

(6.1) E [H%) . H&g)] —0

dla wszystkich par m # n oraz

(6.2) E [H&g) - H%)] —1

dla wszystkich n. W ten sposéb dochodzimy do wniosku o charak-
terze geometrycznym, ze wielomiany postaci H"?:,) rozwazane 7z waga
standaryzowanego rozktadu normalnego tworza system funkcji ortonor-
malnych (tzn. prostopadtych w znaczeniu wlasnosci (6.1) i unormowanych
do jednosci w znaczeniu wlasnosci (6.2)). System ten jest baza przestrzeni
Hilberta Hg [4]. Przestrzen Hp jest wyposazonym w operacje iloczynu
skalarnego E[f1(n) - f2(n)] zbiorem funkcji mierzalnych f(t), czyli ta-
kich, dla ktorych E[|f(n)?] < oco. Poniewaz zagadnienie momentow
rozkladu normalnego jest dobrze okreslone (patrz Dodatek), wiec z
twierdzenia Riesza [4] wynika, ze uktad {s™1} jest zupelny, to znaczy
kazda funkcja f(t) nalezaca do Hr musi znika¢ na calej dziedzinie,
gdy znika jej iloczyn skalarny z dowolnym elementem s"1 ukladu (czyli

"

N\
RN
0

N
A

o
M/ I A’A

-0.4}
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Wykresy funkcji Hermita %ﬁ”% dla dziewieciu poczatkowych
wielomian6w Hermita obrazuja skorygowany miarg rozktadu normal-
nego obszar zmiennosci tych wielomianéw. Autor nie przedstawit wykresu
funkcji Hermita dla wielomianu o numerze n = 0. Kazdy zaintere-
sowany moze go odnalezé na znajdujacym sie w obiegu banknocie
dziesieciomarkowym. Z uwagi na wspomniane wyzej symetrie wielomi-
anow przedstawiona zostala jedynie dodatnia czesé argumentow funkeji
Hermita. Numer wybranego wielomianu tatwo odczyta¢ z wykresu
wiedzac, ze wielomiany Hermita maja wszystkie zera rzeczywiste i
jednokrotne. Sposrod wlasnosci wielomianéw Hermita warto jeszcze
wymieni¢ znikanie dla wszystkich indekséw naturalnych sredniej wartosci
wielomianéw E[H,(n)], wykazane przy okazji dowodu zamieszczonego
w Dodatku. Oczywiscie zachodzi réwnos¢ E[Hy(n)] = 1.

7. WLASNOSC SPLOTU WIELOMIANOW HERMITA

Rozwazmy odwzorowanie e : Hp X Hp — Hpg postaci
t
f@-g@::hﬂﬂmu—t+mhﬁ=E/ﬂhﬂﬂg@—T+m
n

W przypadku klasycznych reprezentacji algebry stopy (n = 0) powyzsze
wyrazenie nalezy zastapié¢ splotem funkcji (reprezentacja Bernoulliego),
badZ splotem ciagéw (reprezentacje Newtona) na odcinku [0,¢]. W
omawianej tu reprezentacji Gaussa wartos¢ calki-splotu jest dodatkowo
uSredniona w jej dolnej granicy. Rozpisanie stosownych wyrazen pozwala
wykaza¢ przemiennosé (f(t) e g(t) = g(t) e f(t)) oraz rozdzielnos¢ do-
dawania ((f(t) + g(t))eh(t) = f(t)eh(t)+g(t) eh(t)) dla usrednionego
splotu e. Wyliczymy warto$¢ splotu dwéch wielomianéw Hermita.
W tym celu, podobnie jak wyzej, znajdziemy splot funkcji tworza-
cych wielomianéw Hermita, by potem odszuka¢ wspoélczynniki przy
odpowiedniej potegach parametrow formalnych funkcji tworzacej. Mamy

t 22 )
n

1 _a?4y? tex . t- T
= e” 2 (e""E[e"Y] — e"YE[e""))
r—y
Korzystajac z postaci funkcji tworzacej momentéw rozktadu normal-
nego (zamieszczonej w Dodatku) otrzymamy

e — e y(at) — (y,t)
(7.1) P(z,t) @ P(y,t) = o - z—y
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Poniewaz z definicji funkcji tworzacej wielomianéw Hermita wynika, ze

k
Y(x,t) — Yy, 1) ZOO gkt — gt Zoo k1 Z h—
— % S ]_ = S 1 .Tmy m
=y k= ‘Y k:O( )m—o

wiec poréwnujac wyrazenia przy z™y"™ po obydwu stronach réwnosci
(7.1) otrzymujemy, ze
Hm(t) ° Hn(t) _ Hm+n+1(t)

2 =
(7.2) m! n! (m+n+1)!

Jezeli zastapimy wielomiany Hermita Hy,(¢) jednomianami t* (reprezen-
tacja Bernoulliego) badz symbolami Pochhammera przyrastajacej potegi
tk, czy ubywajacej t£ (reprezentacje Newtona) i odpowiednio skorygu-
jemy operacje splotu, to wlasnosé (7.2) pozostanie spelniona. Tak wiec
dla wszystkich rozwazanych dotychczas reprezentacji alebry stopy za-
chodzi tozsamosé

(7.3) (s™1)(t) o (s"1)(t) = (s™"1)(1)
Zapiszmy formute (7.3) tak, by uwypuklié¢ jej istotng ceche

H(t) | Hilt) _ o Fl)
k! n o I

Korzystajac z zupetnosci uktadu wielomiané6w Hermita mozemy wielo-

mian % wystepujacy we wzorze (7.4) zastapi¢ dowolng funkcja, co

prowadzi do formuty wielokrotnego catkowania typu Cauchy’ego, ktorej

klasyczne analogony rozwazano w pracy [2]

0 :E/nth Hy(t —k!7+77) £(r)

Formuta Cauchy’ego okazuje sie jedynie specyficznym zapisem wtlas-
noéci (7.3) splotu wielomianéw s¥1. Reprezentacje algebry stopy, w
ktorych operator przyrostu kapitatowego s jest tak okreslony, ze spet-
nia wlasno$¢ (7.3) bedziemy nazywaé reprezentacjami Mikusiniskiego.
Przyczyny przyjecia tej nazwy podane sa w paragrafie 13.

(7.4)

8. OPERACJA DYSKONTOWANIA [r,s]™}

Przypomnijmy tozsamo$¢ teleskopowa 2], znang z metody sumowa-
nia postepu geometrycznego

m m
Zsko[r,s]ork:Zsko(l—sor)ork:1—Sm+1orm+1
k=0 k=0
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Po podstawieniu w powyzszym rownaniu definicji operatoréow r i s
specyficznych dla reprezentacji Gaussa i zapisaniu wynikow dziatania
obydwoch stron réwnania na dowolna funkcje f(¢) (odpowiednia ilo§é
razy rozniczkowalna) otrzymamy

80 3 B0 = 3 2D sy = gy — s ey

k=0

gdzie f*)(n) standardowo oznacza k-ta pochodna funkcji f(t) w punkcie
t = n. Operator [r,s]™! jest (z definicji) odwrotnoscia operatora [r, s]

[r,s]o[r,s]”' =[r,s] 'o[r,s] =1

czyli f(t) = [r,s]7'E[f(n)] , wiec [r,s]™! pozwala odtworzy¢, na pod-
stawie pelnej informacji o usrednionej funkeji kapitatu (zawierajacej jej
usrednione kolejne pochodne), wartos¢ kapitatu f(¢) w dowolnej chwili
t. Rownanie (8.1) ma nastepujaca postaé

£ = s B ) = 30 2 g0 g s e

k=0
wiec dla klasy funkcji nalezacych do przestrzeni Hg, gdy obowigzuje
odpowiednia formula Cauchy’ego (7.3), otrzymamy analogon popu-
larnego wzoru Taylora z reszta w postaci catkowej [2]

82) 10 = s Bl ) = Y 20 e Bl ()] + = e om0 1)
k=0

Zbieznosé szeregu Y -, H’“, E[f®)(n)], wynikajaca z nalezenia f(t)

do Hg, pozwala nam w sposob jawny, na podstawie wzoru (8.2) i zu-

petnosdci ortonormalnego systemu wielomianéw {H\/“g)} przedstawié

funkcje f(t) nastepujaco

83)  f(t)= HZ?) E[f®m]=> th) E[H(n) - f(n)]

k=0

9. ZAMIANA REPREZENTACJI BERNOULLIEGO NA REPREZENTACIJE
(GAUSSA

Rozwiniecie kapitatu jako funkcji czasu f(t) w szereg wzgledem wielo-
mianéw Hermita postaci (8.3) mozna otrzymac bezposrednio z rozwinie-
cia f(t) w szereg Taylora (czyli z przedstawienia funkcji f(t) jako alge-
braicznego wyrazenia wygenerowanego w ramach reprezentacji Bernoul-
liego). Wystarczy do tego umiejetno$é przedstawienia wielomianow

fl—"! = (5™1) gernowni WYStepujacych w szeregu Taylora jako kombinacji
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liniowych wielomianéw Hermita Z28 = (sn1)

p Gauss- J€Zell w przedstaw-
ionym w paragrafie 5 zestawieniu wielomianéw Hermita, lub we wzorze
(4.5), dostrzec formule transformacji (zmiany wspohrzednych) wyrazen
zapisanych w reprezentacji Gaussa w odpowiadajace im wyrazenia w

reprezentacji Bernoulliego

{Sn 1 }G’auss - {sn 1}Bernoulli

to obecnie potrzebna jest nam znajomos$¢ transformacji do niej odwrot-
nej, czyli

{Snl}Bernoulli - {snl}Gauss
W tym celu poréwnamy wspoétczynniki stojace przy 2™ w rozwinieciu
W szereg potegowy nastepujacej tozsamosci

> @™ Eln" - (s™1)(n)] = El" - (x, )] = /OO dL(E) €™ e =

—00

= E[(z +n)"]
Latwo zauwazy¢, ze jedyne rozne od zera wspotczynniki maja postaé
l
Eln™ - n—2k1 — n . E 2k — n.
)00 = (3 ) B0 = g
dlak =0,1,...,[2n]. Na podstawie powyzszego wniosku i zupelnosci
przestrzeni ‘Hg otrzymamy
o0 3]
=3 B (") )] Hult) = Y B+ (8" 1) ()] - Hyzi (1) =
m=0 k=0

nl
= e
k=0
czyli
o
n n—2k
(91) (S ]‘)Bernaulli = Z 2]9—]{/.' (S 2 1)G’auss

k=0

Zwraca uwage wyjatkowa symetria transformacji (4.5) i (9.1) pomiedzy
reprezentacjami Bernoulliego i Gaussa. Jej konsekwencjg jest niezwykle
prosty przepis na wypisanie kolejnych jednomianéw ¢" jako kombinacji
liniowych wielomianéw Hermita. W tym celu wystarczy zamieni¢ w
zestawieniu podanym w paragrafie 5 wielomiany {t"} i {H,(¢)} rolami
oraz zignorowa¢ wystepujace tam znaki minusa. W efekcie uzyskamy
nastepujace tozsamosci
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2 = Hy(t)+1

t3 = Hj(t) + 3 H(t)

t* = Hy(t) + 6 Hy(t) + 3

t° = Hs(t)+ 10 H3(t) + 15 Hy(t)

% = Hg(t) + 15 Hy(t) + 45 Ho(t) + 15

t" = Hy;(t) + 21 H5(t) + 105 Hs(t) + 105 H,(t)

t8 = Hg(t) + 28 Hg(t) + 210 Hy(t) + 420 Hy(t) + 105

t9 = Hy(t) + 36 Hy(t) + 378 Hs(t) + 1260 Hj(t) + 945 Hy(t)

Autor nie zna bardziej efektownego przyktadu na natychmiastowe odwroce-
nie nietrywialnej macierzy o dowolnej ilosci wymiarow.

10. STATYSTYCZNY POMIAR POCHODNYCH
Warto zatrzymac sie w tym miejscu, by wyciagna¢ wnioski z rownosci

(10.1) E[f™(n)] = E[Hmu(n) - f(n)]

ktorag mozna otrzymac wyznaczajac wartosé¢ oczekiwang iloczynu wielo-
mianu H,,(n) i funkcji f(n) zadanej wzorem (8.3). Lewa strona row-
nania (10.1) jest usredniona po standaryzowanym rozkladzie normal-
nym m-t3 pochodna funkeji f(¢). Gdy drugi moment rozkladu Gaussa
zmierza do zera (¢ — 0), sam rozklad zbiega do dystrybucji 6-Diraca
[4], wiec E[f™(n)] — f™(0). Wybierajac rézne pierwsze momenty
rozktadu normalnego otrzymamy wartosci m-tych pochodnych funkcji
f™)(a) w dowolnych punktach a. Tozsamo$¢ (10.1) pozwala statystykowi
wyznacza¢ pochodne funkcji odtwarzanej na podstawie danych em-
pirycznych przez pomiar wartosci redniej iloczynoéw funkcji z odpowied-
nim wielomianem Hermita. Wzér (10.1) posiada istotne znaczenie
praktyczne w zwiazku z bezpo$rednimi zastosowaniami wielomianéw
Hermita. Przedstawione wyzej zestawienie kolejnych wielomianéw moze
by¢ traktowane jako tablica wspotczynnikéw potrzebnych do statysty-
cznego wyznaczania pochodnych funkcji.
Wynikajaca z rownosci (10.1) i (4.2) formuta

E[f™m)] = E[f(m)- (m +in)"]

przypomina nieco wzér Cauchy’ego na n-tg pochodng funkcji anality-
cznej [10]

(10.2) ()

n!

7{} a2 f(2) - (2 — 2) ™!

jednak wzor (10.2) jest nieprzydatny dla okreslenia metody pomiaru
pochodnych funkcji.

9mi
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11. CIAG STOP GAUSSOWSKICH

Analogicznie do konstrukcji zastosowanych w przypadkach reprezen-
tacji klasycznych algebry stopy 2] zdefiniujmy stope gaussowska n-tego
rzedu r, robwnaniem

(11.1) - BLf(n)] = E[f™ (n)]
Szereg (8.3) moZemy zapisaé nastepujaco
) = 3 2y oy = 3 D)

Formuta (9.1) przejscia z reprezentacji Bernoulliego do reprezentacji
Gaussa pozwala wyrazi¢ stope gaussowska n-tego rzedu jako kombi-
nacje liniowa stop rézniczkowych rg, rzedéw nie nizszych niz n-ty (k >
n)
. _ BU™ )] _ E[H(n)- f(n)] _
n = =
[ (m)] E[f(n)]

n+2k

n Td(n+2k

W przypadku gdy kapital zmienia si¢ wykltadniczo w czasie w opisie
reprezentacji Bernoulliego zgodnie ze stopa roézniczkowa r (f(V(t) =
r f(t)) z (11.1) otrzymamy r, = r", czyli

(11.2) s =) rH) _ W(r,t)

k!
k=0

Funkcja tworzaca i (z,t) = e’"'t_é ma prosty interpretacje finansows.

Jest ona czynnikiem dyskontujacym kapitat na chwile ¢, czyli jest wartos-

cig jednostki kapitalu na ta chwile, wyznaczona dla wyktadniczego
wzrostu kapitalowego przebiegajacego w tempie mierzonym stopg rézniczkows
r. Kapital ten cho¢ jednostkowy w momencie losowym 7, to usredniony

po standaryzowanym rozkzladzie normalnym wokot chwili 0 ma wzgle-

dem tej chwili warto$¢ e~ 7. Dla wyktadniczego wzrostu logarytmiczna
stopa wzrostu, por.|7|, zdefiniowana jako logarytm naturalny czynnika
dyskontowego

() := In([r,s] ™)
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jest funkcja liniowo zalezng od czasu

7"2

() = In(Y(r,t)) =7r-t— o)

12. PRZYKEADY LICZBOWE

Przedstawione ponizej przyktady nawigzuja do rachunkéw zamieszc-
zonych we wczes$niejszym opracowaniu [2].

Wzrost wyktadniczy. Rozwazymy powiekszanie sie zainwestowanego kap-
itatu £ o staly roczny procent r = 0.2 w konwencji kapitalizacyjnej
cigglej, czyli wzrostu opisanego funkcja

(12.1) k(t) = etort - k

Okres wdrazania (rozruchu) inwestycji trwat dwa lata (o = 2), tzn. w
chwili ¢ ,pracujgca”’ cze$¢ kapitalu wynosita f_too dMy (7). Szukamy
wartosci kapitatu po 10-ciu latach (¢1o = 10), liczac od momentu polow-
icznego wdrozenia inwestycji (¢ = 0). Problem ten jest réwnowazny
zadaniu wyznaczenia wartos$ci oczekiwanej kapitatu po 10-ciu latach
z inwestycji o identycznym wzroscie, poczynionej w chwili 7 bedace]
zmienng losowa o rozkladzie normalnym dM, (7). Przechodzac do
naturalnej jednostki czasowej (2 lata), czyli do opisu zadania za po-
mocy standaryzowanego rozkladu normalnego mamy r = 0.4, 0 = 1,
tio = 5. Zgodnie z formultami (11.2) i (5.1) wartos¢ kapitatu po 10-ciu
latach wyniesie

(12.2)

k(tio) = [r,8] 'k = (r,t1) - k = 1(0.4,20) - k = "% . kL =6.82- k

Wielkosé ta jest 0.923 (czyli e %) czescig kapitalu k wzrastajacego
zgodnie z taka sama stopa r, lecz w calosci ,pracujacego” od chwili t =
0, lub jest rownowazna kapitalowi wdrozonemu w taka sama inwestycje
w calosci w momencie t' = 0.08/0.4 = 0.2 nastepujacym po uplywie
0.2-2 = 0.4 roku od chwili t = 0 (gdyz wtedy k(t) = ¢"®*). k). Innymi
stowy wdrazana inwestycja zaczyna by¢ rentowng po chwili ¢’ okreslonej
warunkiem 7, (') = 0.4¢—0.008 = 0, czyli po t’ = 0.2-2lata, to znaczy
po 0.4 roku. Po dziesieciu latach otrzymamy w procesie (12.2) zysk
taki, jak z inwestycji o kapitalizacji ciaglej zadanej stopa rézniczkowa

r=2208 —0.192-L.

Obliczanie stop gaussowskich dwdch pierwszych rzedow. Przyktad ten
przedstawia zagadnienie aproksymacji procesu kapitalowego wielomi-
anami Hermita. Jak pokazano w przyktadzie zamieszczonym w pracy
[2] procesem kapitalowym, uwzgledniajacym zmiany do drugiego rzedu
wlacznie, najlepiej dopasowanym do wyktadniczego wzrostu k(t) =
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e%?? . k 7z poprzedniego przykladu, jest proces opisywany czynnikiem
dyskontowym
(12.3) 87 (8) = 1+ rart + ot

gdzie kolejne stopy rézniczkowe sa odpowiednio réwne r4; = 0.04164 -1 —
oraz rgo = 0.1195r0k2. Zmieniajac, podobnie jak wyzej, jednostke cza-
sowg na dwuletnig mamy r4; = 0.08328 1 r4 = 0.478. Dla réownowaznego
dyskontowania w reprezentacji Gausa, gdzie p := E[[r,s]™!(n)], mamy

2
[r,s]7(t) = (1 +riHi(t) + %Hﬂt)) p= (1 +ri-t+ry- ! 5 1) -p
i przez poréwnanie z wyrazeniem (12.3) otrzymujemy nastepujacy uklad
rownan na wspotczynniki wielomianu w reprezentacji Gaussa p-r; = 74
, p-Toy =Tg2 , p(1—"%) =1, Tego typu rownania s uktadami liniowymi
wzgledem iloczynéw p - 1. Stosujac np. szkolng metode eliminacji
Gaussa otrzymamy nastepujace rozwigzanie p = 1+ "2 = 1.239, r; =
0.8071 - rg1 = 0.06722, 79 = 0.8071 - r4o = 0.3858. Zgodnie ze wzorem
(11.1) liczby 71 i ro sa usrednionymi predkosciami zmiany kwoty kap-
italu dwoch pierwszych rzedéw, wyrazonymi w stosunku do przeciet-
nej wartosci kapitatu. UzyskaliSmy parametry gaussowskiej reprezen-
tacji stopy procesu najlepiej dopasowanego do tempa wzrostu (12.1).
By otrzymacé najlepsza aproksymacje procesu (12.2) wystarczy, zgod-
nie z jednym z wnioskéw zamieszczonych w poprzednim przyktadzie,
dokona¢ korekty wspotczynnika p do wartosci 0.923 - p = 1.1436.

13. RACHUNEK OPERATOROWY MIKUSINSKIEGO

Rozwazmy usredniony splot trzech dowolnych funkcji f(¢), g(t), h(t)
nalezacych do przestrzeni Hg, wiec posiadajacych rozwiniecie w bazie
wielomianéw Hermita

F@ e (g e b)) = > fi- Hi(t) & (g - Hi(1)) @ (hu - Ha(2))) =

I,m,n=0

(fi * gm - ) (Hi(t) @ (H (t) @ Hy(1))) =

m!-n!
fl'gm'h

Hiimyngo(t) =

ZZ
> I
>
n=0

n) (Il+m+n+2)!

lim7 =

Z (fi - 9m - hn) ((Hu(t) @ H(2)) @ Hy (1)) = (f(2) @ g(2)) @ h(?)
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gdzie w trakcie przeksztalcen skorzystaliSmy z formuly (7.3). Usred-
niony splot e posiada wiec wlasnos¢ tacznosci, konieczng by moc rozwazaé
pierScien ,utamkow” {f(t)/g(t)}, gdzie symbol / ma identyczne pow-
igzanie z usrednionym splotem e, jak znana wszystkim kreska utamkowa
z symbolem standardowego mnozenia liczbowego. lacznosé¢ okazata
sie konsekwencja formuly splotu (7.3) wiec jest wlasnoscia operacji
e zdefiniowanej na podstawie operatora przyrostu kapitalowego s w
dowolnej reprezentacji Mikusiniskiego algebry stopy. Utamki postaci
f(t)/g(t) zwiazane ze zwyklym splotem nazywane sa hiperfunkcjamsi
[8],[3]- Sa nimi wszystkie funkcje, a takze wspomniana wczesniej dys-
trybucja ¢-Diraca, ktora nie jest funkcja. Rachunek na hiperfunkcjach
nazywany jest rachunkiem operatorowym Mikusiriskiego [8]. Pozwala
on uwzgledniaé¢ m.in. nieciagle zmiany kapitalowe (np. wptata na konto)
w jednolitym formalizmie rachunku stép. Wykazana wyzej wlasnosé
splotu (7.3) umozliwia nie tylko okreslenie catkowej postaci reszty w
analogonie formuty Taylora, ale przede wszystkim przeniesienie for-
malizmu algebry stopy na jeszcze wyzszy poziom abstrakcji, jakim jest
rachunek Mikusinskiego. W ramach tego rachunku wszystkie wlas-
noéci algebraiczne stopy staja sie taczne i przemienne, odtwarzajac
znane z czasOw szkolnych operacje na zwyktych utamkach, a konsek-
wencje takich rachunkéw dopiero w kontekscie odpowiedniej reprezen-
tacji Mikusinskiego algebry stopy przybieraja posta¢ skomplikowanych
wzoréw. W prezentowanej pracy brak miejsca na choéby czastkowe
zademonstrowanie praktycznych waloréw rachunku Mikusiniskiego, dlat-
ego autor obiecuje przedstawi¢ je w odrebnym opracowaniu, odsytajac
zniecierpliwionych do obszernej monografii napisanej przez tworce tego
rachunku [9]. Tu warto jedynie zauwazy¢, ze wlasnos¢ splotu (7.3),
potrzebng dla spelnienia koniecznej dla rachunku na hiperfunkcjach
tacznosci operacji e, mozna byloby otrzymaé dla wielomianéw gen-
erowanych przez dowolng funkcje postaci ¥ (z,t) = e**- f(z). Wielomi-
any takie w literaturze nazywane sa wielomianami Appella [4]. Naleza
do nich, procz wielomianéw juz omoéwionych, m.in. wielomiany Bernoul-
liego 1 wielomiany Laguerra [4] (ortonormalne wzgledem rozktadu gamma).
Tak wiec rachunek Mikusiniskiego mozna uog6lni¢ nie tylko na sploty
dyskretne (reprezentacje Newtona algebry stopy) i sploty usrednione
po zmiennych losowych o rozkladzie normalnym, ale takze na sploty
usrednione po zmiennych losowych bedacych sumami kwadratow tam-
tych zmiennych, wiec opisywanych statystykami x2.
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14. ZAKONCZENIE

Uktad wielomianéw Hermita posiada fundamentalne znaczenie dla
obowigzujacego paradygmatu fizyki kwantowej, w zwigzku z pojawie-
niem sie tych wielomianéw podczas rozwigzywania problemu oscyla-
tora harmonicznego, por. [7]. Autorzy popularnego podrecznika metod
matematycznych fizyki [10] snuja wizje $wiata bardzo malych istot
rozumnych. Dochodzg do wniosku, ze taka cywilizacja odkryta by
wielomiany Hermita cale stulecia przed funkcjami trygonometrycznymi.

W kontekscie przedstawionego opracowania wydaje sie, ze nie trzeba

mie¢ mikroskopijnych rozmiaréw, zeby dostrzec wage rachunkéw prowad-
zonych w przestrzeni Hilberta zbudowanej na bazie takich wielomi-

anéw. Wystarczy uwzgledni¢ w jakichkolwiek rachunkach element niepewnosci,
czy ryzyka, mierzony rozkladem normalnym, a wielomiany Hermita po-

jawia sie jako naturalna konsekwencja podstawowej w analizie matem-
atycznej potrzeby aproksymacji funkcji wielomianami. Nalezy wtedy
pamietaé o zmodyfikowaniu stosowanego okreslenia stopy wzrostu odpowied-
nio do wybranej reprezentacji opisu proceséw kapitatowych,

DODATEK

Formuta wyrazajaca wielomian Hermita H,(t) przez usredniong po
rozkladzie normalnym n-krotng catke iterowang znajduje sie w pracy
[11]. Brak tam jednak chociazby sugestii dotyczacej jej dowodu, badz
odwotlania do stosownego Zrédta. Zanim wykazemy ten zwigzek przy-
pomnijmy wzor na parzysty moment rozkladu normalnego (wszystkie
nieparzyste momenty oczywiscie znikaja). Mamy

1 [ 2 (=2)F Ao e
E[UQI“]:—%/ dnte s = _2;_ W/ dne"?

a po zamianie zmiennych 7y/r — 7 i skorzystaniu z unormowania
rozkltadu normalnego otrzymamy

=1

dk 1
%] _ k -1
(141) E[n™]=(-2)" -7 2
Funkcja tworzaca momentéow E[e”*] ma postaé
= zF = 22 (20 2
FE T — —F k = - - L —e2
[e™] ; w1 Bl ; @yl our —°©

(2k)!
2k

:]_35 ..... (2k—1):

=1

PrzejdZzmy do wykazania réwnosci
(14.2) n!s"1 = H,(t)
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Dowdd. Dla n = 1 lewa strona (14.2) ma posta¢ E f; dr=E[t—n| =t
i jest rowna prawej stronie réwnosci, bowiem H;(t) = E[t + in] = t.
Stosujac wnioskowanie indukcyjne rozpatrzymy postaé prawej strony
(14.2) dla n — n + 1. Mamy

(n+1D!s"M = (n+1)sHy(t) = (n+ 1)E/t dr (1 +im)"

gdzie zgodnie z przyjeta konwencja operator E usrednia wszystkie zmi-
enne losowe znajdujace sie po jego prawej stronie. Obliczajac catke
wzgledem zmiennej 7 otrzymamy

(n+ 1™ = E[(t + i)™ = (n+im)""'] = Hoa () — B [Huga ()]

Dla zakonczenia catosci dowodu nalezy wykazaé, ze dla n > 0 Sred-
nia warto$¢ wielomianu Hermita H,(n) jest rowna zeru. Rownosé
E[Hsn11(n)] = 0 jest oczywista, gdyz wielomian Hy,,1(n) zalezy je-
dynie od nieparzystych poteg zmiennej 7, wiec usredniony z parzysta
funkcja rozkltadu daje w wyniku zero. Wystarczy juz tylko pokazac, ze
wyrazenie

/ Z dL(7) / Z dL(n) (7 + in)>"

jest rowne zeru. Wykorzystujac dwumian Newtona i wzor (14.1) otrzy-

mujemy
2n o0 oo
> < 2,;’ ) i* / dL(r) / dL(n) nfr? * =
k=0 -

o0 —00

v (2n)! o (@n)@2n-—2r)! _ (2n)! (1 _ l)n -
_ (1) =0
)l

— (2r)!(2n —2r 2rrl2n—r(p—7r)l  nl \2 2

r

0
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STRESZCZENIE. Opracowanie przedstawia realizacje algebry stopy
zwrotu dla modeli dyskontujacych kapital do chwili opisywanej
zmienng losowa o rozkladzie normalnym. Wykazano, ze w takich
przypadkach rachunek stép sprowadza sie do operowania funkc-
jami nalezacymi do przestrzeni Hilberta rozpietej na bazie wielo-
mianéw Hermita. Okreslono metode aproksymacji funkcji oparta,
na stochastycznym analogonie szeregu Taylora. Podano przyktady
rachunkéw dotyczacych zmian kapitalowych w tej nieklasycznej
reprezentacji algebry stopy. Zaproponowano sposéb statystycznego
pomiaru pochodnych funkcji wyznaczanych empirycznie. Wykazane
algebraiczne wtasnosci reprezentacji Gaussa prowadza do uogdl-
nieri rachunku operatorowego Mikusinskiego.
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