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Wagi dziesietne w sklepach, rachunki za zakupy, cyfrowe zegary.
Czy mamy to wszystko odrzuci¢ po to, zeby stwarza¢ sztuczny $wiat
utamkéw ,szkolnych”, takich jak 10/11 czy 12/7, ktére sie potem
dodaje wedtug dziwnych regut w niewiadomym celu? [1]

1. WSTEP

Algebra stopy zwrotu [2],[3] stanowi fundamentalng dla matematyki finansowe;
strukture formalna, obejmujaca wszystkie stosowane sposoby opisu zmian kapitatu,
a takze ich nowe modyfikacje, z uwzgledniajacymi czynniki losowe wlacznie, mogace
w przyszlosci wzbogaci¢ metody iloSciowej charakterystyki proceséw kapitalowych.
Wykazuje ona cechy, zob. [3], $wiadczace o powiazaniach z glebsza abstrakcyjnie
struktura algebraiczna, znana od pétwiecza jako rachunek Mikusiriskiego na hiper-
funkcjach [4]. Rachunek ten stanowi alternatywne podejscie do zagadnien teorii
dystrybucji [5] w jej ujeciu funkcjonalowym Schwartza, czy ujeciu ciggowym, od-
krytym takze przez Jana G.-Mikusinskiego. W literaturze matematycznej rachunek
Mikusiniskiego odnajdziemy réwniez pod jego alternatywnymi nazwami rachunku
operatorow, czy rachunku Heaviside’a.

Poczatki teorii dystrybucji siegaja badan Paula Diraca dotyczacych teorii pola
(wtedy pojawila sie wystepujaca nizej ,funkcja” delta Diraca)[6]. Dzis fizycy matem-
atyczni zaliczaja teorie dystrybucji do kanonicznych narzedzi badawczych. Najczes-
ciej wiaze sie ona z techniks rachunkowsa operujaca funkcjami Greena [6], pozwala-
jaca znalezé skomplikowane rozwiazania uktadéw liniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych teorii pola na podstawie ich fundamentalnych rozwigzan opisujacych
punktowe Zrodta pol. Niestety, aplikacje te dotycza wielowymiarowej dziedziny dys-
trybucji, gdzie rachunek Mikusiniskiego traci swoj walor prostoty. Wydaje sie, ze w
aplikacjach finansowych, gdzie jednowymiarowy parametr jakim jest czas gra auto-
nomiczng role, zaproponowane przez Mikusiriskiego hiperfunkcje-utamki powinne
znalez¢ swoje naturalne zastosowanie.

Teoria hiperfunkcji Mikusinskiego taczy uogoélnienie klasycznego pojecia funkcji
z tatwoS$ciag manipulacji na utamkach upowszechnianych w ramach szkolnictwa pod-
stawowego. Chociaz istnieje, wskazana w pracy [3], mozliwosé rozszerzenia rachunku
Mikusiniskiego na wszystkie reprezentacje algebry stopy, ograniczymy sie do jego
opisu w ramach reprezentacji Bernoulliego, czyli opisu ewolucji kapitalu w kon-
wencji kapitalizacji ciaglej. Wymaga tego czytelno$é i zachowanie konsystencji
prezentowanego opracowania, a przede wszystkim jego ograniczona przez forme
artykultu objetosc.

Nizej przedstawiony rachunek utamkéw-hiperfunkcji, pomimo iz bazuje jedynie
na jednej reprezentacji algebry stopy, pozwala wyj$é poza ramy opisu kapitalizacji
cigglej przez uwzglednienie skokowych zmian kapitalu w ramach jednolitej formuty
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stopy procentowej. Daje to uniwersalne narzedzie wyrazania w jezyku stopy zysku
wszelkich zmian kapitatu, ktore skraca w znacznym stopniu rachunki stosowane do
okreslania ilo§ciowych zmian kapitatowych.

2. FUNKCJE LICZBOWE NA R,

Rozwazmy zbiér funkcji o wartosciach liczbowych, okre§lonych na nieujemnej
(wlacznie z zerem) czesci osi liczb rzeczywistych Ry . Wspélrzedna t € Ry, nalezaca
do tej dziedziny, w zastosowaniach finansowych interpretowana jest jako czas, w
ktérym opisujemy procesy kapitatowe. Funkcje na Ry bedziemy ujmowaé¢ w naw-
iasy klamrowe {...}, zob. [7], aby przy pomocy tego zabiegu odr6zni¢ funkcje,
np. {sin(¢)}, od jej wartosci liczbowej w punkcie ¢, czyli sin(t). Zabieg taki jest
konieczny jesli chcemy uniknaé istotnych dwuznacznosci w dalszym tekscie.

W zbiorze funkcji, préocz ich dodawania, rozwazymy operacje splotu e, zdefin-
iowana dla dowolnych dwoch funkcji {f(¢)} i {g(¢t)} nastepujaco

[F®)} o Lot }—{/f ot}

Operacja splotu e jest przemienna

{F@)} o o) {/f glt=7)dr} -

{/ft—T ()i | = (a0} o (70}

a dodawanie funkcji jest wzgledem niej roztaczne

{f @} +{g(®)}) o {n(t)} = {/0 (f(r) - h(t = 7) + g(7) - h(t — 7)) dT} =

{/f t—T)dT} {/Otg(f)-h(t—T)dT}=

={f(®)} e {n()} + {9(t)} « {A(})}
gdzie w przypadku braku nawiaséw przyjeliSmy konwencje w ktérej wykonujemy
najpierw operacje splotu e, a po nich dodawania.
Jednak wtasnoscia, ktéra pozwala nam w pelni przeniesé przyzwyczajenia rachunkowe
dotyczace mnozenia liczb na rachunki z operacja splotu jest lacznosé:

({£@)} o {o(®)}) » {h(t) {/ (/ i T_T)de).h(t_T)dT}:
- {/ f- (/ gt =7 =) h(r") dﬂ’) dT'} = {f(H)}e {g(t)} » {h(1)})

W artykule [3] autor wskazal mozliwosci uogélnien operacji splotu zachowuja-
cych wszystkie powyzsze wlasnoéci, co pozwala przenie§é rachunek Mikusiniskiego
na niezwykle bogata klase modeli opisujacych zjawiska finansowe. Ze wzgledu na
rozleglo$¢ zagadnienia uogoélnienia te wymagaja odrebnych opracowar.
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Tak np. we wprowadzonych oznaczeniach funkcja tozsamo$ciowo réwna liczbie
jeden ma postaé¢ {1}. Przyjmujac konwencje Sierpinskiego liczenia od zera, zob. [§],
zdefiniujmy

(2.1) {1}o:= {1}, oraz {1};:={1}e{1}s_; dla k€N

Otrzymujemy w ten sposob cigg wielomianow k-tego stopnia

k—+1 czynnikéw
{Lhe = {1} = {1} o {1} -0 {1}
ktore w algebrze stopy byly oznaczane symbolami s¥1 i np. w reprezentacji Bernoul-
liego [2] sa nastepujacymi funkcjami
(2.2) {13 = {t* /K1)

Ta jawna posta¢ wielomianéw {1} wynika z zasady indukcji matematycznej [9],
gdyz na podstawie definicji (2.1) rownosé (2.2) jest prawdziwa dla k = 0, a jesli
zalozymy poprawnosé wzoru (2.2) dla pewnego m € N, to otrzymamy wymagana
zalezno§¢ dla odpowiedniego wielomianu (m+1)-go stopnia

(i = )« W= { [ @iy ar} = o m + 17)

3. FUNKCJE SCHODKOWE NA R,

Niech, zgodnie z konwencja Iversona [10], wyrazenie [2danie] ma wartosé 1 w
przypadku gdy zdanie jest prawdziwe, a 0 gdy tak nie jest. Poniewaz dziedzing
funkcji omawianych w tym opracowaniu jest Ry, wiec we wszystkich rozwazanych
wyrazeniach prawdziwa jest nieréwnosé 0 < ¢, czyli [0 < ¢] = 1. Dlatego mozemy
zamiennie uzywac symboli {[0 < ¢]} oraz {1},. W celu generowania wyrazen w
rachunku Mikusinskiego potrzebne beda préocz funkcji statej jedynie funkcje zdan-
iowe [11] postaci {[r < t]}. Zwyktlo sie je nazywaé funkcjami theta Heaviside’a badz,
ze wzgledu na ksztalt ich wykresow, funkcjami skoku [7]. Dowolng kombinacje
liniowa funkcji skoku, czyli funkcje postaci ), {px - [7x < t]}, o wspoélczynnikach
liczbowych py,ps,..., nazywamy funkcjg schodkowq. Funkcje skoku sa najprost-
szym rodzajem funkcji schodkowych.

Ustalmy parametr A € Ry . Niech okre§lenie funkcja ciggla prowie wszedzie
ne Ry oznacza funkcje ciagla na zbiorze Ry, z wyjatkiem co najwyzej punktow,
ktérych liczba w kazdym przedziale skoficzonym jest skoriczona. Dla danej funkcji
{f(t)} ciaglej na Ry prawie wszedzie, mozemy skonstruowac nastepujaca funkcje
schodkowa,

o0

{fa®} = {fO) -0 <t + D {(f(k-A) = f((k=1)-A))-[k- A <]}

k=1

Rysunek przedstawia wykres takiej konstrukeji otrzymanej dla pewnej funkcji gtad-
kiej {f(¢)} i A = 0.5. Wykres funkcji aproksymujacej { fa (t)} odpowiada poziomym
czesciom wspartej na krzywej {f(¢)} linii lamanej w ksztalcie schodkéw o stopni-
ach réznej wysokosci. Roznica {f(t)} —{fa(t)} mierzy wzrost, badz spadek funkcji
{f(t)} wzgledem jej wartosci w najblizszym z punktéw z lewej, na ktérym wsparta
jest lamana.
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Obserwujemy, ze dla A — 0 funkcja {fa(t)} zbiega do {f(¢)} w tym sensie, ze
dla dowolnej funkeji {g(t)} zachodzi

{fa®} e {g®)}) = {F ()} {g(t)}

Zmiany kapitalowe modelowane funkcja { f(¢)} mozna aproksymowaé przy pomocy
funkeji schodkowej { fa(t)}. Stosowanie takiego zabiegu jest czesto wykorzystywane
w zyciu codziennym. W praktyce finansowej dostrzezemy go np. w przeprowadzaniu
okresowych bilanséw przedsiebiorstwa, w zaokraglaniu kwot do ustalonego miejsca
po przecinku, czy w komputerowej wizualizacji wykreséw funkcji zmian cenowych.
Aproksymacja ta posiada jednak powazne mankamenty. Arbitralny wybér punktow
k-A € Ry prowadzi do duzej nieefektywnosci — w prawie kazdym z nich nie zachodza,
zadne skokowe zmiany kapitalowe, a miejsca dziedziny czasowej w ktorych takie
zmiany zachodza zwykle nie odpowiadaja dokladnie owym punktom. Przy okazji
tracimy takze mozliwo$é opisu wzrostu za pomocg stopy chwilowej, gdyz powyzsza
aproksymacja nie odtwarza pochodnej funkcji. Sama idea funkcji schodkowych
okazuje sie jednak przydatna do precyzyjnego przedstawiania chwilowych zmian
kapitatowych. Odpowiednio zaadoptowana umozliwia skonstruowanie hiperstopy,
opisanej w paragrafie 6.

lim
A—0

4. ULAMKI FUNKCYJNE

Podobnie jak w znanej ze szkolnych podrecznikéw algebrze, w rachunku Mikusiniskiego
mozna wprowadzié¢, patrz [7], dla kazdej uporzadkowanej pary funkcji {f(¢)} i
{g(t)} # {0} utamek LEA0); (zwany dalej takze hiperfunkcjq) o wtasnosci {f(t)} =

{s(®)}
g SH e {g(t)}. W calym biezacym tekécie pozioma kreska ulamkowa uzywana

jest jedynie w takich specyficznych ,utamkach”, symbolizujac dzialanie odwrotne
do splotu e, za$ dla oznaczania tradycyjnych ulamkéw stosowany jest znak ,,/”.
Z twierdzenia Titchmarsha [7] wynika, ze jezeli {f(¢)}, {9(t)} i {FO} 5 funke-

{9(8)}
{£(H)} {r(®)}

jami ciaglymi na Ry, to funkcja {I0)! jest unikalna (utamek (o0} Mma tylko jedno
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przedstawienie w tej klasie funkcji). Nie zawsze funkcja g ég% istnieje (stad nazwa

hiperfunkcja), w tym samym sensie jak nie istnieje liczba naturalna 10/11 (choé

{t3—6-t}
{6t+6}

rowna {t — 1}). Jednak w kazdym przypadku istnieje para funkcji {f(¢)} i {g9(¢)},
tak jak istnieje para liczb naturalnych 10 i 11. Znane nam operacje na utamkach
funkcyjnych sa nastepujace

liczba naturalna 4/2 istnieje, tak jak np. istnieje na R, funkcja ciaglta

e dodawanie

{a@®)} | {c®} _ {a(®)} e {d®)} + {b(®)} ® {c(t)}
{6} {d®)} {b(t)} » {d(t)}

e splot (mnozenie)

e porOwnywanie

{a(®} _ {e(®)}
{o(t)}  {d(®)}
Latwo zauwazy¢, ze utamki %, gdzie {c} jest funkcja o stalej wartosci rownej
liczbie ¢, sa de facto liczbami, gdyz

{a} {0} _{a-t+b-t} {1}e{a+bd} {a+b}

wtedy i tylko wtedy, gdy {a(t)} e {d(t)} = {b(¢)} ® {c(t)}

TV IR (Y R 1V (VT (VR Y
) @, 0 _{hetdr} e qon
| MM W W M

Dlatego mozemy napisaé, ze dla dowolnej liczby (rzeczywistej, czy zespolonej) za-
chodzi mozliwo$¢ reprezentowania jej utamkiem funkcyjnym

_ 1
{1}

Splot wykazuje wlasno$é jaka posiada mnozenie funkcji przez liczby, mamy bowiem

c (fc-f(T)dT -
ey e L0} U J_@hete s o

{1} {1} {1}

a w szczegdlnosci
{1} {0<t}

Le {f(t)} = a o {f(D)} = o< o {f(®)} ={f(®)}

Liczba 1 jest wiec jedynka pierscienia utamkéw Mikusinskiego.

Postugujac sie¢ wlasnoscig (4.1) mozemy w obliczeniach zastapié¢ mnozenia liczb
odpowiednimi splotami, co prowadzi do wniosku, ze elementarnymi operacjami
rachunku Mikusiriskiego sa splot i dodawanie, a wszystkie pozostale konstrukcje
algebraiczne maja wzgledem nich wtérny charakter.
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Splot {f(t)} z funkcja {1} pozwala wyznaczy¢ catke funkcji {f(¢)}

e or={ [ ) )

Rozwazmy dowolna funkcje ciagta {f(t)}, ktora posiada pochodna {1 (t)} ciagta
prawie wszedzie na R, (symbolem {f{*)(t)} bedziemy oznacza¢ k-ta pochodna
{f(®)}). Wtedy splot {f(t)} z hiperfunkcja ﬁ, ktora jest odwrotnoscia {1},
prowadzi do wyznaczenia tej pochodnej, gdyz

1} e (fO0) = { [ ro df} — ()} - {/(0)

wiec
W L YOI @) _ U0} _ 0} _ )
Vror=""mn = T - m
czyli
(1.2 e L0} = (70 + £0)

{1
Pamietac nalezy, ze wyrazenie f(0) nie jest funkcja stala o wartosci réwnej wartosci
funkeji {f(t)} w punkcie ¢ = 0, lecz jedynie liczbg f(0). Warto zwrdcié uwage, ze
ulamek ﬁ, splatanie z ktérym prowadzi do wyznaczenia pochodnej, wystepuje w
mianowniku utamka (4.7). Dokonujac kolejny raz splotu funkcji {f(¢)} z utamkiem
{i—} otrzymamy formule

1 2. :L.L. (1) (¢ .i:
(17) * 0O} =y * 135 = U0} = 7+ OO} + 100+ 117

(4.3) = {fO®)} + 10) + £(0) » {1}

ktora pozwala zauwazy¢ prawidtowosé prowadzaca do ogélnego wzoru na n-tg pochodna

funkeji {f(¢)}
(4.4)

1Y _ (fm (n=1)(0) 4 F(n=2)(g L\
(117) *UO} = GOO}+ 7D+ F O 0 Lot 100 (15

Formuta (4.4) sprowadza zagadnienia wyznaczania rozwiazan rownan rézniczkowych
zwyczajnych o zadanych warunkach poczatkowych do mechanicznych manipulacji
na utamkach, czego przyktad jest przedstawiony nizej w biezacym paragrafie. Jezeli
odwrécimy porzadek skladnikéw sumy w prawej stronie tej formuly, po czym sple-
ciemy jej strony z wielomianem {1},_; = {1}, to otrzymamy wzor Taylora z reszta
w postaci catkowej [6]

(4.5) {f®Or={f O} + Z_: FO0) o {13k + {1} 0 (S (1)} =
k=1

n—1

- {190 #m) + {/Otf(”)(f) (- 1)!dT}

k=0
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Uniwersalne znaczenie operacji splotu dla matematyki finansowej ujawnilo sie w
trakcie badan wlasno$ci reszty w skoniczonym szeregu Taylora, oméwionych w opra-
cowaniach [2],[3]. Jezeli przypomnimy sobie formulke szkolna gloszaca, ze réw-
nante nie ulegnie zmianie, gdy pomnozymy jego strony przez liczbe rézng od zera,
to stwierdzimy, ze wzor Taylora jest tozsamy ze wzorem wielokrotnego rézniczkowa-
nia funkcji!

Dowolng funkcje gladka mozemy wyrazi¢ przy pomocy sumy splotéw funkcji
statych. Takie przedstawianie funkcji umozliwia granica szeregu (4.5)

(4.6) {F@®r=>3_ 5P e {1}
k=0

Wyznaczmy sploty stron formuty (4.6) dla funkcji {ePt}, gdzie p jest dowolna liczba,
z hiperfunkcja (1 — p e {1}). Pamietajac, ze k -ta pochodna funkcji {eP?} w zerze
wynosi p¥ otrzymamy

(L—pe{th)e{er} =S pre{ihy =3 pF o {1hips = {1}o = {1}
k=0 k=0

czyli

{1} 1

pe{l}  p+y

(4.7) {e 7} = T

Stwierdzili$émy, ze funkcja obrazujaca najbardziej rozpowszechniony w zagadnieni-
ach ekonomicznych wzrost wyktadniczy ma w rachunku Mikusiniskiego postaé szczegoél-
nie prostego ulamka.

PrzejdZzmy do przedstawienia metody manipulacji ulamkami funkcyjnymi na
przykladzie rozwigzywania rownan rézniczkowych. Zajmiemy sie réwnaniami os-
cylatora, ktérych fundamentalne znaczenie dla wyjasnienia zrédet problemoéw w
zarzadzaniu kapitatem, wlasciwych dla liniowych proceséow kapitalowych, autor
omowil wartykule [12]. Maja one nastepujaca postaé

{fO®} = —be{g(t)}
(4.8) {gV ()} be {f(t)}

gdzie b jest liczba rzeczywista. Roézniczkujac pierwsze z réwnan sprowadzimy
powyzszy uktad do jednego réwnowaznego mu réwnania drugiego rzedu

(4.9) {FP®) = -b* o {7 (1)}

ktore, zgodnie ze wzorem (4.3), ma w rachunku Mikusinskiego postac

Y ) — W)+ Lo
(4.10) (({1}) +b> (O =190 + 13+ 50

Dzielac strony (4.10) przez wyrazenie zawarte w najwiekszych nawiasach otrzy-
mamy ogblne rozwigzanie rownania (4.9) zalezne od dwoch liczb £(0) i f(M(0) =
—b- g(0), stanowiacych warunki poczatkowe tego réwnania

be {1}2

(4.11) O} = O e —— _g0)e T 0e @)

1+ (be{1})
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Brakujaca cze$é rozwiazania uktadu (4.8) uzyskamy wstawiajac do pierwszego z
rownan (4.8) rozwiazanie (4.11) dla {f(t)}

g(t):_bl,({fu)} _ f(o)) -0, (1 1 ) N

{1} 1+ (be{1})?

1 1 be {1}2

S SRS U S0 PO LA U
1+ (be{l}) 1+ (be{l}) 1+ (be{l})
Nalezy jeszcze wyjasni¢, czym sg tajemnicze utamki wystepujace w rozwigzaniu
(4.11),(4.12) ukladu (4.8). Wprowadzajac jednostke urojong i = —1 mozemy
napisa¢ nastepujaca tozsamosé

- 1
e’ +y?  (ztiey)e(z—iey)

(412)  +g(0) e

1 1 1 1 1 1
= [ ] - + " = s ° B - .
2ex \z—iey z+iey 200y xT—iey xT+iey
Podstawiajac 1 — z oraz be {1} — y otrzymamy

o %,( 0 1 >=

1+ (be {1})° 1—iebe{l} 1+iebe{l}

={1/2- (""" + e ")} = {cos(b- 1)}

be {1}’ :1.( (£S5, >:
1+ (be{1})? 2ei \I—iebe{l} 1+isbe{l}

— {1/(2 A Z) A (ez'.b.t _ efz'-b.t)} — {sm(b A t)}
gdzie wykorzystana zostata formula (4.7) oraz wzoér Eulera, ktory zapisany przy
pomocy utamkéw funkcyjnych ma banalng do wykazania jego poprawnosci postaé

{1} _ {1} tie be {1}?
1—iebe{l} 14 (be{l})’ 1+ (be{1})?

W rachunku Mikusinskiego funkcje trygonometryczne sg prostymi utamkami. Jesli
zamiast rzeczywistego parametru w réwnaniach oscylatora uzyjemy czynnika uro-
jonego, czego dokonamy podstawiajac b — i - b w powyzszych wzorach poczawszy
od (4.8), to otrzymamy ulamki, ktére sa funkcjami hiperbolicznymi

{cosh(b- )} = — L

1—(be{1})’
{sinh(b-t)} = %

W ten sposéb kazdy ulamek, ktory jest ilorazem wielomianéw o wspélczynnikach
zespolonych, zbudowanych na bazie funkcji {1}, daje sie, przez rozklad na utamki
proste, sprowadzi¢ do wyrazenia bedacego kombinacja liniowa poteg funkcji wyktad-
niczych {e**}™ o zespolonych parametrach z i catkowitych m.
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W przypadku funkeji {f(¢)} niezachowujacej warunku ciaglosci, ktory to przy-
padek interesuje nas z powodu rozwazenia zagadnienia skokowych operacji kapi-
talowych, wzor (4.2) wymaga modyfikacji. Zanim ja wprowadzimy, powinni$my
uprzednio zbadaé ,,pochodng” funkcji skoku, czyli ulamek {}—} o {[T < t]}.

5. ULAMEK PRZESUNIECIA §,

Przejdzmy do przykladu ulamkéw mniej trywialnych w swej formie od prezen-
towanych w poprzednim paragrafie. Dla dowolnej funkeji { f(¢)} i 7 > 0 definiujemy
ulamek d, nazywany deltg Diraca [7] jako nastepujacy iloraz dwoch funkeji zdan-
iowych

_r<1}
(5.1) o = A

.Splatajac delte Diraca z wyrazeniem {1}e{f(t)}, gdzie {f(¢)} jest dowolna funkcja
na R, , otrzymamy

{1}ed; o {f(t)} ={lr <t} {f(D)} = {/0 [r<t—0] 'f(0)d9} =

t—T

<o [osi-n 0wl ={r<i [ “romw) =

0

t—7 t

~{[ w<os@ay={[F <o s0-na} = areir <a-se-n)
-7 0

dzielac powyzsze wyrazenia przez {1} dochodzimy do wniosku, ze dla dowolnej

funkeji {f(t)} zachodzi réwnos¢

(5.2) oro{f®)}=A{lr<t]- ft—7)}

Ta wiec hiperfunkcja §, przesuwa wykres funkeji {f(¢)} w prawo o 7, uzupelniajac
go na odcinku (0,7) wykresem funkcji zerowej {0}. Zgodnie z przyjeta w para-
grafie 4 konwencja, w ktorej w przypadku tworzenia liczb operacja dzielenia funkcji
statych przez funkcje {1}sprowadzala sie do opuszczenia w oznaczeniu funkcji statej
nawiaséw {}, mozemy ulamek d, wystepujacy w definicji (5.1) zapisa¢ zwiezle w
postaci

d, =[r <]
Rozszerzmy definicje delty Diraca na ujemne wartosci parametru 7 [7] ktadac
1 _ {[0 < t]}
§ pi=—=[<t]l=21=22
Ty T <y

co nie wychodzi poza ramy dziedziny hiperfunkcji Ry . Ujemny czas wiaze sie tu z
odpowiednig operacja odwrotnego przesuniecia, a nie z chwilami poprzedzajacymi
moment ¢t = 0. Wlasno$¢ przesuniecia wykresu funkcji zawarta w definicji utamka
&, oznacza, ze

(5.3) (Sa L (Sb = (5a+[,

dla dowolnych a,b € R. Formuta (5.3) z warunkiem d; = 1 nasuwa skojarzenia z
funkcja wyktadniczg oparta na statej Nepera. W istocie, mozna wykazag, zob. [7],
ze delta Diraca ma postaé

8, = e 111



10 EDWARD W. PIOTROWSKI

Tak wiec podzbiér utlamkéw bedacych deltami Diraca tworzy dobrze wszystkim
znang grupe (R,+). Kazda liczbe rzeczywista mozemy przedstawié¢ jako roznice
liczb nieujemnych 71,72 € Ry i to na wiele réznych sposobéw, wiec wzor

s _An< <y
" m<]) <

bedacy konsekwencja formuly (5.3) stanowi jeszcze jeden sposob reprezentowania
utamka §,.

6. HIPERSTOPA PROCENTOWA

Rozwazmy obecnie zmiany kapitalowe reprezentowane na Ry funkcja {f(¢)} nie
zmieniajaca swego znaku i zawsze rézng od zera. Typowsa dla wielu opiséw finan-
sowych jest sytuacja, gdy kapital prawie zawsze zmienia si¢ zgodnie z r6zniczkowal-
nym czynnikiem dyskontowym {U(¢,0)} = {efot T(T)d"}, tak ze stan kapitalu w
chwili ¢ okre§lony jest rownaniem {f(t)} = {U(¢,0) - £(0)}, por. [14],[12]. Wyraze-
nie r(t) bedace stopa rézniczkows, (chwilowa) jest pochodna funkeji {In (f(¢)/f(0))}
rownej zero dla t = 0. Zgodnie z formulyg (4.2) otrzymamy dla stopy zwrotu
nastepujace wyrazenie

oy — IUEO)} _ {In(f(0) ~ (O} _ (@} oo
i} iy {1}

Jest ono jednak prawdziwe jedynie w przypadkach cigglego czynnika dyskontowego
{U(t,0)}. Jezeli funkcja kapitatowa {f(t)} bedzie prawie wszedzie ciaglta (z prawie
wszedzie ciagla pierwsza pochodna), posiadajac skoriczong ilo§é miejsc niecigglodci
stanowiacych ,wplaty” badz ,wyplaty” nastepujace w momentach 71,72,...,7,, to
mozemy funkcje logarytmu czynnika dyskontowego {In(f(¢)/f(0))} rozbi¢ na sume
dwoch funkcji sktadowych. Pierwsza sktadowa bedzie funkcja ciagta {In(U(¢,0))} o
rozniczkowej stopie wzrostu {r(t)}, a druga funkcja schodkowa Y _, {px - [1 < 1]},
gdzie py jest liczbg rowng logarytmicznej zmianie kapitalu w chwili ¢ = 7, co
mozemy precyzyjnie wyrazié przy pomocy granic z gory i z dotu logarytmu funkcji
kapitatowej {In(f(t))} wyznaczonych dla chwil 7

(In(f(#)) = lim (In(f(2)))

t—7

Wielkosci py, nazywane sa skokami funkcji {In(f(¢))} w punktach 74, zob. [13].
Mozliwoé¢ rozbicia logarytmicznych zmian kapitalu na sumujace sie niezalezne
sktadowe wynika z addytywnych wlasnosci logarytmu czynnika dyskontowego, por. [12],
wiec wlasno$é ta nie zachodzi np. dla gornych czy dolnych stop procentowych [14].
Gdy funkcja {f(t)} nie opisuje wartosci kapitatu, lecz obiekt do niego dualny, czyli
cene rynkowg dobra, zob. [15], wtedy skoki odnotowujg zmiane wycenianej jednostki
dobra (np. w chwilach denominacji, splitu, wyplaty dywidendy). Prawie wszedzie
ciaglta logarytmiczna zmiana kapitatu wyraza sie wiec nastepujacym wzorem

OO0 ={ [ 1)+ 3t b <) =

k=1

(6.1) = {1} e {r()}+ > pro{ln <1}

k=1
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Jezeli w analogii do przypadku ciaglego zdefiniujemy stope wzrostu kapitatowego
prawie wszedzie cigglego jako ,,pochodng’ powyzszego wyrazenia

1
(6.2) Tyt {In(7()/£(0))}

wtedy poréwnujac (6.1) i (6.2) otrzymamy nastepujaca, pozwalajaca wyznaczy¢ tg
stope-hiperfunkcje, formute

(6.3) r={r(®}+> pr e[ <t
k=1

Wynikajacy z definicji (6.2) wzér odwrotny, dzieki ktéremu na podstawie utamka
hiperstopy r otrzymamy biezaca wartosé¢ funkeji kapitalu {f(¢)} ma postaé

{In(f(#)} = {In(f(0)} + {1}
czyli

{ft)} = f(0) e {ezu)}

gdzie {z(t)} := {1} o r.

Hiperstopa nie jest funkcja w znaczeniu klasycznym, wiec nie sposéb obrazowaé
ja wykresem. Sa dwa sposoby informowania o niej. Pierwszy polega na podaniu
odrebnie jej czesci ciaglej (z ewentualnym jej zobrazowaniem) oraz poinformowaniu
o terminach 7, i skokach py, logarytmu kapitalu w tych chwilach. W drugim mozemy
postuzy¢ sie jej catka {1} e r, ktéra, bedac funkcjg prawie wszedzie ciagla, nadaje
sie do zobrazowania.

7. RENTA WIECZYSTA

Interesujaca wlasno$¢ ma hiperfunkcja [r > #]71. Jezeli zapiszemy ja w postaci
ulamka, otrzymamy

o {1 {1} _ 1 _

R (VAN (Y (A e e A
:1+[T§t]+[7'§t]0[7'St]—{—[T§t]o[7§t]0[7§t]+---Zi[TSt]k

k=0

wiec, zgodnie z wnioskiem paragrafu 5, splot wyrazenia [T > t]~! z dowolna funkcja-
wzorcem {w(t)} daje sume funkcji o ksztalcie identycznym jak {w(t)}, przesunie-
tych w prawo kolejno o 0, 7, 27, ... . Wzorzec zostaje powielony na calej poélosi
R, . Dlatego hiperstopa postaci

t]
t]

[T

IA

(7.1) —pe

\%

[T

okresla trwajace w nieskoniczono$é wyplaty statego procentu w wysokosci 1 — e™P
czesci bierzgcej wartodci kapitalu. Utamkiem (7.1) mozna opisywaé renty wieczyste,
czy inne podobne formy przynoszacego dywidendy kapitatu.

Periodyczne procesy kapitalowe o skonczonej liczbie n cykli posiadaja cze§é
hiperstopy w postaci splotu wzorcowego skoku —p e [ < t] (periodyczne skoki),
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czy odpowiedniej funkcji-wzorca {w(t)} (periodyczne zmiany ciagle), z nastepu-
jaca hiperfunkcja,
(LS o0 rsd) g rsiloen.rse

[r>1 [+ > 1] [r>t]e[r <{]

8. PRZYKLAD WYZNACZANIA HIPERSTOPY

Zalozmy, ze 1-go stycznia 1996 roku wplacilem na konto oprocentowane liniowo
stopa 30% rocznie, z kapitalizacja odsetek na koniec roku, 1000 zi. 1-go stycznia
1997 pomniejszytem stan konta o potowe jego pelnej (wraz z odsetkani) aktualnej
wysoko$ci, w potowie roku 1997 podwoitem, za$ 1-go stycznia 1998 potroilem jego
stan. Interesuje mnie ksztaltowanie sie hiperstopy w okresie do korica roku 1998.
Dla wygody oznaczen wprowadzmy funkcje podtoga {|t|} [10], rowna niewiekszej
od wartosci argumentu ¢ najwiekszej liczbie catkowitej. Podloga jest funkcja schod-
kowa, dlatego potrafimy wyrazié ja przy pomocy funkeji skoku

ad 1 1<t 1<¢
(=3 = =g = G5 . 5L
[1<t]

Ostatnie wyrazenie mozna interpretowaé jako catke utamka SOL lub jako sume
funkcji skoku otrzymanych z poprzesuwanej do kolejnych liczb naturalnych funkcji
statej {1}.
Przyjmujac date 1996-01-01 za chwile zerowa i mierzac czas w jednostkach rocznych
moge odnotowaé nastepujace dane o historii stanu konta:
e niekorygowany skokowymi ingerencjami liniowy wzrost odsetek daje stan
konta (z odsetkami) w dowolnej chwili ¢ w ciggu roku wiekszy, w stosunku
do jego stanu na poczatku roku, o czynnik dyskontowy {1+ 0.3 -t}
e logarytm ciaglej czesci przyrostu kapitalowego odnotowywany w trakcie
roku wynosi {In(1 +0.3-%)}
e pochodna tej funkeji, stanowigca chwilowg stope wzrostu w przeciaggu roku,
jest nastepujaca funkcja, {0.3/(1 + 0.3-¢)}.
e 7 powyzszych danych wynika, ze niekorygowany wyplatami, czy wplatami,
logarytm kapitatu znajdujacego sie na koncie w trakcie kolejnych lat opisuje
funkcja

{In(f(®)} = {In(f([£]))} + {In(1 +0.3- (¢ — [£]))}

e ktorej stopa chwilowa, czyli pochodna czesci cigglej wzrostu wynosi

{r(t)} ={0.3/(1+0.3-(t— [t])}

nie na hiperstope
r=403/(1+03-(t—|t])} —In(2) e[1 <t]+1In(2)e[1.5 < t]+1In(3) e [2 < {]

Na zakoniczenie przykladu wyznaczymy na podstawie hiperstopy funkcje logarytmu
przyrostu {1} e r i zobrazujemy warto$¢ konta w interesujacym nas okresie cza-
sowym. Calka z hiperstopy ma postaé

{1} or=1In(1.3) e {[t]} + {In(1 + 0.3 (t— [t]))} — In(2) o {[1 < ]}+

+In(2)e {[1.5 <¢]} +In(3) o {[2 < ]} =

Jezeli uwzglednimy zmiany nieciggle kapitatu, otrzymamy nastepujace wyraze-
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=1In(1.3) e {|t]} + {In(1+0.3- (t— |¢])} —In(2) » {[L < ¢ < 1.5]} +1n(3) ¢ {[2 < £]}

co przedstawia ponizszy rysunek.

1.5]

05 1 1.5 2 28

Stan konta wyraza sie funkcjg o warto$ciach réwnych wartosciom funkcji ekspo-
nens na argumentach bedacych odpowiednimi wartoSciami funkcji {1} e r, pom-
nozonych przez kwote 1000 zt

f&) =13 (14+03-(t—[t]))- Q-1 >t]-[1.5<t]) - (3—2-[2 > ¢]) - 1000

Przebieg takich zmian kapitatowych wyglada nastepujaco
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6000 |
5000 |

4000 |

3000 |

2000 |

—
1000 ——M
I
0.5 1 1.5 2 2.5

9. POPADANIE W DLUGI

W paragrafie 6 przyjelismy zaltozenie, ze funkcja kapitatowa { f(t) } nie zmienia na
swej dziedzinie znaku. Oznacza to, ze gdy opisywany kapital jest zobowigzaniem
(ma warto$¢ ujemna) sposéb wyznaczania hiperstopy jest taki sam, jak opisany
powyzej. Zmianie ulega jedynie interpretacyjna ocena jej sktadowej okreslajacej
liczbowe wartosci predkosci ciaglych przyrostéw kapitalowych i skokéw stojacych
przy wystepujacych w niej deltach Diraca. W przypadku opisywania aktywéw do-
datni znak tych liczb oznacza pozytywna tendencje zmian dla wlasciciela aktywow
i odwrotnie — ujemny znak dotyczy ponoszonych strat. Znaczenie znakéw tych liczb
wystepujacych przy rozwazaniu dlugu jest przeciwne. Dzieki sktadowej hiperstopy
opisujacej zmiany nieciggle definicja hiperstopy (6.3) pozostaje poprawna takze dla
tych funkeji {f(t)} zmieniajacych znak, w ktérych zmiana ta przebiega skokowo
— wystarczy, ze funkcja posiada wszedzie wartosci rézne od zera, co umozliwia
stosowanie na calej jej dziedzinie idei proporcji. Zmiane znaku kapitalu w momen-
cie 7 uzyskamy wtedy, gdy pomnozymy jego warto$¢ w tej chwili przez czynnik —1,
co wystapi, gdy do hiperstopy dodamy skladnik +i e 7 e [r < t] (znak ,,+” mozemy
traktowac jako ,,+”, badz ,,—”, co nie ma wplywu na stan kapitatu). Catkujac, czyli
splatajac hiperstope z funkcja {1} otrzymamy dodatkowy czynnik postaci

{1} e (Lieme[r <t]) =tieme{[r <t]}
a ze spelniona jest réwnosé

{eiiﬂ[‘rﬁt]} ={1-2e[r <]}

wiec wykazaliSmy zachodzenie zamierzonego efektu zmiany znaku, bo funkcja {1 —
207 <t]} jest rowna 1 dlat < 7 a —1 dlat > 7. Parzystos¢ liczby wystepujacych
w hiperstopie sktadnikéw postaci tieme[r < t] odnoszacych sie do minionych chwil
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T decyduje o tym, czy wzgledem chwili poczatkowej ¢t = 0 kapital zmienil znak czy
nie (czy pozostal, czy nie, dobrem, czy zobowiazaniem).

Z przydatnoscia uzycia w zagadnieniach stopy procentowej liczb zespolonych
(i taka samg jak wyzej dowolnoéciag wyboru znaku przy czynniku urojonym )
spotykamy sie w stochastycznej reprezentacji algebry stopy [3]. Dwuznacznos§é
ta znika w analizie zmian kapitalowych polegajacej na redukcji zagadnien mod-
elowanych macierzowa stopa wzrostu [12] do przypadkéw autonomicznej ewolucji
w jednowymiarowych przestrzeniach liniowych.

10. PRZYKLAD HIPERSTOPY ZESPOLONEJ

Wyznaczmy hiperstope, ktéra z punktu widzenia zwierzajacej sie osoby opisuje
ilosciowo nastepujaca fabute:

Przez 10 lat wiodto mi sie znakomicie, to co posiadatem, pomnazatem w tempie
20% rocznie. Niestety szczeScie prysto i nagle znalaztem sie w diugach réwnych
potowie stanu mej wczorajszej zamoznosci. Zobowigzania narastaty dwa razy szy-
bciej niz dawny majgtek. Po pieciu latach wspaniatomysiny wierzyciel nie dosé Ze
umorzyl mi caly diug, to jeszcze obdarowat mmnie dobrami o wartosci réwnej 10%
darowanego dtugu. Obecnie jestem rentierem i mimo uplywu pieciu lat mdj majgtek
nie zmienit jeszcze swej wartosci.

Analogiczne jak w paragrafie rozwazania prowadza nas do hiperstopy w postaci

r=In(1.2) e {1} + (In(1.4) — In(1.2)) e {[10 < #]} — In(1.4) ® {[15 < ]} +

(10.1) +(—In(2) +iem) e [10 < t]+ (—In(10) +i e 7) @ [15 < ]
Calka tej hiperstopy wynosi
{z(t)} ={1}er = (In(1.2) + (In(1.4) — In(1.2)) ¢ [10 < ¢] — In(1.4) ¢ [15 < t]) o {t}+

+ieme{[l0 <t <15} —In(2) e {[10 < #]} — In(10) @ {[15 < #]} =
=1In(1.2) e {¢-[10 > ]+ 10-[10 < ]} +1n(1.4) e {(t—10)-[10 < t < 15]+5-[15 < #]}+

+(~In(2) +iem) e {[10 < #]} + (—In(10) +i e ) @ {[15 < #]}

gdzie {t} = {1} ¢ {1} = {1}1. Stad warto$¢ opisanego kapitalu w funkcji czasu
wynosi

(F()} = f(0) e {ez(t)} _ {f(O) . (1‘2)t-[10>t]+10-[10§t] . (1‘4)(t710)-[10§t<15]+5~[15§t]_

(10.2) {(1-05-[10<#)-(1-0.9-[15<#])-(1—2[10 <t < 15))}

Warto zauwazy¢, ze w omawianym przypadku latwiej wypisaé postaé hiperstopy
(10.1) niz wzor (10.2) zawierajacy historie zmian kapitatowych. Ponizszy rysunek
przedstawia wykres funkcji {f(¢)/f(0)}.
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_15)

11. UWAGI KONCOWE

0Od z gora dwoch tysiecy lat uzywanie jezyka proporcji jest podstawg ilo§ciowego
opisu zaréwno cen, jak i zasob6éw wszelkich débr oraz sposobéw organizacji gospo-
darowania [16]. Ekonomiczne aspekty rzeczywistodci sa chetnie mierzone réznego
rodzaju wspélczynnikami. Powyzszy tekst probowal przekonaé czytelnika, ze metody
rachowania ulamkami opartymi na dodawaniu i splocie stanowia obecnie potezne
narzedzie metod matematycznych, cho¢ jego proste operacje rachunkowe wymagaja
czesto zwyktych, szkolnych umiejetnosci.

Jak wykazano w paragrafie 4 rachunki na utamkach zbudowanych z funkcji
stalych obejmuja swoim zasiegiem standardowe zagadnienia analizy matematyczne;j.
Dlatego np. rézne reprezentacje algebry stopy zwrotu, opisane w pracach [2],[3],
mozemy wyrazié¢ przez operacje splatania z funkcja stata {1} i dzielenia przez nig.
Dowody twierdzen, takich jak np. o postaci rozkladu funkcji w szereg Taylora,
polegaja na pojedynczych przeksztatceniach wyrazen posiadajacych liczbowe wias-
nosci. Dodatkowe uwzglednienie w rachunku Mikusiriskiego elementarnej, poza jed-
nym punktem dziedziny wszedzie stalej, funkcji skoku pozwala konstruowaé¢ mod-
ele matematyczne wykraczajace znaczaco poza zbioér funkcji ciggltych. Mozliwe jest
nawet, ze geometryczne modele rynku, zob.[15], posiadajg swoje uogoélnienia, ktore
w ramach analizy funkcjonalnej bazuja na proporcjach funkcji kapitatowych, ana-
logicznie jak modele geometrii skoriczeniewymiarowych na proporcjach cenowych,
czy portfelowych.

Klasyczne metody matematyki finansowej w definicjach stopy procentowej nie
uwzgledniajg przeplywéw na koncie, dlatego, chociaz przepltywy ksztaltuja stan
konta, opisywane sg odrebnie. Hiperstopa wyznaczana zgodnie z formula (6.3) zaw-
iera pelng historie zmian kapitatowych, ktérag mozna tatwo odczytaé z jej konkretnej
postaci.
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