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1. WSTEP

Przyzwyczail iSmy si¢ do sytuacji, w ktérej analityk finansowy podajac srednie
odchylenie kwadratowe zysku wzgledem jego wartosci oczekiwanej wskazuje
stopien ryzyka zwiazanego z posiadaniem instrumentu finansowego. Czasy
rozwoju teorii portfela, w ktorych sceptycznie odnoszono si¢ do teorii Harryego
M. Markowitza naleza juz do historii. Obowiazujacy dzi$ standard ilosciowego
okreslania ryzyka finansowego wyznaczyl paradygmat badawczy analitykOw i
do tego stopnia zdominowal $wiat finanséw, ze trudno jest rozwijaé
dternatywne narzedzia stuzace badaniu ryzykownosci rynkowych aktywow
kapitalowych. Jednak ryzyko finansowe jest na tyle wazna kategoriag
ekonomiczng, probujaca uchwyci¢ przyczyny roznicowania sie kosztow
formalnie podobnych przedsigwzigé kapitatlowych [1], ze warto si¢ do niej
odnies¢ z pozycji nierownowaznych, aczkolwiek uzasadnionych metod
rachurkowych.

Wzorujac si¢ na pochodzacych z opracowanych dla celéw nauk fizycznych,
klasycznych newtonowskich metodach analizy zjawisk medhanicznych autor

opisal w pracy [2] deterministyczna reinterpretacje ryzyka finansowego. Zostato

! Nasz czas, podobnie jak cieh na ziemi, nigdy sie nie zatrzymuje - motto zegara
stonecznego na kosciele Mariackim w Krakowie.
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tam wykazane, ze przy pewnych dodatkowych zatozeniach jest ona formalnie
rownowazna standardowemu sposobowi objasniania ryzyka. Jednak i w takim
przypadku pazostaje wiele wariantow rachurkowych, dajacych roézne liczbowe
oceny ryzyka, a wynikajacych z odmiennych subiektywnych ocen przyszitych
zyskoéw osiaganych z inwestowania w aktywa finansowe, czy wyboru teorii
definiujacych sposoby okreslania optymalnego przeplywu kapitalowego. Dla
podmiotéow preferujacych emocje, czy przywiazujacych szczegdlng wage do
pewnych chwil zwiazanych z istotnymi skladnikami portfela (np. terminy
bilansu okresowego spotki gietdowej) optymalne przeptywy beda rozne.
Scharakteryzowang ulomno$¢ interesujaco parafrazuje nastgpujaca uwaga
Hugona Steinhausa [3]: Te diugosci, ktére podaje praktyk (mp. na bilecie
kolejowym) odnoszq sie¢ raczej do definicji osi toru kolejowego, podanej
matematycznie, niz do realnego toru. Jak bliski zwigzek moze zachodzié
pomigdzy dtugoscia krzywych a ryzykiem ukaze tre$¢ prezentowanego artykutu.

Interesujace sq powody, dla ktorych statystyczna nieokreslonosé zysku
odzwierciedla niebezpieczenstwa na jakie narazony jest wlasciciel wycenianego
na rynku dobra. Jezeli racje te wiaza si¢ z iloscia mozliwosci utracenia
instrumentu (np. na skutek sceptycznych ocen dotyczacych przysztych zyskow
generowanych w oparciu o to dobro) to miare takiego ryzyka lepiej oddaje
proponowana nizej przez autora definicja osiqgalnosci instrumentu
finansowego.

Jezeli zalozymy, Zze miara prostych przecinajacych krzywa calkowa posiada
symetri¢ euklidesowa, to jest nig euklidesowa dtugo$¢ krzywej. Spostrzezenie to
znamy jako formule Croftona, ktéra zapoczatkowata w XIX wieku rozwdj
geometrii catkowej i badanie geometrycznych aspektéw rachurku prawdopodoe
bienstwa [4], [5].

2. FINANSOWE UKLADY ODNIESIENIA

Okreslmy mianem zbioru instrumentéw finansowych | wszelakie ptynne,

permanentnie wyceniane jednostki dobr, badZz zobowiazan. Do zbioru tego
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naleza wiec rdwniez portfele, bedace zestawieniami okreslonych ilosci
instrumentow finansowych notowanych bezposrednio na rynku, czy dowolne,
plynne instrumenty pochodne.
Wycena instrumentu finansowego zawsze musi si¢ odnosi¢ do pewnej ilosci
wyroznionego dobra (takze instrumentu, zwykle jest nim jednostka pieni¢zna),
w relagi do ktorego instrument ten jest wyceniany. Dobro to nazwiemy
pieniqdzem. Poza tym w zbiorze | wyrdéznijmy dowolny instrument finansowy
roézny od pieniadza i nazwijmy go instrumentem wzorcowym.
Uktad odniesienia to uporzadkowana para wyrdéznionych instrumentéw, czyli
para (pieniqdz , instrument wzorcowy).

Niedh T oznaza as astronamiczny, wyznaczany w dowolnych jedncstkach
(rok, tydzien, sekunda). Przez r(7) bedziemy oznaczaé funkcje, bedaca tzw.

chwilowg stopa wzrostu instrumentu wzorcowego wzgledem pieniadza,

okreslong w jednostce bedacej odwrotnoscia jednostki czasu T wzorem
(1) (2.1

gdzie C,(T) jest ceng w chwili T instrumentu wzorcowego wyrazong w
jednostkach pienieznych, a In jest funkcja logarytm naturalny.

Zdefiniujmy czas wzorcowy t =t(7) jako catke oznaczong z chwilowej stopy
wzrostu instrumentu wzorcowego r(T) wzieta wzgledem pewnej chwili
poczatkowej T,

T

t(r) = J’r(r')dr' (2.2

To
Moment T, jest dowolnie wybrana, lecz ustalong chwilg czasu

astronomicznego, wyznaczajacg punkt zerowy czasu wzorcowego, bo

To

t(7,) :Ir(r dr' =0. Zwréémy uwage, ze czas wzorcowy jest definiowany
To

relatywnie — zalezy od wyboru pieniadza i instrumentu wzorcowego. Gdy dobra
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okreslajace pieniadz i instrument wzorcowy w uktadzie odniesienia zamienimy
miejscami chwilowa stopa wzrostu nowego instrumentu wzorcowego wzgledem

nowego pienigdza bedzie réwna —r(T), wiec czas wzorcowy zdefiniowany

formulq (2.2) zmieni znak na przeciwny. Dlatego taka zamiang rdl instrumentow
definiujacych finansowy uktad odniesienia bedziemy nazywaé inwersjq czasu
WZOr COWegO.

Dla dowolnego instrumentu finansowego o cenie ¢(T) wykresem instrumentu

nazwiemy krzywa W W R’ okre$lona parametrycznie nastepujaco
w:= ({(r), y(r) = Inc(r) - Inc(z,))

Krzywa W jest sparametryzowana @asem astronamicznym T, badz
jakakolwiek inng zmienna rzeczywista, bedaca ciagla i réznowartosciowa
funkcja czasu T . Przedstawienie wykresu instrumentu finansowego w skali
logarytmicznej wzgledem cen pozwala m.in. uniezaleznié prezentowany opis
ryzyka od jakichkolwiek splitéw jednostek opisywanych instrumentéw (takich
jak waluta, akcja, opcja itp.). Oczywistym wnioskiem z powyzszej definicji jest
spostrzezenie, ze na wykres instrumentu mozemy patrze¢ jak na trajektori¢
(krzywa) zakre$long przez wektor nalezacy do przestrzeni liniowej, bedacej
iloczynem Kartezjafiskim zbioru wartosci logarytmu ceny instrumentu
wzorcowego i zbioru wartosci logarytmu ceny instrumentu, ktorego wykres nas
interesuje. Drugi czynnik iloczynu kartezjanskiego jest zatem wspolnym
zbiorem wartosci logarytméw cen wzgledem pieniadza  wszystkich
instrumentow finansowych. PrzywykliS§my do obrazowania zmian cenowych na
wykresach semilogarytmicznych, ktérych ksztalt odpowiada wykresom tych
instrumentow w ukladzie odniesienia, w ktérym pieniadz jest obowiazujaca
waluta, a instrumentem wzorcowym jest dowolny ptynny walor o stalej (w
czasie astronomicznym) chwilowej stopie wzrostu wzgledem waluty, nazywany
instrumentem pozbawionym ryzyka. Czas wzorcowy jest wielkoScia

bezwymiarowa, gdyz chwilowa stopa wzrostu ma wymiar bedacy odwrotnoscia
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astronamiczngj jednostki czasowej. Wlasno$é ta umozliwia m.in. pdzniejsze
przyjecie zalozenia o niezmienniczo$ci osiagalnosei instrumentéw finansowych

przy obrotach ich wykresow wzgledem ustalonego uktadu odniesienia.

Poniewaz z definicji (2.1) i (2.2) wynika, ze
t(r) =Inc (1) —Inc,(1,)
wigc np. wykresy

e instrumentu wzorcowego,

* pieniadza,

* instrumentu zmieniajacego swa cen¢ w specyficznym okresie stalej ceny
instrumentu WZOrcowego,

* pieniadza w ukladzie odniesienia, w ktorym zamieniliSmy role
instrumentéw okreslonych jako pieniadz i instrument wzorcowy,

beda leze¢ odpowiednio na prostych

- y-t=0,
- y=0,
e t=0,
e y+t=0.

Posta¢ ostatniego z przytoczonych rownan prostych wynika z symetrii

wzgledem inwersji czasu wzorcowego tzn. ze spostrzezenia, ze gdy cena
instrumentu wzorcowego wyrazona w jednostkach pienigznych jest C, to
odpowiadajaca jej cena pieniadza wyrazona w jednostkach instrumentu

1 . . .
wzorcowego wynosi —, oraz z wlasnosci logarytmu liczby odwrotnej
CS

1
In— = =Inc;. Prosta ta jest takze symetryczna do prostej Yy —t =0 wzgledem
C

S
osi t =0 co oznacza, ze wykresy na niej lezace obrazujg zyski z pozycji krotkiej

zdgjetej wzgledem instrumentu wzorcowego, a rozliczanej w pieniadzu.
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3. OSIAGALNOSC INSTRUMENTU FINANSOWEGO

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby procz wykresow instrumentéw finansowych
rozwaza¢ wykresy dowolnych dobr, dla ktorych znamy ewolucje czasowa ich
funkcji uzytecznosci o wilasnosciach oméwionych w pracy [6]. Instrumenty
finansowe maja jednak ta zalet¢, ze sa wyceniane przez rynek, wigc ksztatt ich
wykresow ma darakter obiektywny — ich ceny sa wynikiem funkcjonowania

mechanizméw rynkowych, niezaleznych od subiektywnych emocji i pogladow.

Nazwijmy zbiorem instrumentow prostych |, rodzing tych instrumentéw
finansowych w, (T) O 1, ktérych wykres w ustalonym uktadzie odniesienia jest

odcinkiem prostej opisang réwnaniem

al+by+1=0 (3.1)

gdziet =t(r) i y=y(1).

Uwzgledniamy takze proste przechodzace przez poczatek uktadu
wspoétrzednych, jednak ich kazdorazowe odrgbne omawianie powoduje utrate
przejrzystosci rozwazan, pozostajac bez wplywu na koncowe wnioski.
Wystarczy wigc zauwazyé, ze podpadanie tego peku prostych pod wlasnosci,
jakie zostana wykazane dla pozostaltych (prawie wszystkich) prostych
instrumentow finansowych, wynika cho¢by z zalozenia o symetrii euklidesowej,
narzuconego na przestrzen wykreséw instrumentdéw finansowych, obserwowana
z wybranego ukladu odniesienia. Tak wigc, abstrahujac od parametrow
czasowych charakteryzujacych okres posiadania instrumentu prostego przez
podmiot rynkowy, instrument ten mozemy scharakteryzowaé parg liczb

reprezentujacych w okreSlonym uktadzie odniesienia jego wspotrzedne

W, = (a,b) . To czy dany instrument finansowy jest prosty, czy nie, zalezy od

wyboru uktadu odniesienia.
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Jako miare osiggalnosci instrumentu na pzedziale casowym [t;,t,]

przyjmijmy ilo$¢ V przecigé jego wykresu ze zbiorem |,

V =(d du+ (du+ (du+--- 3.2
g|;/1+§]’2u§|’3ug|;u (3.2

dzie [du oznacza miare (ilo$é) prostych przecinajacych wykres instrumentu
g p p
=8

finansowego przyngjmnigj K razy.
4. CO MIERZY OSIAGALNOSC INSTRUMENTU FINANSOWEGO?

Przy ustalonym modus operand podmiotu rynkowego, bedacego aktualnym
wiascicielem instrumentu finansowego, mozliwo$¢ utracenia instrumentu w
przysztosci jest wprost proporcjonalna do miary mozliwosci pozbycia sig tego
instrumentu w okreslonym przedziale czasowym, czyli zalezy liniowo od jego
osiaggalnosci. Jesli zatozymy, ze podmiot dziala racjonalnie, to wowczas taka
miare mozliwo$ci utracenia pozadanego dobra rynkowego mozemy utozsamic¢ z
ryzykiem jego posiadania. Z tego powodu osiagalnos¢ stanowi naturalng miare
ryzyka finansowego.

W  poszerzonym i zaktudizowanym wydaniu  Slownika wyrazéw
bliskoznacznych [7] przymiotnik osiggalny zaopatrzony jest w odsylacz do
synonmu tani, zas w analogicznej sytuacji tezaurus procesora tekstu Word firmy
Microsoft odsyta nas do wyrazu dostepny. Jednakze zastapienie osiqgalnosci
terminem dosteprnosé nie wydgje sie trafne, gdyz ten, choé czesciej spotykany w
stownikach, kojarzy si¢ z prostotq, patrz [8], a proste wykresy okazuja si¢
najmniej osiagalne (co zostanie pokazane nizej w paragrafie 7). Ryzykowny
(osiagalny) walor rynkowy nie jest w cenie, jest fatwy do zdobycia, lez przez to
niechciany. Stowo osiqgalnosé oddaje wigc dobrze sens wprowadzonej w
biezacym paragrafie definicji tego pojecia w odniesieniu do instrumentu

finansowego. Tak mierzaca ryzyko wielkos¢ ma relatywny charakter — zalezy od
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arbitralnego sposobu wskazania uktadu odniesienia stuzacego do opisu
zachowan kurséw cenowych dowolnych walorow finansowych.

Przypadkowo wylosowana prosta ma znacznie wieksza szanse przecinaé
wielokrotnie kawatek wykresu postrzepiony, czy o licznych zakolach, niz
wydtadzony, o przebiegu regularnym. Przy statystycznej interpretacji ryzyka
jako dyspersji, zmiennej losowej o duzym rozrzucie (a wigc duzej wariancji)
przypisujemy duze ryzyko. Zgodnie z taka idegq wigksza osiagalnos¢ instrumentu
powinna (przy niezmieniong Stopie zwrotu) odpowiada¢ wigkszemu ryzyku
towarzyszacemu jego posiadaniu. Psychologicznie ttumaczy si¢ to zwigkszong
obawa aktualnego wlasciciela ,siedzacego” na instrumencie przed jego
»Zrzuceniem”. Istnieje takze nastgpujacy obiektywny powdd takiej interpretagi
ryzykownego instrumentu. Cho¢ osiagalnos$¢ czyli miara okazji wejscia w taki
instrument (zamienienia innego instrumentu na wiasnie ten) jest duza, to rdowna
jest ona mierze wyj$cia z niego, wigc nie brakuje sposobnosci, by go utracic.
Dlatego, jesli instrument taki jest zyskowny, zwigkszenie jego osiagalnosci
powoduje zwigkszenie ryzyka jego utraty, co ma negatywne konsekwencje dla
wiasciciela. Dla okreslonego inwestora instrument o dwukrotnie wigkszej
osiagalnosci stwarza dwa razy wiecej pokus jego sprzedazy. Nalezy podkresli¢,
ze wlasnos¢ ta jest unikang cecha osiagalnosci, nie wystepujaca w przypadku
standardowego okreslania ryzyka przy uzyciu dyspersji. W przypadku strat
ktorych nie potrafimy uniknaé duza osiggalno$¢ instrumentu jest pozadanym
zjawiskiem. Wydaje sig, ze w okresach hossy dobrze jest posiadaé¢ instrumenty o
matlej osiggalnosci w pozycji dtugiej, badz (jezeli to konieczne) w pozycji
krotkiej instrumenty latwo osiagalne. Inwersja uktadu odniesienia daje
odpawviednio transponavane spostrzezenia dla okreséw bessy. I tak np. w
trakcie bessy na WGPW, gdy niemozliwy byt zakup odpowiednich warrantdw,
czy krotka sprzedaz, najmniej stratnymi na parkiecie inwestorami okazali si¢
paosiadacze ryzykownych akcji — trudno$é z utrzymaniem ich posiadania stata si¢

w czasach dominacji rynku niedzwiedzia zaleta tych papierdw.
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5. EUKLIDESOWA NIEZMIENNICZOSC MIARY PROSTYCH

Znajdzmy miare, ktorej wartos¢ pozostaje niezmienna w trakcie zmiany stop
wszystkich prostych instrumentéw finansowych o dowolng stala, oraz przy
zmianie momentu czasu T,, wzgledem ktérego instrumenty te byly okreslone.
Dla dwuwymiarowego zbioru prostych (3.1) rozwazymy w tym opracowaniu
klase miar rézniczkowych postaci

du(a,b) = p(a,b)dadb
Parametryzaga (3.1) nie obejmuje prostych przechodzacych przez srodek uktadu
wspdirzednych, lecz nie ma to wpltywu na uzyskane rezultaty, gdyz zbior tych
prostych, bedacy zbiorem jednowymiarowym, posiada miar¢ zerowa.

Dowolng globalng zmiang¢ stopy, polegajaca na zmianie kata nadhylenia
prostych instrumentow finansowych do osi odcigtych, przesuniecie poczatku
uktadu wspotrzednych w prawo, badz w lewo, oraz zmiang aktywa-pasywa

mozemy uzyskaé dzigki nastgpujacej zamianie zmiennych:

t=cosp)d'-oBin@)yy+B , y=sin(@@)d +oltosq)y

Wyznaczonej rodzing parametréw O , A, B takich, ze o =1, a [1[0,2m),

B OR. Pociaga ona za sobg transformacje wspdtrzednych proste;j
w, =(a,b) - (a',b’)
gdzie zwigzek pomigdzy nowymi a starymi wspotrzednymi ma postaé

a,:amzos@)+bE$in(a) ’ b,:aEpEos@)—aEin(a)
1+alB 1+alB

Jakobian teg transformagi wynosi
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d(a',b")

2(a,b) o Hdwath)

Poniewaz spetniona jest nastepujaca tozsamosé

a’+b?
a12 +bl2

l+alp =

wigc niezmienniczo$§¢ miary

du(a',b') = p(a,b)da'db’ = (1+alB)™ [p(a’,b’)dadb=
= p(a,b)dadb=du(a,b)

wymaga, aby

3 3
(@*+b*)2 p(a,b) =(@* +b'*)2 p(a’,b') (5.9

co implikuje ponizsza posta¢ euklidesowo niezmienniczej miary prostych

du(ab) = (a% +b?) 2dadb (5.2)

bowiem tylko teka miara du z dokladnoécia do nieistotnej stafej

multiplikatywnej spetnia warunek (5.1).
6. WSPOLRZEDNE BIEGUNOWE PROSTYCH

Sparametryzujmy prosta M (patrz ponizszy rysunek), ktorej parametry
okreslaja jej rownanie (3.1), przy pomocy biegunowego uktadu wspdirzednych.
Zazwyczaj w oznaczeniach wspdirzednych biegunowych wystepuje para liter

r,. W celu uniknigcia kolizji ze standardem symbolizowania stopy
procentowej, niedh litera q :|Oq oznacza odleglo$é prostej M od srodka

uktadu wspétrzednych O (tzn. euklidesowa dlugos$é odcinka prostopadiego do

M i zaczepionego w srodku uktadu), za§ ¢ niech bedzie katem pomiedzy osig



Osiagalno$¢ instrumentu finansowego 11

odcietych a odcinkiem OQ. Tak okreslone wspotrzedne biegunowe prostych, w

kontekscie obrazowania krzywych jako zbioréw prostych ktore krzywe te

przecinaja, nazywane sg wspotrzednymi crofronowskimi.

Tworza one rure Croftona, czyli zbidr bedacy iloczynem kartezjanskim otwartej
polprostej i okregu — R, X S%,
W nowych wspdlrzednych rownanie prostej (3.1) jest nastepujace
tcos@) +ysin@) =q

wiec taka zamiana zmiennych — parametrow prostych

a=-q'tosgp) , b=-q*Bin@)

gdzie " =+va®+b® ojakobianie % =(q~° daje na rurze Croftona
a,

ptaska posta¢ miary niezmienniczej prostych, bowiem korzystajac z zaleznosci

(5.2) otrzymamy ponizszy rezultat

s9(ab)
2(9.9)

dqdg = u(a,9) (6.9

H(ab) = (a° +b°) Zdadb q dqdp =
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Dla przyktadu na kolejnych rysunkach przedstawiono obrazy trzech
popdarnych krzywych przedstawionych nie jak to zwykle bywa we
wspdtrzednych (1,Y), lecz we wspotrzednych croftonowskich (Q, ). Sa nimi

kolgino: Sin(x), v1—Xx* oraz lemniskata. By uwiarygodni¢ prezentowane

portrety krzywych autor umiescit w Dodatku generujacy je program napisany W

:
;
a 0.2 4 a o.a

jezyku Mathematica.

=
[X]
[
o
[

1

1] p.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 1.4

Ciemniejsze obszary powstaly na skutek uwzglednienia wielokrotnych przecigé

analizowang krzywel z prostymi — purktami na rurze Croftona. Prawe
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krawedzie rysunkéw sa wynikiem obcigcia tej rury do obszaru w ktdérym leza
wszystkie proste przecinajace krzywa. Goérne krawedzie rysunkow nalezy
utozsami¢ z dolnymi. Na tak sklejonej rurze Croftona przedstawionej na
pierwszym rysunku mozemy dostrzec obraz prostych przecinajacych funkcje

sin(x) jedno, dwvu, trzy i czterokrotnie. Przecigcia jedno i dwukrotne

wyczerpuja croftonowskie obrazy pozostatych dwdch krzywych.
7. FORMULA CROFTONA

Rozwazmy roézniczkowalny fragment wykresu instrumentu finansowego ktory
jest tukiem, czyli ograniczona, rézng od prostej krzywa taka, ze dowolna
przecinajaca ja prosta ma z nig najwyzej dwa punkty wspolne. Wyznaczymy
osiggalnos¢ takiego obiektu. W tym celu uzupehijmy tuk doklejajac do niego
jego obraz otrzymany np. wzgledem symetrii srodkowej (jedna z symetrii grupy
euklidesowsy). Jezeli do pomiaru osiggalnosci tak otrzymanego brzegu obszaru
wypuklego uzyjemy miary niezmienniczej wzgledem grupy symetrii
euklidesowych, wtedy osiagalno$é tego brzegu bedzie dwa razy wigksza od
osiaggalnosci pojedynczego tuku. Wynika to z wiasnosci addytywnosci
osiggalnosci. Dokonajmy transformacji euklidesowej tak, by srodek uktadu

wspotrzednych O znajdowal sie we wnetrzu obszaru wypuktego. Wybierzmy
dowolny purkt A na jego brzegu, o wspohzednych (Q,¢), gdzie q = |OA{ i
rozwazmy takie proste, ktorych pierwsza ze wspdtrzednych biegunowych Q' jest
mniejsza niz (, a druga rowna jest ¢ (na ponizszym rysunku zaznaczono je

liniami przerywanymi).
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Wkiad tych prostych, okreslonych dla infinitezymalnego przyrostu wspotrzednej
¢ , do osiagalno$ci brzegu obszaru wypuktego wynosi

ale)
Jdu+ [du=2[du=2 [dqdp = 2q(¢)d¢ (7.0)

ae q(¢)d¢ jest euklidesowa dlugoscia fragmentu brzegu zawartego w kacie
d¢ , wigc catka wyrazenia (7.1) po kacie ¢ od O do 77 (wtedy uwzglednimy
wkiad wszystkich prostych do osiagalnosci) jest dtugoscia brzegu obszaru
wypuktego. Sktadajac tuk krzywej z wypuklych kawalkéw i zauwazajac, ze
dtugo$é calego tuku rowna jest sumie dtugosci tych kawatkow dochodzimy do

whniosku, ze osiggalnosé (2.1) takiego tuku rowna jest jego dtugosei
V=[d 7.2

Naturalnym staje sie teraz wniosek ze, sposrdd instrumentow dajacych na
okreslonym przedziale czasowym jednakowe zyski, prosty instrument
finansowy, ktdéry charakteryzuje si¢ staltym (w tempie czasu wzorcowego)

wzrostem wartosci wzgledem pieniadza, jest namnig ryzykownym, bo
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najtrudniej (najmniej) osiagalnym. Jest on ksenofobiczny — sposrod waloréow o

takiej samej dochodowosci najrzadziej dopuszcza do zmiany wlasciciela.
8. WYKRESY O NIESKONCZONEJ DLUGOSCI

Wzér Croftona (7.2) jest stuszny dla wszystkich tukéw, dla ktorych szereg
(2.1) jest zbiezny — tuki o tej wlasnos$ci nazywamy prostowalnymi. Jezeli w
dowolnie matym ustalonym otoczeniu krzywej zmodyfikujemy jej ksztalt, to
mozemy doprowadzi¢ do dowolnego wzrostu jej dhugosci. Ow paradoks jest
bezposrednim wynikiem nieciggtosci tego funkcjonatu i stanowi przyczyne
wielu praktycznych niedogodnosci [9],[10],[11]. Krzywymi o ‘tukach
nieprostowalnych sa krzywe fraktalne. W skonczonych obszarach ich
osiggalnos¢ jest rozbiezna. Jednak i wtedy mozemy okresli¢ skoficzong miarg na

krzywej modyfikujac definicje osiagalnosci przez ustalenie rzedu N naktérym

decydujemy si¢ obciaé szereg (3.2). Osiagalnosé V,, okreslona jest teraz wzorem
V, =(du+ (du+ (du+---+ (du

W powyzej podanych przykladach obrazéw krzywych jako obszaréow na rurze
Croftona osiagalnosci V, odpowiadalyby rysunki o jednakowym stopniu

szaro$ci zaznaczonych obszardw. Takie ograniczenie liczby zliczanych przecigé
wykresu instrumentu finansowego z instrumentami prostymi jest praktyczne nie
tylko z powoddéw rachunkowych. Wydaje si¢, ze realistycznym jest
uwzglednienie w definicji osiagalnosci takiej skonczonej liczby mozliwosci
zbycia instrumentu finansowego. W skonczonych okresach czasowych
mierzymy jedynie ograniczona z gory ilos¢ potencjalnych mozliwosci utraty
(czy nabycia) instrumentu. Jednak nawet w przypadku rezygnadi z
bezposredniego postugiwania si¢ obcigta osiagalnoscia mozemy wybra¢ na

wzorzec dtugosci krzywa fraktalng o szczegdlnych wilasnosciach i choé dla niej
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otrzymamy lim

n- o

V"¢ = 00 | to wyznaczanie dlugosci innych fraktali wzgledem

tego wzorcaprzez obli czenie granicy

) V
v=Ilim n

no oo V wzorzec
n

moze prowadzi¢ do wynikoéw skonczonych. W ten sposdb pojecie osiagalnosci
obejmuje dowolnie szeroka klas¢ wykreséw instrumentéw finansowych o

jakkolwiek skomplikowanych ksztattach krzywych.
9. PRZECIETNA DLUGOSC RZUTU NA PROSTA

Hugo Steinhaus [9] zwrécil uwage na zwiazek formuly Croftona z zaleznoscia
migdzy dtugo$cia tuku, a przecigtng wartoscig dtugosci jego cienia jaki tworzy
przy rzucie prostopadlym na prosta. Doprowadzito go to do konstrukcji
longmetru — przyrzadu do pomiaru dtugosci krzywych empirycznych (np. drogi
czy rzeki na mapie, czy linii obserwowang pod mikroskopem) [10], [11]. Na

plaszczyznie euklidesowej dtugos¢ rzutu prostopadlego dowolnego odcinka o

dtugosci | na pewng prosta, z ktora tworzy on kat ¢ , wynosi ||COS@) , wiec

przecietna dlugos¢ jego cienia jest
1% 2
—J’I|cos¢)|d¢ ==
21T 4 T

Sktadajac krzywa z infinitezymalnie matych odcinkéw stwierdzamy, ze np. na
ponizszym rysunku dtugo$é rzutu krzywej na prosta m wynosi

d(¢) =|AB+|AD| +|CD| +|CE| = 2AB +|BC| +3CD| +|DE|  (9.1)
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Wynikajaca z powyzszych rozwazan dlugo$é tuku krzywej jest wigc stalg
czescia przecietnej wartosci dlugosci jej cienia na przypadkowo wybranej

prostej
=T E(d())

gdzie dla segmentow tuku, ktorych cienie si¢ nakladaja, powinnismy uwzglednic
w rachunku ich krotnos$¢ (analogicznie jak przy wyznaczaniu osiagalnosci), co
zostalo uwzglednione we wzorze (9.1).

Powyzsza metod¢ wyznaczania dlugosci krzywej zasugerowat jeszcze w 1812
roku P.S. Laplace [9]. Pozwala ona na wyrazenie dtugosci sparametryzowanej

krzywej za pomoca podwdjnej catki

dx(r) dX(T)

sin(¢)|dtd¢

cos@) + —=

EOR POt o

Odr O
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Powyzszy wzor mozna znalez¢é juz w pracach Cauchy’ego, zob. [9]. Pamigtaé
jednak nalezy, ze ten spos6b wyznaczania osiggalnosci jest poprawny jedynie w
przypadku euklidesowo symetryczngg miary prostych instrumentow

finansowych.

10.KOMENTARZE

Niejasnym dla autora jest popularne przekonanie, ze wzorzec astronomiczny
stanowi naturalng miar¢ tempa uptywu czasu w finansach. Jest niewatpliwie
praktyczny (i praktykowany), cho¢ nie na pewno charakterystyczny dla zjawisk
finansowych. Oczywiscie okre$la on wszelakie cykle fizyczne, chemiczne, czy
biologiczne, jednak dla poszerzenia obszaru jego przydatno$ci na procesy
rynkowe nalezaloby za pomoca danych empirycznych wykazaé, ze np.
parametry cen rynkowych posiadaja specyficzng periodycznos¢ w cyklach o
jednakowej ilosci godzin. Duza nieprzewidywalna zmiennos$¢ wartosci
kontraktow terminowych prowadzi raczegl do odmiennych wnioskéw. Ten
powod, aaz proba geometryzagi przestrzeni parametrow notowan rynkowych
[12] sktonity autora do wprowadzenia pojecia czasu wzorcowego.

Zasade okreslania ukladu odniesienia dla wyznaczenia konkretnego ryzyka
instrumentu finansowego mozna stosowac niezaleznie od pojecia osiggalnosci,
np. pzy standardowym sposobie wyliczania ryzyka, gdyz przebieg funkcji
zysku zalezy od przyjetego ukladu odniesienia. W tych przypadkach
proponowana metoda moze wyjasni¢ pozapsychologiczne mechanizmy
odmiennej oceny ryzykownosci tego samego instrumentu przez rézne podmioty
rynkowe. Slowo receja oznacza cofanie si¢ — dlaczegoz nie mialoby ono
oznacza¢ cofania si¢ w kierunku malejacych wartosci czasu gospodarczego (jako
odpowviednio skonstruowanego czasu wzorcowego). Przy takig interpretagi
wykres cykli koniunkturalnych gospodarki prezentowatby funkcje zaleznosci

czasu gospodarczego od czasu astronomicznego. Pomiar uplywu czasu wymaga
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obserwacji cienia wywolanego interesujacym nas typem mechanizmdw, za$ od
Platona wiemy, ze bada¢ mozemy jedynie cienie idei.

Czas finansowy wcale nie musi by¢é homeomorficzny Z czasem
astronomicznym. Jezeli da¢ wiar¢ zwolennikom przekonan o skokowej naturze
zmian czasowych podstawowych stop procentowych, a zwazywszy na
mechanizmy powodujace te zmiany chyba maja oni racje, zalezno$¢ pomigdzy
tymi dwoma typami czasu ma charakter nieciagly. Zaproponowana wyzej
definicja osiagalnosci jest przydatna i w takich przypadkach. Wystarczy ja
stosowaé w ramach formalizmu opisanego w pracy [13]. W wariancie o
euklidesowej symetrii osiagalnos¢ wykresow instrumentow finansowych jest
wtedy ich dlugoscia mierzong z pominigciem obszaréw ich nieciaglosci.

Warto tak wyskalowaé osiagalno$é, by najmniej ryzykowny instrument
finansowy (czyli instrument prosty) miat wartos¢ zwigzanego z nim ryzyka
posiadania V' réwna zeru. Przy standardowym pomiarze ryzyka zabieg 6w jest
zbedny, gdyz dyspersja instrumentu prostego jest zerowa. W tym celu wystarczy
postugiwaé sie miarg osiagalnosci wzglednej, bedacej rdznica osiagalnosci
instrumentu i osiagalnosci stosownego (przynoszacego taki sam zysk)
instrumentu prostego. Osiagalnos¢ jest ekstensywnym parametrem instrumentu
finansowego — podwojenie jego wykresu dwukrotnie zwigksza warto$¢ tej
wielko$ci. Dlatego wygodniej postugiwaé sie intensywnos$cig osiagalnosci, tj.
ilorazem osiagalnosci wzglednej do czasu wzorcowego, w jakim osiagalnos¢ ta
wystapita. Dopiero ta liczba, bedaca wskaznikiem intensywnym, pozwala
porownywaé ryzyko instrumentdw w réznych okresach czasowych.

Jako duelny do formalizmu oceny ryzyka instrumentéw finansowych pgawia
si¢ opis pomiaru stopnia ryzyka algorytméw kupna-sprzedazy papieréw
wartosciowych (w szczegdlnosci ryzyka portfeli).

W kontek$cie wynikdéw autora dotyczacych geometrii rynku [12] miara ryzyka
kursowego  winna  by¢é raczej  konstruowana ~w  przestrzeniach

pseudceuklidesowych. W przypadku geometrii Lorentza [14] uzasadnienie
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rezultatéw analogicznych do powyzej prezentowanych wymaga nietrywialnych
modyfikacji, dlatego zostanie przedstawione w odrgbnym opracowaniu.

Wprowadzona definicja osiagalno$ci w naturalny sposéb uogolnia si¢ na
wykresy w R". Umozliwia to budowe konsystentnej teorii ryzyka dla
wielowymiarowych, zlozonych proceséw kapitalowych [15]. Mozna dostrzec
podobienstwo pomiedzy taka teoria, a zagadnieniami optyki geometryczngj i
mechaniki klasycznej [16]. Najblizszym odpowiednikiem mechanicznym
przypominajacym prezentowane tu podejscie jest problem osiggalnosci dla
zagadnienia orbit Hohmanna [17] — podstawowego typu trajektorii podrozy
mig¢dzyplanetarnych. Sa to elipsy okreslone prawami Keplera, taczace dwie inne
orbity zamknigte. Podréz odbywajaca si¢ po nich jest najbardziej ekonomiczna
pod wzgledem wydatkowanej energii. Zwiazane z energia dzialanie [16] jest
funkcjonalem na trajektoriach, ktéry odpowiada wystgpujacemu w tym
opracowaniu funkcjonatowi dlugosci. Dlatego badanie stosownych symetrii i
zasad wariacyjnych moze stworzy¢ realng perspektywe poznania fundamental-
nych réwnan §wiata finansow.

W odrebnym opracowaniu, na przyktadzie konkretnych papieréw wartoscio-
wych notowanych na rynku, zostanie przedtozona analiza poréwnawcza pomiaru

ryzyka: raz jako dyspersji, drugi raz jako osiggalnosci.

Uniwersytet w Bialymstoku
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DODATEK

Program w jezyku Mathematica, generujacy obrazy krzywych na rurze Croftona.

Crofton[r_,phi_,table_]:=
Module[{count = 0, sn = Sin[phi], cs = Cos[phi], side = 1,
Sign[ cs table[[1,1]] + sn table[[1,2]1] - rl},

Sign[ cs table[[m+1,1]] +

sn table[[m+1,2]1] - r] ;
If[lastside != side, count = count + 1;];
lastside = side;

,{m, Length[table]-1}]; count]

lastside
Do[ side

CroftonPlot[f_]:= Module[{n = 50, delta=0., table={}},
delta = If[Length[f]==2,N[(f[[2, 2]] - f[[2, 111)/n],
NLCFLO31] - FL[2]11D/n]1 1;
x = If[Length[f]==2,f[[2, 111,f[[211]1;
Do[table = Append[table,If[Length[f]==2,{x, N[f[[1]1]1[x]1]1},
{NLFLII1I0x1 002100 ,NCFLILIDIXI 0021113 115
X = X + delta, {n + 1}1;

ContourPlot[Crofton[r,phi,table],
{r,0,N[Sqrt[Apply[Max,Map[(#[[1]1]1A2+#[[2]]1A2)&, table]l]]1},
{phi,0,2 Pi},

PlotPoints -> 500,
ColorFunction -> (GraylLevel[1-#]&), ContourLines->False]]

Display[”crl.ps”,CroftonPlot[{Sin, {1, 10}}]1,”EPS”];
fx[x_] := Sqrt[l - xA2]

Display[”cr2.ps”,CroftonPlot[{fx, {-.99, 0.993}}],”EPS”];

Temniscate[t_]:={t(1+tA2)/(tA4+1),t(1-tA2)/(tA4+1)}
Display[”cr3.ps”,CroftonPlot[{lemniscate, -5, 5}],”EPS”];



22 Edward W. Piotrowski

LITERATURA

[1] Arrow K.J., Esgje z teorii ryzyka, PWN, Warszawa 1979.

[2] Piotrowski E.W., Zapomniany pierwowzor definicji ryzyka kapitatowego, W
Modelowanie preferencji aryzyko' 99, t.1, AE Katowice 1999.

[3] Steinhaus H., Autobiografia, Wiadomosci Matematyczne 17(1973)3-11.

[4] Encydopaedia of Mathematics on CD-ROM, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecit 1997.

[5] Kendall, M.G., Moran P.A.P., Geometric probalility, Griffin, London 1963.
[6] Piotrowski E.W., Algebra kredytow, Przeglad Statystyczny 46(1999)297-
313.

[7] Stownik wyrazéw bliskoznacznych, Wiedza Powszedhna, Warszawa 1998.
[8] Stownik jezyka polskiego pod red. W. Doroszewskiego, przedruk
elektroniczny PWN, Warszawa 19631969.

[9] Steinhaus H., Length, shape and aea, Collogquum Mathematicum 3(1954)1-
13.

[10] Steinhaus H., Kalgjdoskop matematyczny, WSIP, Warszawa 1989.

[11] Perkd J., O dlugosci krzywych empirycznych, Zastosowania Matematyki
3(1958258284.

[12] Piotrowski E.W., Geometria rynku, Optimum 1(2000161-179.

[13] Piotrowski E.W., Hiperstopa zwrotu, wystane do druku w Przegladzie
Statystycznym.

[14] Bean J., Ehrlich P., Globd lorentzian geometry, Dekker, New York 1981.
[15 Piotrowski E.W., Macierzowa stopa zwrotu, Przeglad Statystyczny
46(1999340-352.

[15] Arndd W.I., Metody matematyczne mechanki klasycznej, PWN, Warszawa
1981.

[16] Britanrica® CD 99 Sandad Edition, © 19941999 Encyclopeaiia Britan-
nica, Inc.



Osiagalno$¢ instrumentu finansowego 23

STRESZCZENIE

Jezeli nieokreslono$¢ zysku wiaze si¢ z ilosciag mozliwosci utracenia dobra
rynkowego, to ryzyko inwestycji mozemy mierzy¢ proponowang definicja
osiggalnosci instrumentu finansowego, sformutowang wzgledem ukiadu
odniesienia wyznaczanego zwykle przez pieniadz i papier wartosciowy o stalym
oprocentowaniu. Dla uktadéw odniesienia posiadajacych symetri¢ euklidesowa
XIX-wieczna formuta Croftona sprowadza osiagalnos$¢ prostowalnego wykresu
instrumentu do jego dlugosci. Ten spos6b wyznaczania ryzyka stosuje si¢ takze
dlawykresow fraktalnych.



