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Dies nostri quasi umbra 
 super terram et nulla est mora1 

 
 VXWZY"[/\^]^_

 
 

   Przyzwyczail `badcfe0gh`jilknmogpeJqbr/sutpvw`jxzy"{zq}|z~d��v?sA�/su�b`�q�e/{���`��/sO�7gSm�yDeo�/mJknspvE�ut�ad~d�Zkz�7`��
mnkntA��e;�j�A�=`���{zy�sZk�~dswq}m�y�����e�g�{�r'y��Z�n��iZkn�Ac�vE�u��m!y�sO~pq}m/aStX`?mntZ�Z�A{/`�y�sA�=�pv�y�gd{JsO�Ar�vw�
g�q}mz�=`j�A��~}e=��e/{Js,�wy�`��O�ZsA�=�Z��m����/m=gh`�sZknsO�=`��Ac `��7g�q�~�rnco�A��q�r��d`��/sA�7ghm�y��Z��m W�� �ZsXgpe
rozwoju teorii portfela, w których sceptycznie mnkz�/m/gS�Zmz�/m�g `�i�knm�q}�Zmz~�`b`=¡fsA~�~¢e7�Z��m£ W £ sA~�{Jmzy�`�q��Zs��=su���O¤Z�¥v�rJ¤�knm��=`�g�q}mz~�`b` W/¦D§ m�y�`��O�ArEvE�Zt�e¨k��u`�alg�q}sA�/kJsA~dk0`j��m=aStu`�m�y��Z��m
mz{�~d�Xah�jsA�=`�s�~}e=��e/{Js©��`��=sA�7gSm�y��Z��m
yDe=�A�/sZtO��e/ª«�/sA~�sZkue7��coswq § suknswy�tO��e¬sA�/su�b`�q�e ków i 

knm q}�u��m­g�q}m��n�=`�s®�Zknmzc�`��/mzy�sAª¯ady�`�swq¯��`��/sA�;gS|�y�x°¤Z��qb~�r/kz�/m±vw�Xg�q²~�m��wy�` vwsZ³
alte~��/swq�eJy��=�´�/sA~��Ziuk��u`�s°gdªbrJ¤Z�ZtZ� § sZknsA�=`�r�~}e=��e/{Jm�y��/m=aStu`�~}e/�n{JmzyDe7tA�²sA{zq�eJy�|�y
{JsA�=`�q}sOª�m�yDe7tA� W�µ �Zkz�/sO{¶~}e=��e/{Jm ��`��=sA�7gSm�y��±vE�Xgdq·�/s-q�e;�j�-y�sO¤A�/�3{Jswq}�Z��mz~S`��
�A{Jmz�/mzc�`jtO�A�/�ux��J~d| § r�vw�ZtZ�¸r/tA�nyDe7tu`�³¸�n~���e7tZ��e/��e¶~�|�¤A�=`�tZmzy�sA�=`�s3gh`�i®{Jm/g��wq¢|�y
��mz~�cosu���=`��¹�/mnkJm § ��e7tA�º�J~��Z�Zk/gh`jiwyf�u`�iZ³¹{JsO�=`�q}sAª}m�yDe7tA�²» Vw¼ x�¤Z��y sO~pq}m½gh`�i�knm��=`���v
mnkz�=`���aS³­�¾�/mn��e7tpvw`·�=`��O~d|�y��/mzy�sO¤A��e7tA�7x¯sZtO�A{JmJ��y�`��A{ rJ�ZsXgSsZk��=`�mz��e7tO� co�wq¢mnk
rachunkowych.  Y �Zmz~�r�vw�Zt0gh`�i��/s¿�=mntA�/mnkn�Z�Zt�e7tA�À��mz�J~dsZtZm�y�sA��e7tA�!kJ��s�tZ�u��|zy��/sOrn{¨��`���e7tO�A��e7tA�=x
klasycznych newtonowskich metodach analizy zjawisk mechanicznych autor 

mz�=`bgSsOªJy��n~ds tEe0»�Á ¼ kn�wq¢�A~�c�`��=`�g�q�e7tO�A�/�?~d�u`���q}�A~��J~d�wq}sZt�vEi?~}e=��e/{Js��d`��/sA�7ghm�y��Z��m W?Â m/g�q}sOª�m
                                                      
1 Ã?ÄAÅ¢ÆÈÇ�ÆEÄAÅpÉhÊKËuÌXËZÍuÎzÏ�ÐOÑZÄOÒ¥ÇEÏ�ÐhÓ�Î�ÄÔÆwÏ�ÐhÕ�Ï É�Î�Ï Ö/Ì�×ØÅ Ï�Ù^Î�ÏÚÐ9ÆEÄuÛÝÜ¢Æb×nÕ�ÞjÑOÐ  - motto zegara ß¢à�áAâ�ãEä åhâzã æuá�â�ç^è�áXé�ä�ê�ã�ë�ã^ì0çSí�ê�ç�äSèzêïî�ð!ñÈípçhè�áAð�ê�ãOò  
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¼�º�»5Ä�Å�¸]Æ$·5Ç�ÈVÁ�É?ÆH¼�·5Ä�Å]Ê�½*Á/À@ËKÄ�»4Ä�ÌEÍ�Ç�Î�¸�È�Ä]Ï�Ä�¶�À@º�Æ$·5Ä�¼�·4º�Ã�·�½�Ð*Á�Ä?¾G»5½�¼?Ñ�È�ÒÓ·4»5½�¾GÈ�·
·C¼�¶�ÀPÁ�Â�ÃLÄ�¼*À@É�ÆÔË�·C¼�º�¼U¶"½?Æ�Ñ�È�Ò!¼�½?À@½?Æ�º�¼?Ñ�È�Ò!Í�Ä�Ï�Ê�½�¾�Á�Ä�Î*¼�·5½Õ¼�ºRÁ@Ñ�¼	Ð*Â�Ì%È�ÏDÑ6Î�½?Æ$½	»C¼�Ä�Ì
Ê�ÖCÑ�¼�¼�Ä�·C¼U¶�ÀPÁKÂ�ÃLÄ�¼*ÀxÑ�Ê�½�È�Ò�½	Î�¼�Ä*×  
Ø Ñ�È�Ä�¼�ºÕ·C¼U¶�ÀPÁKÂ�ÃLÄ�¼*ÀPÂ�Ë�·C¼�º�¼U¶"½?Æ�Ä�¹*½6Ï�º7Æ ¶"Ï�Ä8Ã Â�¶<·�¶G·4Ç�½�Î�¼�½�¶G·5¿-Î�½!Ê�Ä�ÆH¼�Ä/Ù�·4»5½�¾GÈ�·  
Æ�Ñ�Á�É*Å�¼�·4½�¼�Ä�¹*½�Î�½�Í	Á�º3Ú@À@º�Ð�Å�Ä�·C¼�¶�ÀPÁKÂ�ÃLÄ�¼�ÀPÂ�Ì.Ï7Æ�Ñ�Ð�»4ÄÛÙ7Ä�¶�À�¼�·CÃOÙ7Ä�Î�¼�½�¶�ÀPÐ	ºLÊ�·5Ä�¼�·4Ç�Å�¼�º�Ü�Ì
w relacji do którego instrument ten jest wyceniany. Dobro to nazwiemy 
Ý�Þ4ß�àTÞPá�â�ã�ß�ä . Poza tym w zbiorze I Æ�Ñ�Á�É*Å�¼�· Ù<ÃBÑRÎ�½?Æ�½�»C¼?Ñ�·C¼�¶�À�ÁKÂ�ÃLÄ�¼*ÀzË�·C¼�º�¼�¶G½?Æ�Ñ
Á�É*Å�¼?Ñ�½�ÎBÊ�·5Ä�¼�·5¸�Î*Ï�º�·	¼�º�Ï7Æ$· Ù<ÃBÑ�¹*½  instrumentem wzorcowym. 
åqæ*ç�è â!é	â*àTÞ4ß&ê�Þ4ß�àTÞ è ÀQ½�Â	Ê�½�Á�Ï�¸�Î*Ð	½?Æ�º�¼�º1Ê�º�Á�º�Æ�Ñ�Á�É*Å�¼�·4½�¼?Ñ�È�Ò>·C¼�¶�ÀPÁKÂ�ÃLÄ�¼�À@É?Æ$ÌëÈ�ÏDÑU»4·
para (ìëí5î�ï�íCð*ñ?ò�ó�í�ï*ô7õxö7÷*øHî�ï�õ�ùzò�ú�öDû�ú�ù,ü ). 
   Niech τ oznacza czas astronomiczny, wyznaczany w dowolnych jednostkach 

ÚQÁ�½�Ð�ÌëÀxÑ�Î*Ï�·5Ä�ý�Ì¬¶GÄ�Ð*Â�¼�Î�º�ÜG×tþ rzez )(τr Í�Ç�Î*Ï�·5Ä�ÃBÑ�½*Ï�¼�º�È�Ï�º�¿�ËQÂ	¼�Ð	È/Ù&Ç�Ì�Í�Ç�Î	¸�È�¸1À�Ï7Æ�×
È�Ò*Æ$·4»4½?Æ�¸ÿ¶�À@½*Ê�¸ ÆBÏ�Á�½�¶�ÀPÂ ·C¼�¶�À�ÁKÂ�ÃLÄ�¼*À�Â ÆBÏ�½�Á�È�½�Æ�Ä�¹*½ ÆBÏ�¹�»5Ç�Î�Ä�Ã Ê�·5Ä�¼�·5¸�Î*Ï�º�Ì
½�Ð*Á�Ä�¾G»4½�¼�¸ÛÆ8Ù&Ä�Î�¼�½�¶�À@È�ÄJÍ�Ç�Î�¸�È�Ä/Ù%½	Î?ÆHÁ�½?À�¼�½�¾"È�·4¸�Ù7Ä�Î�¼�½�¶�ÀPÐ�·�È�Ï�º�¶�Â τ wzorem 
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gdzie )(τsc Ù7Ä�¶�À-È�Ä�¼�¸OÆ È�Ò*Æ$·P»4· τ ·C¼U¶�ÀPÁKÂ�ÃLÄ�¼*ÀPÂNÆBÏ�½�Á�È�½?Æ�Ä�¹*½EÆ�Ñ�Á�º�Å�½�¼�¸bÆ
Ù&Ä�Î�¼�½�¶�ÀPÐ	º�È�Ò�Ê�·5Ä�¼�·5Ç�Å�¼?Ñ�È�Ò�Ì*º ln Ù7Ä�¶�ÀTËQÂ�¼	Ð	È/Ù&¸�»5½�¹*º�Á@Ñ	ÀPÃ�¼�º7ÀPÂ�Á2º�»C¼?Ñ,×  
   Zdefiniujmy czas wzorcowy )(τtt =  Ù&º�Ð	½�È�º�Ö4Ð	Ç�½*Ï�¼�º�È�Ï�½�¼�¸BÏHÈ�Ò*Æ ·4»5½?Æ�ÄKÙ�¶�ÀQ½�Ê?Ñ
wzrostu instrumentu wzorcowego )(τr ÆBÏ�·4Ç7À@¸ ÆBÏ�¹�»5Ç�Î�Ä�Ã Ê�Ä7ÆB¼�Ä/Ù È�Ò*Æ$·P»4·
Ê�½�È�Ï�¸7À�Ð	½?Æ�Ä/Ù 0τ  
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Moment 0τ  jest d½?Æ�½	»C¼�·5Ä Æ�Ñ�Í�Á2º�¼�¸�Ì »5Ä�È�Ï ÂU¶�À@º�»5½*¼�¸ È�Ò*Æ ·4»5¸ È�Ï�º?¶�Â
º�¶�ÀPÁ�½*¼�½�Ã�·5È�Ï�¼�Ä�¹*½	Ì Æ�Ñ�Ï�¼�º�È�Ï�º/Ù&¸�È�¸ Ê	Â�¼�Ð�À Ï�Ä�Á�½?Æ�Ñ È�Ï�º�¶�Â ÆBÏ�½�Á2È�½?Æ�Ä�¹*½�Ì^Í�½
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drt × � ÆBÁ�É�¿�ÃBÑ�Â*Æ�º�¹*Ç�Ì¬Å�ÄÕÈ�Ï�º�¶3ÆBÏ�½�Á2È�½?Æ�Ñ8Ù&Ä�¶�À�Î�Ä�Ë�·C¼�·5½?Æ$º�¼?Ñ
relatywnie – Ï�º�»5Ä�ÅDÑ�½�Î$Æ�Ñ�Í�½�ÁKÂ�Ê�·5Ä�¼�·4¸�Î*Ï�ºB·�·C¼�¶�À�ÁKÂ�ÃLÄ�¼*À�Â�ÆBÏ�½�Á2È�½?Æ�Ä�¹*½:×��HÎ�Ñ�Î�½�Í	Á a 
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���,)8�9��:�-;������-<�<#=%>���?�2-<�,�	�?#=%&'8�?�0-<��@��8�"�$#	%&�('*)+�,�*%&'7-.�����	���0-<��@��;-.��@*��A��*�,)
�?�0-<��@��B�����,�$���������DC?A��������E�	F0-G�?� )(τr− H -���A��D�����0#I-.�����	���0-21J���*��K	�"�����0-;�,�01
K(���()�'*5L�NM�O9P ORQS�,)8���,� ���,���,�;�?�T�*�=�������U-G�01VP�W<���X%L��@��.%L�,�R�2���,)8�����?AY�	FR�$�"�$#=%6�('*)+�,��%>F0-
�*��K=�"�$�"'Z�����Z1$�,:[K=�"���,�$#\�0-N1D'R��56���]�*��������#
���,�$���3C?A���������).1E�?���Z1R-<��^ _U`*aYb�c
d e�f]gZh�i�dXj
wzorcowego. 

   Dla dowolnego instrumentu finansowego o cenie )(τc  wykresem instrumentu 

�?���X-;����).1����=�Z1R-;� w  w  k 2 H �����	��
l�����?�Y�?�,�/�,)+�X%&�L1$���,�����Y�?��#=%>A,�*'Z�X�����  
 

( ))(ln)(ln)(),(: 0ττττ ccytw −==  

 

Krzywa w  jest sparametryzowana czasem astronomicznym τ H C�����m���,�R�,�R�?�U-;���,�n�"�*�?�o�,)8���,�*�?�p�=�������Z1R-��&#=%L� H C?A��*�����q������@056�r�s�	F�t,� �0-<�,��%>�?
\������-<�K>'*�*�R���X�u������#	' τ . Przedstawienie wykresu instrumentu finansowego w skali ���*@��,�L1R%6)8�����,�?���v-<��@*��A��*�,)w���,�x�?�*�X-<�����y)zP{�"�|P}'*�$������������t,����^y�*�	��������%L�0-<���01B���$�&#
ryzyka od jakichkolwiek splitów jednostek opisywanych instrumentów (takich 

j �,�8-<���"'*%L� H �,�R���X� H ���?�(���;�U%&�|P Q
P*~����Z1R-��&#=%�1?)�-G�����?#/�?���,)4�G�?�0-21�t�#\�����N�*��K=�"�$�����X�����0#=%#	�?�?#=%6�=����t��,����� H t��u�?�[-21?���	��#s�"��#=%&�('*)+����%&'J)+��t��,).1����X%&�=����^3�������?�D%&�	���X�,��%L���\��AM>���=�Z1R-<��Q3���,���	�0

�����?�[�*�=�����E-<�,��%>���3��������t�����1��*���*�=����#	%&�=���,���8���"�����0-<��� H C�A��*�����(������*���Z1?���,) �R�,��%>�������,��#	�?�") �,C���� �(' -;�,��%L�?

�������R@��,�L1R%&)�' ���,�01 instrumentu -.�����	����-<��@��z�V�,C������('�-<�,��%>�?
\�������R@��,�L1R%&)�'z���,��13�"��#=%&�('*)+����%&' H ��%>F��	��@��+-21?���	�0#}����#�"��%L�,�/��#	'Z�X��P]W��('?@*�����Z1?�*�$�"�������*���Z1?�*'��R�,��%L�������,�$#/�?����@��q����#=%����X%L��) -�#	�?F?�"�01?)
�,C������	��) -<�,��%L��
\��� ���R@��,�L1R%&)+F0- ���,� -.��@*��A��*�,) �����,�������*��� -�#/�Z19#=%&�?���,:
instrume��%LF�-�K=�"�?���$#\�0-21$��:|PR�|�=�Z1R-21?�?���&
/).1��*�z��C*�/�����0-<�,�$�����,)8���,�I���,�?�0-21$��:��?�-21?���	��#\���,:p#
�,)8�����*@����L1R%&)8�����,��1$�,: H ��%LF��>1$�,:4��#\�X%L�,5�%��*���?��-;�����*�B-21?���	�0#\��)�%�1$�,:
�"�$#=%&�='*)+�,��%LF�-�-�'*��56���*�����u�R��������#l���,����� H -���%LF��>1?)������,�$�������z�X��#=%���C?�0-;�����,'Z�������
-<���"'�%>� H �u�"�$#	%&�('*)+�,�*%L�,)w-.�����	���0-21?)�����#=%��*�0-<�?�"�01J�*5 1?�*�01�-<�������3��#=%>�,56���sML-
������#
���;��#	%&�	���?��)8�����,�01?)+Q��,:�-������0-<�(�.#=%L��������-<�,�	�?#=%&' -.��@*��A��*�,)4-<���"'*%�1 H �?���Z1R-;�,�01�"�$#=%&�='*)+�,��%L��) �?���,C?�,-;�����01?) �>1��Z1?�R��P�������# -.�����/���0-21 �X��#=% -;�����"�R�?
\�����
C?���X-21?)8�����	�0-<� H @���1�t��,:�-;�&���0-<�+#=%>���?�.-.�,�	��#=%&'�)+�G-21?)8���,��C?A��R���Z13�*�0-G�	��%&�?�?
\�����
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astronomicznej jednostki «�¬� ��\£�­<ª�®�¯2°[±6 ��	¢?£�¤\¥]¦L D¨*©+£�²�¡��"­;�� E©z¯{�"¢|¯T³?´*µ,¢���ª�®��/¬�ª
³*§=¬Z¶X®�·�«���ª�¬� ,±L£�²�ª,¢��� +£ ¢���ª�¬,©8��ª�¢*¢���«�¬�£�¤\«��S£?�
������ �¡"¢?£�¤\«����"¢$�	¦&§(¨*©+ª,¢*¦L´0­4¸=�"¢� ,¢$�\£0­N¶$«,¹
³*§=¬Z¶8£�º*§	£0¦> �«,¹+��«,¹<­2¶?»�§	ª0�\´0­x­.¬��*¡�·�¼Rª,©�¨��=¦L �¡�£�¢?ª���£.¨*»�±6 �¼�¨�£R¼�¢���ª��l��ª,¢��� *¯  
 ½
£�¢���ªX­; �²Y¬2¼*ª�¸	�"¢���«�®,��¾�¿9¯6À�Á��?¾(¿9¯ ¿?Á9­N¶?¢��"»R �Â�²�ª  

)(ln)(ln)( 0τττ ss cct −=  

­;��·�«Y¢*³|¯�­2¶?»�§	ª���¶  

• instrumentu wzorcowego,  

• ³���ª,¢�����¼�¬� �Â  
• �"¢$�=¦&§=¨*©+ª,¢�¦&¨�¬,©8��ª�¢��� �®X��«�ª���£7�=­<�2«�ª�¢?·Ã­��/³?ª�«Z¶$¸=��«�¬,¢0¶?©�£�»�§	ª��
��ªN�	¦L ,±6ª�®�«�ª,¢0¶

instrumentu wzorcowego, 

• ³���ª,¢�����¼�¬� �­ ¨*»�±L �¼�¬���ª�£*¼�¢���ª��
��ª,¢$�� �Â�­ »�¦L´�§L¶?© ¬� �©8��ª,¢���¡&�&¤	©.¶Ä§	£?¡�ª
instrumen¦L´�­B£�»�§	ª�¤
¡�£�¢0¶$«,¹}®� ,»R£.³�� ª,¢�����¼*¬2�$�"¢$�	¦&§(¨*©+ª,¢*¦�­<¬�£�§	«�£0­N¶�Â  

º?·�¼*�N¡�ª�²�ª�¥T£R¼�³?£0­;��ª�¼�¢���£.¢? Y³*§/£?�=¦�¶$«,¹  

• 0=− ty , 

•  0=y , 

•   0=t , 

• 0=+ ty .          ½
£?�=¦L �¥�£?�	¦L X¦&¢���ª���£�¬Å³*§=¬Z¶R¦L£R«�¬�£�¢0¶$«,¹�§	´0­.¢? ,Æ�³*§	£?�=¦�¶$«,¹�­N¶?¢��"»R �¬���¶?©+ªX¦&§\���
­.¬��*¡�·�¼*ª�© �"¢�­;ª,§\�"®,�Ç«�¬� 0�	¨o­<¬�£�§	«�£0­;ª���£È¦L¬,¢|¯�¬�ªÉ�/³?£?�=¦&§	¬�ª�²�ª,¢��� �ÂI²�ª4��¼�¶Ê«�ª�¢? 
�"¢$�=¦&§=¨*©+ª,¢�¦&¨É­<¬�£�§	«�£0­;ª���£4­2¶?§	 �²�£�¢? �­Å®�ª�¼�¢?£?�=¦&»R �«,¹È³���ª,¢$��·�²,¢0¶$«,¹Ë®Xª��=¦ sc , to 

£*¼�³?£0­��� �¼* �®X��«� q®�ª�®Ì«�ª�¢? Í³$��ª,¢�����¼�¬� Ì­N¶?§	 �²�£�¢? Í­ ®�ª�¼�¢�£?�=¦&»R �«�¹Î�"¢$�	¦&§(¨*©+ª,¢*¦&¨
wzorcowego wynosi 

sc

1 Â�£�§	 �¬n¬�­G±6 0�	¢?£?¤\«���¡�£*�� ,§L¶R¦6©�¨Ï¡���«�¬,º0¶Ï£*¼0­.§	£0¦&¢?ª(®

s
s

c
c

ln
1

ln −= ¯
½
§	£?�=¦L 2¦L S®�ª��	¦�¦L ,»*²�ªG��¶?©+ªX¦6§L¶$«�¬,¢? N¼*£<³R§	£?�=¦Lª(® 0=− ty ­.¬��*¡�·�¼*ª,©

osi 0=t «�£;£�¬,¢? �«�¬� �Â�²�ªÃ­2¶?»�§	ª��(¶�¢? Ã¢���ª(®}¡�ª�²���«�ªT£�º*§	 �¬,¨Z®��Y¬Z¶9�	»?�R¬�³?£�¬Z¶$«(®X�*»�§	´0¦&»?��ª(®
zaj ·X¦>ª�®Ð­.¬��*¡�·�¼Rª,©���¢$�=¦&§(¨R©+ª,¢�¦&¨<­.¬�£�§/«�£0­<ª���£?Â� Y§	£�¬�¡���«�¬� ,¢?ª�®Ð­Ë³���ª�¢�����¼�¬,¨Ñ¯  
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   Nic nie stoi na przeszkodzie, aby prócz wykresów instrumentów finansowych ç	è�éXê<ë�ì�ë�í�ê2î?ï�ç/ð�ñ�îDòRè0ê<èRó"ô�î$õ,ö]òR÷�ø*ç/ù�òRó�ëzï�úL÷�çLî$õ,öyé,ô�ë,û.îEðXê<è?ó"ü?õ�ýXþIõ�é�ë�ñ
è0ê<ÿ���õ,ö
f ü*ô*ïRõ�ý��+üRìZîRúLð�õ�é,ô�è��\õ�� è�ê��6ë�ñ/ô?è��\õ���ë�õ,ö�è�û+÷0ê���è�ô0î$õ,öJê
	*ç	ë�õ�î���
�� Ó2Ö ô�ñ=ú&ç(ü*û+ð�ô�ú�î
� �"ô?ë,ô�ñ\è0ê<ð7û+ë�ý�ÿ}ýXð�ò�ô?ë�ï�úLÿ�é�ë�ó�ð,úLþ�ù|ì�ð8ñ\ÿ<ê2î$õ�ð,ô���ë,ô�ð�	*ç=é�ð�é;ç>î?ô?ð,ï?ù�ê���þ�õ;ï�ñ\éXúLë���ú���õ,ö
wykresów ma charakter obiektywny – ��õ�öEõ�ð,ô0îxñ\ÿIê2î?ô��"ï���ð�û � üRô*ïRõ�ý�è�ô?è0ê<ë,ô���ë
û+ð�õ,ö?ë,ô���é,û+÷0êËçLî?ô*ïRè0êNî$õ,ö�ù0ô���ð�é�ë�ó�ð�ì,ô�î$õ,ö è*ò7ñ	ü*ø���ð�ï�ú�îRêGô0î$õ,ö7ð,û+èRõ�ý�����	?è��*ó�ÿ�ò*÷0ê Ó  
 

   Nazwijmy zbiorem instrumentów  prostych 0I ç	è*ò�é��"ô�þ�ú�î$õ,ö��"ô$ñ=ú6ç(ü*û+ð,ô�ú>÷0ê
finansowych Iwp ∈)(τ ù?ï�úL÷�çLî$õ,ö8ê2î?ï�ç	ð�ñ�êJü�ñ=úLë�ó�è�ô0î?û�ü*ï��Lë�ò�é���ð.è*ò�ô���ð0ñ���ð,ô���ëàý�ð0ñ=ú
odcinkiem prostej opisanej równaniem    

   

01=+⋅+⋅ ybta                                    (3.1) 

gdzie )(τtt =  i )(τyy = . á ê.é��*ó�þ�ò�ô���ë,û.î ú>ë,ï*ì�ð 	*ç/è?ñ=úLð 	*ç=é�ð�õ,ö�è*ò�é�ÿ�õ�ð 	*ç=é�ð�é 	?è*õ�é�ÿXú>ð,ï ü*ï��6ë�ò�ü
ê�ñ�	?÷��&ç=é�þ�ò�ô0î$õ�ö�ùÑý�ð�ò�ô�ë,ï���õ,öDïRë�ì�ò*è�ç	ë�é�è�ê<ð�è*ò�ç/þ,ø*ô?ð�è�û+ëXê���ë,ô���ð�	?è0ê;è*ò�üZýXð�ü ú&ç	ë,úLþ
	*ç=é�ð�ýZç=éZî9ñ=úLè��
õ��qç	è�éXê<ë�ì�ë� �ù!	?è*é�è?ñ=úLë�ýXÿ�õÏø?ð�é�ê�	��"îRê.üÄô�ë�ïRè� ?õ�è0ê<ð�êGô���è?ñ	ï�� Ó
å î9ñ=úLë�ç	õ�éZîDê���þ�õ�é�ë�ü�ê<ë�ìZî$í�ù}ì�ð"	�è*ò�	?ë�òRë,ô���ðIúLð���è#	?þ�ï�ü$	Rç	è?ñ=ú�î$õ�ö$	�è*òÇê��6ë�ñ	ô�è��\õ���ù
ý�ë,ï���ð é�è?ñ=úLë�ô?ÿÎê2î?ïRë�é�ë,ô?ð ò?ó�ë%	?è*é�è?ñ=úLë���î$õ,ö &'	Rç	ëXê���ð ê�ñ/éZî9ñ=ú6ï���õ,ö�()	*ç	è?ñ=ú�î$õ,ö
�"ô$ñ=ú&ç=ü*û+ð,ô�úL÷�ê � �"ô?ë�ô$ñ\è0ê2î$õ�ö�ù�êNî?ô��"ïRë�õ,ö�è*í,ø0î é é�ë��Lè�ì�ð,ô���ëGè8ñ�î?û+ðXú&ç*�+��ð,ü*ï?ó���ò*ð�ñ\è�ê<ð�ýXù
ô?ë,ç=é,ü?õ�è�ô?ð���è+ô?ë�	*ç=é�ð�ñ=ú6ç=é�ð� 8ê2î?ï�ç	ð�ñ\÷�ê,�"ô�ñ=ú&ç(ü*û+ð�ô�úL÷0ê � �"ô?ë�ô$ñ\è0ê2î$õ�ö�ù$è�ø$ñ\ð�ç�ê<è0ê<ë�ô?ÿ
é ê2î?øRç	ë,ô?ð���è�ü*ï��Lë�ò�ü�è*ò�ô���ð�ñ���ð,ô���ë Ó[Þ ë,ïÅê-��þ�õ�ùËë�ø$ñ=ú&ç	ë�ö*üZý�ÿ�õ èRò)	?ë�ç	ë,û+ðXú&ç/÷0ê
õ�é�ë�ñ\è0êNî$õ,öÉõ�ö?ë,ç	ë,ï�ú>ð,çLî�é,üZýXÿ�õZî$õ,öÈè�ï�ç	ð�ñ.	?è?ñ/��ë�ò*ë,ô���ë0��ô$ñ=ú&ç(üRû+ð,ô�ú&ü!	*ç	è?ñ	úLð���è1	Rç=é�ð�é
podmiot ç>î?ô*ïRè0ê2î�ù,��ô$ñ=ú&ç(üRû+ð,ô�úÉúLð,ôÎû+è�ì�ð,û.î ñ\õ,ö�ë,ç	ë,ï�úLð�çLî�é�è0ê<ë�í2	?ë,ç/ÿ�ó+��õ�é,ø
ç	ð�	*ç	ð�é�ð,ô�ú&üZýXÿ�õZî$õ,ö�ê è�ï�ç/ð3�
ó�è�ô�î?û ü*ï��6ë�ò*é���ð è*ò�ô���ð�ñ���ð�ô���ëÈýXð���è�ê�ñ�	�÷���ç=é�þ�ò�ô?ð

),(: bawp = . 
Þ è�õ�éZîvò*ë,ô�î4��ô$ñ=ú&ç(üRû+ð,ô�ú � �"ô�ë,ô$ñ\è0êNîGýXð�ñ=ú5	*ç/è?ñ=ú�î�ù|õ�éZîIô���ð�ù$é�ë�ó�ð�ìZî3è*ò

ê2î?ø?è�ç(ü;ü*ï��Lë�ò�ü7è*ò�ô���ð�ñ���ð,ô���ë Ó  
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   Jako mi =�HON P3Q�R+SMTVU�W+XYP3ZM[�R1R;X�Q�\�]�^�_a`MXb\c^ na przedziale czasowym ],[ 21 tt  

d Hfehg�i/Jj9 i/J8gk9+>;A�B*C V d H�e�K�l�9;N�Cmi�K�<�A�nog�p�H�K37�I-e�KDe�q�9;A�H�K�J 0I  

r++++= ∫∫∫∫
≤≤≤≤ 4321

µµµµ ddddV            (3.2) 

gdzie ∫
≤k

dµ A�e�?�=�lMe�=-Jj9;=MH�N sf9�>;A�B*C�t d H�A�7�FEg�l�u d Hfe�K�l�9@?�=viw:�lwg�l�uxnog�p�HOK37y9@?�7�F�HGI�JLK�?�F�I
finansowego przynajmniej k  razy. 

 z
{�| 6~}#�'�5������6����c���D�8�V��6����#�+�a���5����}#�V�������b�+���o�a��6y�~����6��  

 

   Przy ustalonym modus operandi d A���Jj9;A�F�I$H'g�?�p�A�n�K�<�A���q�N���:�l�K�<�A�=�p�F�I�=3>@?�g�J
n���=3B*l39;l�9;K�>+K�J 9@?�7�F�HGI�JLK�?�F�I ¡f9E?�=�?�7*A�n�K�<�A���JLA�¢�>+9@n�A�B*C£I�F�H�=�l�K�?�9;=¤9@?�7fF�HfI�JLK�?�F�I nd Hfehgb7Oe���A�B*l�9-i�K37fF�n d HOA�7fF d H�A d A�H�lvi�A�?�=�>@?�=¥��ALJj9;=�Hcg¦JLA�¢�>+9§n�A�B*l�9 d A�e�q�g�l39;=�7/9;NyF'K�<�A
9@?�7fF�HfI�JLK�?�F�I¨n©A�p�H�K3B/>;A�?�g�J d H�e�K���e�9;=�>+K¦lMe�=37*A�nyg�Jj�5lMehgª>+9�e�=3>;KM¢hg�>+9@?�9+A�n�A«A���i�K�<�A
A�7�9;:�<�=3>@?�A�B*l39 {�¬ K3B�>+9ye�=���A�¢hg�J8gª��¢�K d A���Jj9;A�F8��e�9;=���=4HO=�lviwA�? =�>@?�9+K���FcA#n�­�n�lMe�=37�F'=�p�:
Jj9;=�H�N8JLA�¢�>+9@n�A�B*l�9YI�F�H�=�l�K�?�9;= d A�¢�:���=M?�K�<�Aa��A�q�HO=�H'g�?�p�A�n�K�<�AjJLA�¢�KMJ8g¦I�F'A�¢37*=�Jj9;C8e
Hcg�ehg�p�9;K�J�i�K�<�A d A�7�9;=���=�?�9;= { �.F'K�<�A d A�n�A���I�A�7�9;:�<�=3>@?�A�B*Ca7fFc=�?�A�n�9�?�=�F�I�H�=3>@?�:�Jj9;=MH�N
ryzyka finansowego. 

    W poszerzonym i zaktualizowanym wydaniu ®�¯c°�±�²�³§´3µ ±V¶�·hµ�¸�¹�±
bliskoznacznych [7] przymiotnik °�º�³@»�¼ªµ�½;²w¶ e�=�A d =�F�Hfe�A�?�g¾iwK�7fF"n A���7vg���=�l�e¿��A
synonimu tani ��e�=3B�n�=M?�=�>;A�<�9+lMe�?�KviÀ7vg�F�I�=�lvi�9�FcKMe�=MI�HGI�7 d H�A�l�K37*A�H�=�FcK�p�7�F�I Word firmy 

Microsoft A���7vg��c=«?�=37x��A�nyg�H�=Me�I Á °�º�Â+ÃcÄ�²w¶ {�¬ K���?�=�p�¢�K¨e�=�7fFc: d 9+K�?�9;K °�ºM³@»�¼bµ�½E²�°�Å�Æ�³  
terminem Á °�º�Â�ÃcÄÇ²�°�Å�È  nie wydaje 7�9;NDF�HO=�¡'?�K���<���g�¢DFcKM?���lMu�A�C�lMe�N�B*l�9;Kviy7 d A�F;g�p�=�?�g�n
7���A�n�?�9@p�=�l�u���p�A�i�=�Hfehg¥7/9;N£e Ä�·w°�º�Â+°�Â;» � d =�F�H�e�É'Ê3Ëf��= d H�A�7fF'K�nog�p�H�K�7vg1A�p�=Me�Iwiw:¤7/9;N
?�=vi/J-?�9;Kvi¨A�7�9+:�<�=�>@?�K�sGl�A~e�A�7�Fc=�?�9;K d A�p�=�e�=�?�KÌ?�9E¢�Kvi�n d =�H�=�<�HO=�¡f9;K�Í�t { ��g�ehg�p�A�n�?�g
sGA�7�9;:�<�=�>@?�g�tVn�=3>;A�HÎHcg�?�p�A�nogL?�9;K�iwK�7fFªn�l�K�?�9;K3�*iwK37�F��c=�F+nogj��A zdobycia, lecz przez to 

?�9;K�l�u�l�9;=�?�g { ���cA�n�A °�º�³@»�¼ªµ�½;²�°�ÅwÈ A�����=vi�K0n�9;N�l¥��A�q�Hfe�K!7*K�?�7~n d H�A�n�=���e�A�?�Kvi¿n
q�9;KM¢�:�lwg�J d =�HO=�<�H�=�¡f9+KÏ��K�¡f9@?�9;lGi�9.FcK�<�A d A�iwN�l�9;=�n A���?�9;K37�9;KM?�9@IÐ��AÑ9@?�7�F�HGI�JLK�?�F�I
¡f9@?�=�?ª7*A�n�K�<�A { �Ç=Mp�Jj9+K�Hfe�:�l�=DH'g�ehg�p�A8n�9;K�>@p�A�B*CDJL=DH�K�>;=�FEg�n�?�gkl�u�=MH�=�p�FcK�H – e�=3>;KM¢hgjA��
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arbitralnego sÒ�Ó�Ô�Ó�Õ�Ö%×-ÔOØ�ÙMÚ�Ù�Û�Ü;Ù
Ö�Ø�Ý�Ù�Þ�ÖßÓ�Þ�Û�Ü;à�Ô�Ü;à�Û�Ü+ÙáÔ�Ý+Ö�â�ã�ä�à�å�Ó%Þ�Ó%Ó�Ò�Ü�Ô�Ö
Ú�Ù�ä�æ�Ó�×�Ù�ç�Ø�Ö�è*Ô*é�×�ä�àMÛ�Ó�×oê�ä�æ�Þ�Ó�×�Ó�ë@Û�ê�äMæ8×�Ù�ë;Ó�è�é�×¿ì�Ü@Û�Ù�Û�Ô�Ó�×oê�ä�æYí  î èfÚhê�Ò�Ù�Þ�Ø�Ó�×�Óï×oêªë;Ó�Ô*Ó�×�Ù�Û�Ù¥Ò�è�Ó�Ô�ðcÙ,ñLÙòÚ�Û�Ù�ä�Ú�Û�Ü;à,×�Ü;ó�Ø�ÔOÚ�ãôÔOÚ�Ù�ÛªÔ*ó,Ò�èfÚ�à�ä�Ü@Û�Ù�õ
×�Ü;à�ë;Ó�Ø�è�Ó�ð�Û�Ü+à,Ø�Ù�×�Ù�Ý�à�Øï×oê�Ø�è�à3Ô�Ö©Ò�Ó�Ô�ð�èfÚ�ó�Ò�Ü+Ó�Û�êªö�äMÚhê÷Ó©ë+Ü+äMÚ�Û�ê�ä�æ©Ú�Ù�Ø�Ó�ë;Ù�äMæ�ö"Û�ÜEâ
wygÝ�Ù�Þ�Ú�Ó�Û�êªö�Ó¾Ò�èfÚ�à�Õ�Ü;à�å�Ö¿è�à�å�Ö�ë;Ù�èGÛ�ê�ñxí î è�Úhê,ÔfðcÙ�ðEêbÔ�ðEê�äMÚ�Û�àvø�Ü@Û�ðcàMèGÒ�è�à�ð'Ù�ävø�Ü�ècê�Úhê�Ø�Ù
øwÙ�Ø�Ó�Þ�êbÔ�Ò�à�è*Ô@ø�Ü+ö�Ú�ñjÜ;à�Û�Û�àvø"ë;Ó�Ô�Ó�×�àvøxÓ�Þ�Ö�âhê�ñÐè�Ó�Ú�è�Ú�Ö�ä�Ü;à�ùGÙ"×�Ü;ó�ä4Þ�Ö�â�àvøj×�Ù�èOÜ+Ù�Û�ävø�Ü;ú
Ò�èfÚhê�Ò�Ü�ÔOÖhøwà�ñ8êkÞ�Ö�â�àDècê�Úhê�Ø�Óªí�ûÇå�Ó�Þ�Û�Ü;àoÚüðcÙ�Ø�ã�Ü+Þ�à�ãÀ×�Ü;ó�Ø�Ô*Ú�ÙDÓ�Ô�Ü;ã�å�Ù�ëEÛ�Ó�ý*õyÜ@Û�Ô�ð�èGÖ�ñLà�Û�ð�Ö
powinna (przy niezmienionej sðcÓ�Ò�Ü;à�Ú�×�è�Ó�ð�Ö�ú4Ó�Þ�Ò�Ó�×-Ü;Ù�Þ�Ù�õ£×�Ü;óMØ�ÔOÚ�à�ñ-Ö0ècê�Úhê�Ø�Ö
ðcÓ�×�Ù�è�ÚhêbÔOÚ�ã�ä�à�ñ-Ökøwà�å�Ó«Ò�Ó�Ô�Ü;Ù�Þ�Ù�Û�Ü@ÖVí î ÔGê�ä�æ�Ó�ë;Ó�å�Ü;äMÚ�Û�Ü;àað�Ý+Ö�ñLÙ�ä�Úhê£Ô�Ü;ókðcÓ¨Ú�×�Ü;ó�Ø�ÔOÚ�Ó�Û�ã
Ó�Õ�Ù�×�ã
ÙMØ�ð�Ö�Ù�ë@Û�à�å�Óá×�Ý�Ù3ý*ä3Ü;ä�Ü;à�ë+Ùÿþ�Ô�Ü;à�Þ�Ú�ã�ä�à�å�Ó�� Û�Ù
Ü@Û�Ô�ð�èGÖ�ñLà�Û�ä�Ü;à Ò�èfÚ�à�ÞÐø�à�å�Ó
þMÚ�èfÚ�Ö�ä�àMÛ�Ü;à�ñ���í � Ôfð�Û�Ü;àvøwà-ðcÙ�Ø�â�à�Û�Ù3Ôfðcó�Ò�Öhøwã�äwê�Ó�Õ�Ü;à�Ø�ð;ê�×�Û�ê�Ò�Ó�×�é�ÞkðcÙ�Ø�Ü+àvø�Ü@Û�ðcà�è pretacji 

ècê�Úhê�Ø�Ó�×�Û�à�å�Ó¨Ü@Û�Ôfð�èfÖ�ñLà�Û�ð�ÖVí���æ�Ó�õ¦Ó�Ô�Ü;ã�å�Ù3ë@Û�Ó�ý*õaäMÚhêªë�Ü5ñjÜ+Ù�è�ÙaÓ�Ø�ÙMÚvø�ÜÎ×�àvø�ý*ä3Ü;ÙL×!ð'Ù�Ø�Ü
Ü@Û�Ôfð�èfÖ�ñLà�Û�ðÇùvÚ�Ù�ñjÜ+à�Û�Ü;à�Û�Ü;Ù-Ü@Û�Û�à�å�Ó¦Ü@ÛªÔfð�èGÖ�ñLàMÛ�ð�ÖaÛ�Ù�×�Ý�Ù3ýOÛ�Ü;à�ðcà�Û�ú�ø�à3Ôfð5Þ�Ö�â�Ù�ö�ðcÓLè�é�×8Û�Ù
øwà3ÔfðyÓ�Û�ÙañjÜ+à�èfÚ�àk×oê�øMý*ä�Ü;ÙxÚaÛ�Ü;à�å�Ó�öÎ×�Ü;ó�äaÛ�Ü;àaÕ�è�Ù�Ø�Öhø�à�Ô�Ò�Ó�Ô�Ó�Õ�Û�Ó�ý�ä�Ü+ö5Õ�ê�å�Ó�Ö�ð�èOÙ�ä�Ü;õ�í� ë;Ù�ðcà�å�Ó�ö�ø�à3ý�ë+Ü Ü@ÛªÔfð�èGÖ�ñLàMÛ�ð¦ðcÙ�Ø�ÜDø�à3Ôfð"ÚhêbÔ�Ø�Ó�×8Û�êªö-Ú�×�Ü+ó�Ø�ÔOÚ�à�Û�Ü+à�ø�à�å�Ó Ó�Ô�Ü;ã�å�Ù�ë@Û�Ó�ý�ä�Ü
Ò�Ó�×�Ó�Þ�ÖhøwàkÚ�×�Ü;óMØ�ÔOÚ�à�Û�Ü;àjècê�Úhê�Ø�ÙDø�à�å�Ó�Ö�ð�è�Ù�ð;êªö�ä�ÓxñLÙLÛ�à�å�Ù�ðEê�×�Û�àLØ�Ó�Û�Ô*àMØ�×�à�Û�ävø�àjÞ�ë;Ù
×�Ý�Ù3ý*ä3Ü;ä�Ü;à�ë+Ù�í � ë;Ù�Ó�Ø�èOà3ý�ë;Ó�Û�à�å�Ó÷Ü@Û�×�à3ÔfðcÓ�èOÙïÜ@Û�Ôfð�èGÖ�ñLà�Û�ð¾Ó Þ�×�Ö�Ø�èOÓ�ð�Û�Ü;à ×�Ü;ó�Ø�ÔOÚ�àGø
Ó�Ô�Ü;ã�å�Ù3ë@Û�Ó�ý*ä3Ü5Ôfð+×�Ù�è�Ú�Ù-Þ�×�Ù�è�ÙMÚhê¦×�Ü;ó�ä�àvøoÒ�Ó�Ø�ÖªÔbø�à�å�Ó Ô�Ò�èfÚ�à�Þ�ÙMâhêmí���Ù3ë;àMâhêxÒ�Ó�Þ�Ø�è�à�ý�ë+Ü;õ�ö
â�àa×�Ý�Ù�Ô�Û�Ó�ý*õ¦ðcÙ�ø�à3ÔfðDÖ�Û�Ü@Ø�Ù�Û�ã"ä�à�äMæ�ã"Ó�Ô/Ü;ã�å�Ù�ë@Û�Ó�ý*ä�Ü+öÇÛ�Ü+àa×oêbÔfð'ó�Ò�Öhø�ã�ä�ãa×©Ò�èfÚhê�Ò�Ù�Þ�Ø�Ö
ÔfðcÙ�Û�Þ�Ù�è�Þ�Ó�×�à�å�Ó,Ó�Ø�è�à�ý�ë;Ù�Û�Ü+Ù¾ècê�Úhê�Ø�Ù¾Ò�è�ÚhêòÖ�âhê�ä�Ü@ÖòÞ3êbÔ�Ò�à�è*ÔEø�Ü'í
	 Ò�èfÚhê�Ò�Ù�Þ�Ø�Ö!Ôfð�èOÙ�ð
Ø�ðcé�ècê�ä�æ¾Û�Ü+à¨Ò�Ó�ð�è�Ù�ìfÜEñ8ê¾Ö�Û�ÜEØ�Û�ã�õ$Þ�Ö�â�Ù$Ó�Ô�Ü;ã�å�Ù3ë@Û�Ó�ý*õ�Ü@Û�Ô�ð�èGÖ�ñLà�Û�ð�Ö4ø�à3Ôfð�Ò�Ó�â�ã�Þ�Ù�Û�ê�ñ
zja×�Ü�Ô�Ø�Ü;à�ñxí�	�ê�Þ�Ùvø�àyÔ/Ü;ó�ö�â�àÀ×�Ó�Ø�è�à3Ô�Ù�ä�æ�æ�Ó�Ô/ÔGêLÞ�Ó�Õ�èfÚ�àmøwà3Ô�ð�Ò�Ó�Ô�Ü;Ù�Þ�Ù�õyÜ@Û�Ôfð�èfÖ�ñLà�Û�ðEêLÓ
ñLÙ�Ý�àvø~Ó�Ô�Ü;ã�å�Ù�ëEÛ�Ó�ý*ä�ÜL×
Ò�Ó�Úhê�ävø�ÜkÞ�Ý+Ö�å�Ü;àvø�ö�Õ�ã�Þ
�¾ù øwà�â�à�ë+Ü�ðcÓ Ø�Ó�Û�Ü;à�äMÚ�Û�à�ú"×
Ò�Ó�Úhê�ävø�Ü
Ø�è�é�ð�Ø�Ü;àGø Ü@ÛªÔfð�èGÖ�ñLàMÛ�ðEêßÝ�Ù�ð+×�Ó Ó�Ô�Ü;ã�å�Ù�ëEÛ�à�í � Û�×�à�è*ÔEøwÙ
Ö�Ø�Ý�Ù�Þ�Ö Ó�Þ�Û�Ü;à�Ô�Ü;à�Û�Ü+ÙáÞ�Ùvø�à
odpowiednio transponowane spostrzeâ�à�Û�Ü;Ù0Þ�ë;Ù0Ó�Ø�è�à�Ô*é�× Õ�à3Ô/Ôvêmí � ðcÙ�Ø¥Û�ÒYí�×
ð�è�Ù�Ø�ä�Ü+à-Õ�à3ÔhÔvê4Û�Ù�	�� î 	¾ömå�Þ�ê4Û�Ü;àMñLÓ�â�ë+Ü§×oê�Õ�ê�Ý�Ú�Ù�Ø�Ö�Ò4Ó�Þ�Ò�Ó�×�Ü;à�Þ�Û�Ü;ä�æ"×�Ù�èGè�ÙMÛ�ðcé�×�ö
äMÚhê�Ø�è�é�ð�Ø�Ù$Ô�Ò�èfÚ�à�Þ�ÙMâ�ö�Û�Ùvø/ñ-Û�Ü+àvø4Ôfð�èOÙ�ð�Û�ê�ñjÜüÛ�Ù4Ò�Ù�èGØ�Ü;à�ä3Ü;à¨Ü@Û�×�à�ÔfðcÓ�è�ÙMñjÜoÓ�Ø�ÙMÚ�Ù�ë+Ü�Ô/Ü;ó
posiadacze ryzykownych akcji – ð�èfÖ�Þ�Û�Ó�ý�õüÚüÖ�ð�è�Úhê�ñLÙ�Û�Ü;à�ñ,Ü;ä�æ�Ò�Ó�Ô�Ü;Ù�Þ�ÙMÛ�Ü;Ù�Ô ðcÙ�ÝcÙyÔ/Ü;ó
×¿ä�Ú�Ù3Ô*Ù�ä�æ�Þ�Ó�ñjÜ@Û�Ù�ävø�Ü�ècê�Û�Ø�Ö�Û�Ü;à�Þ���×�Ü;à�Þ�Ú�Ü+ÙüÚ�Ù3ë;à�ðcãÀðEê�ä�æ�Ò�ÙMÒ�Ü;à�è�é�×jí  
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-$.,/1032�465879/;: �=<?>A@ 58/6B1CD58/ @9@ 5FEGB � HJI CD5 >3KGLNMOK"� :JP L ERQ  

 B ���FSUT
VW*�XY*Z���W'\[�]_^`%ba`'\+FS
c
�W'F%8�J�! ZdJ�
e��J�f%b�FSU+�����+�eW*Z��+W���J�gch%('f�W^�i��j+�eW*Z���,�kXl�m%8a`d
cn�\eoXO�m%(^J�jiWpqd�'\�J�m%#X$iWpr���$�m%('m)�*�+W�
%ba`ctsm���J�,�$�!�kcuX$i,pv�wT��kcx�����J�y�f%b� z{��]Z�`'f��e|d�'meoX
zmianie momentu czasu 0τ }�~�������� T��W���`�b�`�f� �
�Y�#�$� �(�&����� � �#���b�Z�k�J��� � �
�f��� ���`� �
�
� ��� T ~ � ~ �J� ��� � �k~ � �
�A� � ��� �m�A��� ��� �#�$�W�|�&���{�U n� ���¡~
�,¢ �J��� ~ �#�J� � ��� � � �k~
�W�$� �
� �����!� � ��� ���f� ¢W��� � � � �k~ �$�W�x� �J� � � � �  

dadbbabad ),(),( ρµ =  

Parametryzacja (3.1) ��� � � ���F£��n�o£¡�;��� �J� �#�$�,����� � ���W� � T ��¤ �o�$�W�
��� � � � �f� � T��W�9���
� � T`�  
~n� �J�`�(� ��� T � �$�,� }¥� ��� ���$� �Z� � � �¦~ ����� ~ � �J� � � � � � �,� �Z�f� � � � � � �#� }1� T�� ¢§� � � �
�¨���$�W�
��� �J� ���$�W� } � � T ¤ �o� � � ��� �\�W�©£¡��T �J�`~ �J� ��� � �`~ �J� } � �J����� T � � ��� � �¨� �,� �k~
¤ �  � �k~
������¤q����� � �����J¤q� � ���W�J�r� � � �k� } � �J� � �
� £ ¤ � ¤ª�J�w� � ���W��� �«� ¤ ta nachylenia 

��� �J� ���$�W� ���$� �(�&����� � �b� ~­¬m�#�J�W�$�!�`~ �$�W�yT �N���®�x� T�� �j� �#�$�W� } ��� � � � � ����� � � �©� � � ��¤ �(�
�
���
� � T`� ~n� ���`�j� ��� T � �$�W� ~ ��� �¡~
��} � ¤ T
V ~¯� � ~
�J}x� � �,�?� � �j�W�J�A� �`�#� ~
� -pasywa 

� �
¢ �W���g� � � � � ��° T ����� � ������� � � ���o£ ¤ ���F£ zamianie zmiennych: 

 

ytyytt ′⋅⋅+′⋅=+′⋅⋅−′⋅= )cos()sin(,)sin()cos( ασαβασα     

 

wyznaczonej rod�����J¤ � � � � ���¡�(�f� ~ σ , α , β � � � � �W� }`¢ � 1±=σ , )2,0[ πα ∈ , 

∈β ± �,² � � �j¤��
�u�`�J�"���9�!� � ¤ �(� �,�$�!¬&� �m� � �F£ �³~n� �J�`�j� ��� T � �$�W�x��� ��� �b�F£  
  

)','(),( babawp →=  

 

� T ��� � �¡~x��¤,� �,��� � � ��� T � � �J�k~ �J� ���9� � � �b�J� ��~n� �J�`�(� ��� T � �J� � � � � �J� � ��°  
 

β
αασ

β
αα

⋅+
⋅−⋅⋅=′

⋅+
⋅+⋅=′

a

ab
b

a

ba
a

1

)sin()cos(
,

1

)sin()cos(
 

 

Jakobian tej transformacji wynosi 
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   3)1(
),(

),( −⋅+⋅=
∂

′′∂ βσ a
ba

ba
 

´�µ`¶�·�¸W¹
º,»½¼f¾�¸W¿j¶�·�µ
¶Jº_ÀU¸�¼mÁ�¶Jºk¼mÁbÂW¾�ÃUÀUÄ�Å�º³Ábµ�»�¼!ºWÆ�µJÇ!È
 

 
22

22

1
ba

ba
a

′+′
+=⋅+ β  

¹x·�Â�Å¨¶�·�¸�ÉWÆZ·�¸W¶�¶�·jÅ,É�µJÇ!È?ÆZ·�ºWÊbË
 

 

),(),(

),()1(),(),( 3

baddadbba

dadbbaabdadbabad

µρ
ρβρµ

==
=′′⋅⋅+=′′′′=′′ −

 

wymaga, aby  

 ),()(),()( 2

3
222

3
22 babababa ′′′+′=+ ρρ            (5.1) 

 Å�µn·�Æn¾�Ìj·�Í
ÃUÀU¸¨¾Jµ`¶�·�»�¼\É�Ä¨¾JµJ¼mÁbº�È"¸,Ã�ÍJÌj·�Î�¸k¼!µk¹
µ�¶�·�¸�ÉWÆZ·�¸W¶�¶�·jÅ,É�¸FÀRÆZ·�ºWÊ8Ën¾�Ê\µJ¼mÁ#Ë$ÅWÏ
 

 dadbbabad 2

3
22 )().(

−
+=µ                       (5.2) 

 

bowiem tylko taka miara µd
É Î�µ`Í
¿bº�Î`¶JµJÇ®Å�·�Ä Î�µ ¶�·�¸�·(¼mÁbµkÁ{¶J¸FÀ ¼mÁbºW¿{¸&À

ÆnÃ�ÌÐÁ8·�¾$Ìj·�Í�º¡Á#Ë�¹�¶J¸FÀ¨¼f¾J¸,¿j¶�·�º³¹
ºWÊmÃ�¶J¸WÍnÑfÒ�Ó{ÔUÕ®Ó
 

 Ö Ó�×ÙØ�´�ÚuÛ¥Ü;Ý1Þ6ß¨ànáãâ³äbáæå"ç"àgè=×Aáé´OÜ¨èxØJê1ë
ìRí
 

 Ø�¾JºWÊfºWÆ�¸WÁ(ÊbË�ÉWÃoÀoÆ�Ëî¾�ÊfµJ¼mÁ8Ä
m

ÑF¾Jº¡Á(ÊmÉï¾Jµ
¶�·#»�¼\ÉoËðÊbËO¼fÃ�¶J¸WÍ�ÕmñòÍ`Ábó`Êf¸FÀô¾JºWÊfºWÆ�¸WÁ(ÊbË
µ`Í
Êf¸�Ç®ÌjºFÀUÄRÀ¡¸FÀ=Êfók¹�¶JºW¶�·�¸xÑ&õOÓ(ÔUÕfñ�¾ ÊmÉoË¦¾Jµ`Æ�µ�ÅUË÷ö�·j¸�økÃ�¶Jµk¹x¸�ø
µZÃ�Í
¿{º�Î`Ã§¹n¼\¾Jó`¿jÊmÉ�Â�Î`¶kË$ÅWÏùÓ
Ý¥º,É¡¹uË$Å,É�ºFÀú¹ûµ�ÉW¶Jº�Å,É�¸W¶$·�º�ÅWÏA¹n¼f¾Jó`¿(ÊmÉ�Â�Î`¶kË$Å,ÏAö�·�¸�økÃ�¶Jµk¹uË$Å,Ï?¹uËO¼mÁ8ÂW¾�ÃoÀ¡¸�¾JºWÊ\ºlÌj·ÐÁ8¸WÊ
r ,ϕ Óy× Å�¸�Ì�ÃüÃ�¶�·�Í
¶�·�Â�Å�·�ºýÍ�µ�Ì(·#ÉFÀ¡·rÉ�¸t¼mÁbºW¶JÎ�ºWÊfÎ�¸WÆ ¼FËJÆnö�µ�Ìj·#É�µk¹xºW¶�·�º¯¼mÁ8µ`¾kË
procentowej, niech litera OQq = µ�ÉW¶Jº�Å,É�º?µ�Î�Ì�¸�øk¿{µ�Ç!Èþ¾�Êfµ�¼mÁb¸FÀ

m
µ�ÎÿÇfÊfµ�Î`Í�º

Ã�Í
¿{º�Î`Ã ¹n¼f¾�ó`¿jÊmÉ�Â�Î
¶kË$ÅWÏ
O
ÑbÁ{ÉW¶�ÓO¸WÃ�ÍJÌj·�Î�¸�¼!µk¹
Ä§Î`¿jÃ�ø
µJÇ!È§µ�Î�Å�·�¶�Í�ºn¾�Êfµ�¼mÁbµ`¾Jº�Î`¿{¸�ø
µ Î�µ

m
·_É�º�Å,É�¸,¾�·�µ`¶J¸�ø
µZ¹rÇfÊfµ�Î`Í
Ã÷Ã�Í
¿{º�Î`ÃJÕfñ�É�º�Ç ϕ ¶�·j¸�ÅWÏ öJÂ�Î
É�·j¸3Í�ÄWÁb¸WÆh¾Jµ`ÆZ·�Â�Î�ÉoËúµJ¼�·�Ä
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 qyt =⋅+⋅ )sin()cos( ϕϕ  4d��%	$O�@
&+�
�9	
&�)�-
&�,
�9&�
iennych – parametrów prostych 

)sin(,)cos( 11 ϕϕ ⋅−=⋅−= −− qbqa  

gdzie 221 baq +=−    o jakobianie   3

),(

),( −=
∂
∂

q
q

ba

ϕ
 daje na rurze Croftona  

6�8j
0�2+��)6,���:�@
	� �)��
&�R'k���- "9&�)�� &������$"9	 ME>6��2���:��'�$&(�?l<��=4d�� &�m+��;�:9C'n�:�R
MEN�	$)9!9	
0�� "o&�,�,�3$
�
e2p . q�i �=���:9C',�!
&��'r6,�;����o0�P9C'r�2 "9&��� tat 

=
∂
∂=+=

−
ϕ

ϕ
µ dqd

q

ba
qdadbbaba

),(

),(
)(),( 32

3
22  

),( ϕµϕ qdqd =                                  (6.1) 
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sdt�uwv�x:yCz,{�|ju	};~ �,u�{���t��M�C�=z��&� x@zn�2~���{�u	�&� v�x:y	�	},�:�RuG�d���;��� �;��xPu"yCz ��x:y	�
�&�
popularnych krzywych przedstawionych nie jak to zwykle bywa we �1�2v,�;|�x:y	�	};�=z��"���

yt, �2� t��	�	yr�>�!�1�Pv,�;|-x:y	�
};�=z��&���&x2���@�@�;�,�;�1�2{,���&��� ϕ,q �3�_��� �����)�
kolejno: )sin(x , 21 x− �;x2u"y�t-�&�1�����2{�u&�@u ��� z�~��d��u"x@z�����};���-��v�x2�"y	�"���@�=�>u"�,�v,�;xM��xP�G��z�{�x2yCz��Dz��&��u&~��@�;xX~��)���=���
��|l�Fs>��}�uG��{�~����&�,�"x�~C� � �Cz �G� v�x2���=x2u&�K�,u"v�����u&�;z w �N�"yCz,{�~

Mathematica. 

 

        

 

 

 

 ¡ ���&�1���-�M�&�Py	�!�;���Py	u&xRz¢v,�=�1�:�Ru&|�z£�,u!�2{�~��R�&{�~���y	��t��	}������&���-u��d���
t���{�x2�=���=z��"��v�x:y	�	�
�-�	�
analizowanej krzywej z prostymi – punktami na rurze Croftona. Prawe 
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´ °2©Gµ>¶	·�¸
¦�³�°@¹n¥P±�« ´�º µ»¥�§`µD¹,«�¦ ´ ¦�³&²»¬;¼,½0¦�¶	½
¦�©�¯@³M¾r°:±�°@¹¿·�¬�¬�¼�¥P¸	©&°�±�µ ´ ¯ º °@¹,²Àª-³"Á	§
µ1¥P¸C¹n¥:¯ ´ ¦-³ÃÂ�°P¬,¥:¯@³HÂ�°:¸	³	½0¦�«,©M¾G§	½	³ ´ °:¸C¹�µ>§�ÄkÅ º °:«,³ ´ °2©&µ>¶	·�¸
¦�³Ã°@¹n¥2±�« ´�º µ «,©0ª�³"ÁC¹
±�¯@¬�Á0¥�©"²)¦�®A¸A·�¬,ª�«=¹,²)¦RÄ!Æ!©K¯R© ´ ¥ ´ ª�³M¾N¬�«,³M¾Ç°�±�°2¸	³AÈÉ°2¬�Ê@¯@¬�«,©KÂ�°:¸	³	·,¥:¯R©Gµd¦�¬;«�³M¾F«,©
Â�¦�³&°Mµr¥P¸C¹,²Ë°@¹n¥2±�« ´ ±Ì²!¬�Á	³&²�¹Ç·�¬�¥:¯�°:¸	³	½Í¬�¼�°2©"¸ÎÂ�°2¬�¥:¯�¹�½&ÏÐÂ�°2¸	³	½
¦�«,©�¾N§	½C¹�½"Ï�ÊR±�« ´ ½M¾G¶

)sin(x  jedno, dwu, trzy i ½	¸G¯@³&°2¬ ´ °P¬=¯�«�¦�³�ÄÒÑn°:¸	³
½
¦�¶	½
¦-©Ó¾N³	·;«�¬Ô¦Õ·;µW± ´ °2¬=¯j«,³
µD¹�½"¸	³&°�Â�±C¾N§D½&°2¬�Ê@¯@¬;«,¬;µ1¥ ´ ¦�³D¬;¼�°P©"¸C¹1Â�¬�¸	¬,¥:¯@©"Ö�¹�½&Ïr·=µ º ½"Ï ´ °2¸C¹�µD¹�½&Ï×Ä  
  Ø

Ä"Ùl¤DÚOÛ�Ü*ÝßÞ�ÈàÚ�¤DÙláâ¤OÆ>Þ  

 

Ú�¬�¸Gµ>©"Á&²�¹r° º Á&«�¦-½"¸ ´ ¬=µ>©
ª�«=¹!ÊM°2©	¨=²!³&«�¯�µD¹ ´ °P³0¥2±!¦�«�¥:¯j°�±�²!³&«�¯j±1Ê2¦�«,©&«�¥3¬=µ>³	¨�¬ ´ ¯ º °R¹  
¾N³0¥:¯kÖ-± ´ ¦�³&²)ã�½"¸C¹^ª�¦¢¬�¨=°2©&«�¦�½	¸	¬;«,§
ã`° º Á&«,§Ç¬�·�Â�°2¬,¥2¯@³M¾ ´ °:¸C¹�µ §�¯@© ´ §
ã�Á	³F·�¬=µ>¬�ª�«,©
Â�°:¸	³	½
¦�«,©M¾N§
½	©d¾N§äÂ�°P¬,¥:¯@©ä²!©å¸ä«�¦�§ä«�©M¾3µD¹�Á	³�¾£·=µ>©¢Â�±�« ´ ¯�¹¿µr¥2Â º ª�«�³�ÄßæÎ¹�¸&«�©	½"¸C¹,²�¹
¬,¥3¦�§	¨�©0ª�«,¬,­�®�¯@© ´ ¦�³	¨�¬�¬;¼�¦�³ ´ ¯j±×Älæç¯�¹,²è½	³
ª�±k±�¸&±�Â,³&Ö-«�¦ ¾�²�¹�Ö-± ´ ·�¬ ´ ª-³M¾N©M¾G§	½�·�¬ä«�¦-³	¨�¬
¾N³	¨�¬`¬;¼�°2©	¸�¬=¯�°2¸C¹,²!©&«=¹�«�Â×Ä0µ�¸	¨�ª�¶	·�³"²Ó¥M¹,²!³G¯�°�¦-¦l­2°P¬�· ´ ¬=µ>³�¾�éê¾G³	·;«,©W¸>¥M¹,²!³G¯j°P¦-¦n¨=°:±�Â=¹
euklidesowej ë3Ä�ìN³	Á	³
ª-¦ß·�¬�Â,¬;²)¦-©&°�±ä¬�¥3¦�§	¨�©
ª�«,¬,­�½
¦í¯@© ´ ¬;¯�°:¸C¹,²!©&«,³
¨�¬�¼�°:¸	³
¨=±¢¬;¼�¥P¸	©"°�±
µD¹,Â�± ´ Öj³
¨�¬ ±�ÁC¹G¾N³"²�¹ ²)¦�©&°@¹ «�¦-³"¸&²)¦�³&«�«�¦�½"¸	³M¾ µ�¸	¨�ª�¶	·�³"² ¨=°:±�Â=¹ ¥M¹,²!³G¯�°�¦-¦
³&± ´ ª-¦�·�³0¥�¬=µD¹�½"Ï�ãDµW¯@³	·
¹Ç¬,¥�¦�§	¨�©
ª�«�¬,­�®Î¯@³
¨�¬�¼�°:¸	³	¨=±�¼,¶	·�¸
¦�³î·=µ>©¿°2©	¸C¹�µd¦�¶ ´ ¥P¸	©î¬�·
¬,¥3¦�§	¨�©0ª�«,¬,­�½0¦mÂ,¬3¾N³
·
¹,«,½"¸	³	¨�¬ïÖ�± ´ ±×ÄBæ¿¹,«�¦ ´ ©ð¯@¬ï¸ðµWÖj©0¥2«�¬,­�½
¦J©	· ·0¹�¯�¹�µW«,¬,­3½
¦
¬,¥3¦�§	¨�©0ª�«,¬,­�½0¦RÄ1ñ�¬ ´ ¬�«,©M¾�²�¹Ó¯�°2©&«^¥�Ê�¬;°�²!©
½M¾G¦¢³&± ´ ª-¦-·�³0¥�¬=µd³M¾ò¯@© ´ ã)¼=¹J­2°2¬�·�³ ´ ± ´ Öj©
·;±
µ1¥2Â º Ö�°:¸	¶	·;«=¹�½"Ï O ¸&«,©M¾N·�¬=µ>©&Ö*¥3¦�¶�µd³�µW«,¶&¯�°:¸&±Î¬�¼�¥P¸	©&°�±�µD¹,Â�± ´ Ö@³	¨�¬^ÄíæÎ¹,¼�¦-³&°:¸&²�¹
dowolny punkt A «,©*¾N³	¨�¬å¼�°:¸	³	¨=±�ãó¬äµ1¥2Â º Ö-°:¸	¶	·�«=¹�½&Ï ),( ϕq , gdzie OAq =  i 

°2¬�¸Gµ>©"Á&²�¹1¯@© ´ ¦-³OÂ�°2¬,¥:¯@³0ã ´ ¯ º °@¹�½"Ï>Â�¦�³&°Mµ1¥�¸	©O¸	³fµ1¥2Â º Ö-°:¸	¶	·;«;¹�½&Ï�¼�¦�³	¨=±�«,¬;µD¹�½&Ï 'q  jest 

²1«�¦�³M¾"¥P¸	©�«�¦�Á q , a druga równa jest ϕ éM«,©�Â,¬;«�¦�Á0¥P¸C¹,²ô°@¹n¥2±�« ´ ±�¸	©"¸&«,©
½"¸	¬ no je 

liniami przerywanymi).  
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 õÒö�÷ ø	ù�ú�û�ü&ý1þ�ÿ����2ú�û�ü&ý���� ö ÿ��	��
���
=û�ü&ý!ù�
-ø���
�����
���ú����Cû��!ø�
�
�������þ�ÿ��Cû,ÿ����2ú�� �!�2þ�" ÷ ÿ���#	ù�
��%$
ϕ ��ù&�'���(�*)���ø�
�
�����ü���+�ÿ������,�!��+-�.�	ø&ÿ%� �Dû,þ��

ö�÷ �����/�Dû�
������  
∫ ∫∫∫
≤≤≤

===+
2

)(

021

)(2'22 ϕϕϕµµµ
ϕ

dqddqddd
q

          (7.1) 

ale ϕϕ dq )(  jest �0�
ö 
���ù&�	���,� )£ù ÷ ��������ü	�*)1�RÿPø��,�2�0
�ú��3+�ÿ������,�3�	ø4�>ø&ÿMú5�����6� ö )	ü	�*�

ϕd �7�!�*#	ü!ü
ø ÷-ö ø'� û,ÿ2ø�8��0
��-ø:9�;-<>=@?àþ�� ö )	ü��*� ϕ  od 0  do π 9��*ú��	ù0ûA���B���&
*#	ù�
�����û
� ö�÷ ø	ùC�!�.�CûD�2ú ö ��ü&ýÇþ�ÿ����:ú�û�ü&ýKù&�E������)���ø�
�
�����ü�� ?F$@�	�:ú£ù ÷ ��������ü���)G+�ÿ������,�H��+-�.�	ø"ÿ%�
�Dû,þ&� ö�÷ �����7< I ö�÷ ø	ù�øJ$4)	ü ÷ � öÐö ÿ��Cû�� �J$3�K�Dû,þ&� ö�÷ û�ü"ý ö ø4�>ø ÷-ö "��L� �	ø0���>ø�8	ø%$@)	ü��M8��
ù ÷ ��������N)ü	ø ÷ ����� ÷ � ö �äÿ�",�/
,øO$@�,�:úP�.�&�Q�*�`ù ÷ �������3ü��íú�û�ü&ý ö ø0�>ø ÷-ö ",�Ãù&��ü"ý���ù�������û�ù&�
�/
��*��� ö ����8��������*)���ø�
�
�����NR9%SD<�=4?núRø ö �*����� ÷ � ö �dÿ�"��/
,øT$@�	�2ú�$4�����dù ÷ ��������ü��  

∫= dlV                                   (7.2) 

U øGú���ÿPø�
�
=û�� �:ú@øJ$4�E����#Ðú��"ÿ2ø��V�B
��*���W� ö 8����X�2þ����2ÿ�"�ùY��
-�2ú�ÿ%�&�2�0
�ú�",�wù�øJ$@)
üCû�ü&ýZ
,ø
� ö ÿ��	��
���
=û�� þ�ÿ����	ù�����ø�
�� ü��	ø	���,�Dû�� $4�	ù�
,ø ö ��� � �CûD� ö ��� prosty instrument ����
,ø0
7�W�,�Dû7� ö ú�";ÿ@û ü"ý,ø&ÿ2ø ö ú5�&ÿ@û��0�[$4�\���*#\�2ú@ø ÷ û�� 9���ú��0�1þ��*�Bü��	ø	���Y�B����ÿ2ü�� wego) �B�&ÿ����:ú5�0� �dø&ÿMú����3ü��H�B���&
*#	ù&��� þ����0
��*)	ù&�	ø��]$@�,�:ú  najmniej ryzykownym, bo 
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e�cJn�i>j%k�o�e�`�mJn pJe�cJn(l!e-`*mJn@qOf�_�`*a�b�c�d�e,r�lXs-t@m,_�iuf�eAv�_Wm0e�f�w%f�x�`*y�z0e,r – _�{�f�g�j�|&o~}'c�d*f�j�|�}Zf
i�c0v�`*mJnO_�c0l2mJn�o&f&y���f&o&f,}'f�gWy�`!e�cJn(j�z�c�o�z�`*mJn�o�f�{&k-_.z�y�z�cRo�fBz0lQ`�c0e,r!}/�>c	gWy	`*y�`*m�d�c�s  
 �

s����/�/���P���C^K�!���P�&� ^��2�u��^��'��tu�M��� �M^ ���u�  
 

��z�|�j ��j�f&w�i�f�e�c1p��7s ��q�n@m,_�iM_���k-_.z0e,r�o�d*c�}!_Wz[rD_�i�v�`*y0�3��k&v�|,}!��o�d*c�v�i�|�j�r-y0�]_.z�m�j�m�b
pJ�Ds> @q�n4m	_�i z0x-`*m�¡0e,r – ��k&v�`/f]i�mJn1}/�>c,_�e�f�gWy	`�e�c�z[r�}'c0lBr�{&j�f�_�i�f,} c�d�e,r�lQ`5s¢t@m�¡�m�d�`O}
o&f,} f�d�e�`*m3l2c0��r�lLk-_�i�c	d*f�e,r�l£f,i�f&y�z�m0e�`�k¤v�j�z[r�} mJn¥z0l2f&o	r-w�`�v�k[n4m0lBr¦n4mJn6v�_.z4i�c0�*iJ�Pi�f
l2f�¡�m0lBr§o�f�{&j�f,}'c�o�z�`*hKo&f¤o&f,} f�d�e�m�b�f�}Bz0j�f�_�i>k6n4mJn¦o���k�b�f�g�y�`5s�¨R}©{�c0j�c�o&f�v�_�n@m,_�i
x�m�z0{�f�g.j�m�o�e�`�lª}�r�e-`�v�`*m0l«e�`*m�y	`*a�b,�>f�g�y�`Xi�m�b�fYw5k&e&v�y%n@f�e�c���k¬`6_�i5c0e�f,}'`X{&j�z[r-y�z[r�e�­
}'`*m�d�k {&j�c0v�i*r-y�z0e,r-y0� e�`*m�o&f�b�f&o�e�f�g�y�` ®�¯�°���®� 4±�°��>®W & @°(s²�Bj�z[r�}�r�lQ`ªf ��k&v�c�y0�
e�`*m0{&j.f�_�i�f,}'c�d�e,r-y0� _Wa³v�j�z[r�}'m«wJj�c0v�i�c�d�e�m�s´� _�v�f�µ�y�z�f�e,r-y�� f�x-_.z�c0j�c�y0� `�y0�
f�_�`*a�b�c d�e�f�gWh�n@m	_�i¶j�f�z0x�`*m�¡0e�c�s,t@m�o�e�c0vQ`�}Mi�m�o	r:l2f&¡�m0lBr~f�v�j�m	g�d�`*h/_�v�f�µ�y�z�f�e�aRlQ`*c0j.­Re�c
v�j�z[r�} mJn�l2f&o	r-w�`�v�k[n4a�y'o&m�w�`�e-`*yJn@­'f�_(`*a�b�c�d�e�f�gWy�`D{&j�z�m�z/k-_�i�c	d*m0e�`*m/j�z�­�o�k n  na którym 

o&m�y[r-o�k@n@m0lBr�_�`*­�f�x�y	`*a�hM_.z�m0j�m�bBp%·Ds ��q(s�^B_�`*a�b�c	d�e�f�gWh nV f�v�j�m	g�d�f�e�c¶n@m st teraz wzorem 

∫∫∫∫
≤≤≤≤

++++=
n

n ddddV µµµµ ¸
321

            

�¹{�f,}ºr�¡�mJn:{�f�o&c0e,r-y0�»{&j�z[r�v��>c�o�c�y0�3f�x�j�c�z�|,}¬v�j�z[r�}�r-y0�2n4c0v�f¦f�x-_.z�c�j�|,}´e�c~j%k�j�z�m
�uj�f&w�i5f�e�c¼f�_�`*a�b�c�d�e�f�gWy�` 1V f&o�{�f,}'`*c�o�c0��r�x,rLj5rD_�k&e&v�`Cf´n@m�o�e�c0v�f,}ºr�l _�i�f�{&e-`�k
_.z�c0j�f�g�y�`Dz�c�z0e�c�y�z�f�e�r-y0��f�x-_.z�c0j�|�}Qs&½�c0v�`�mBf&b,j.c0e�`*y z�m�e�`*m'd�`*y�z0x,rXz�d�`*y�z�c�e,r-y0�~{&j�z�m�y�`�­�h
wykresu instrumentu finansowego z instrumentami prostymi jest praktyczne nie 

i�r7d�v�f z {�f,} f&o�|,} j�c�y0�&k&e&v�f�}�r-y0�¾s¿�Kr-o�cJn@m _�`*­��©¡�mÀj�m�c�d�`�_�i*r-y�z0e,r�l n@m,_�i
k�}Bz�b&d*­�o�e�`*m0e�`�m�}Áo&m�w�`�e-`*yJn4`�f�_�`*a�b�c�d�e�f�gWy�`2i5c0v�`*mJn¤_.v�f�µ�y�z�f�e�mJn�d�`*y�z0x,rÂl2f&¡�d�`Ã} f�g�y�`
zbycia `�e-_�i�j�k&l2m0e�i�k w�`�e�c0e7_Wf,} m�b�fDsÄ� _�v�f�µ�y�z�f�e,r-y0� f�v�j.m	_Wc�y0� y�z�c	_Wf,}ºr-y0�
lQ`*m0j�z[r�lBr3n@m�o�r�e�`*m�f&b,j.c0e�`*y�z�f�e�a]z�b�|�j�rE`�d*f�g�hK{�f,i�m0e�yJn@c�d�e,r-y0�Ål2f�¡�d�`Ã}'f�gWy�`/k�i�j.c4i�r
(czy nabycia) instrumentu. Jednak nawet w przypadku rezygnacji z 

x�m�z0{�f�g.j�m�o�e�`�m�b�fZ{�f�_���k�b&`Ã} c0e-`*cÆ_�`*­Ef�x�y	`*­4i�aEf�_�`�a�b�c�d�e�f�gWy�`*a�l2f�¡�m0l rÇ}�r�x&j.c�h�e�c
}Bz�f�j�z�m�y'o���k�b�f�gWy�`¾v�j�z[r�}'a wJj�c0v�i�c�d�e�a'f�_Wz�y�z�m�b�|�d�e�r-y0�~}/�>c	_�e�f�gWy�`*c�y0�1`¶y���f&h'o�d*cBe�`*m%n
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otrzymamy ∞=
∞→

wzorzec
n

n
Vlim È�É�Ê:Ë�Ì�Í0Î�Ï�Ð�Í�Ï0Î�Ñ*ÒBÓ�Ô�Õ�Ö�Ê�×�Ð�Ñ¾Ñ�Î�Î,Ì-Ð0Ø~ÙJÚ�Ï0Û�É�Ï�Ü�Ñ�ËBÍ�Ö&Ü*Ý�Ó&Ò0Þ

tego wzorca przez obliczenie granicy 

wzorzec
n

n

n V

V
v

∞→
= lim:    

Þ2Ê�ß�Ò:à�Ú�Ê,Ë Ï�Ó&Í�Ñ*áQÓ�Ê�Ë�Ì Î-Ñ�Û�â,ËÄã�Û�Ê�ä�Ð�Í�Ê�Î,Ì-Ð0Ø¾å7æFÉ�Ò0Îçã�à�Ê�ãWâ�è1à�Ê�é4Ý�Ð�Ñ*ÒQÊ�ã�Ñ*ê�Ö�Ï�Ü�Î�Ê�×�Ð�Ñ
Ê�è�ÒJé[Þ!Õ[é@ÒÄÓ&Ê,Ë Ê�Ü�Î�Ñ*ÒëãWÍ�Ò0Ú�Ê�Û�ê´Û�Ü*Ï	ãWÝZËºÌ�Û�Ú�Ò	ãWâ,Ë Ñ�Î-ã�É�Ú�Õ&Þ2Ò0Î�É�â�Ë Ù�Ñ�Î�Ï�Î-ãWÊ,Ë�Ì-Ð�Ø©Ê
é@Ï0Û�Û�Ê�Ü�Ë'Ñ*Ò0Û2ã�Û�Ê�Þ!à�Ü�Ñ�Û�Ê,Ë Ï0Î�Ì-Ð0Ø'Û�ã.Í4É�Ï0Ô*É5Ï�Ð0Ø'Û�Ú�Í[Ì�Ë�Ì-Ð0Ø¶å  
   ì

å�í¾î�ïñð�òuó5ô�õ¶ö ÷Vøºù�ú ûMü!ý�þ3î�ïÿú õÿúGö ÷VíDîRü���õ��  
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 DODATEK 

 ½ ¹�µ�±&¹�²�»K¾_¿�À7ÁeÂ)Ã;º MathematicaÄ;±;¼�´)¼�¹vºe¿�°@ÅeÂ=µ;Æ�¹�²�ÁeÂ�Ã;¹CÁeÂ�¾5Â�Å�Ç:´)²I¹vº�¹ ze Croftona. 
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