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1. WSTEP

Potencjal, rownanie stanu, zasady zachowania — to charakterystyczne elementy, wywo-
dzacego si¢ z fizyki, zestawu powigzanych ze soba terminéw. Jego wyjasniajaca funkcje od-
kryli przed 150 laty tworcy w petni dojrzatej matematycznie, a zarazem na wskro$ fenomeno-
logiczng teorii zjawisk cieplnych, zwaneg termodynamikq réwnowagowq. Z nowel metody
opisu zjawisk zdotali bezblednie wysnu¢ prawa przyrody, ktorych mechanizmy wyjasniono
dopiero 50 lat p6ézniej. Termodynamika postuguje si¢ tradycyjna geometria rézniczkowa, w
ramach ktorej formuluje nierzadko zdumiewajace swa prostota tozsamosci i twierdzenia.
Rownolegle z wywodem rachunkowym o&wczesni eksperymentatorzy czesto weryfikowali
otrzymywane przez siebie wzory.

Jezeli réwnowage ekonomiczng scharakteryzujemy jako brak niedoboréw i nadwyzek, to
z punktu widzenia rachunkowego mamy do czynienia z pewnym (stwierdzajacym ten fakt)
rownaniem bilansu zapisanym w postaci rozniczkowej (czy roznicowej). Rozwigzanie tego
réwnania pozwala wyeliminowaé sposrod parametrow ekonomicznych jeden z nich i przed-
stawi¢ go jako funkcje pozostatych. Zwykle redukcji tej mozna dokonaé przez wyrdznienie
dowolnego z parametrow, co nie ma wplywu na geometryczne wiasnosci podprzestrzeni B
(stanu rownowagi opisywanego réwnaniem bilansu) przestrzeni parametrow ekonomicznych.
W ten sposob geometria odzwierciedla ekonomiczne wlasnosci przedmiotu badan statyki
rownowagowej. Sytuacja ta przypomina do ztudzenia termodynamike, w ktorej rownaniu
bilansu infinitezymalnych przeptywdow odpowiada pierwsza zasada termodynamiki, a rowna-
niu bilansu skumulowanych dzigki przeplywom $rodkéw — réwnanie stanu. Dlatego intencja
autora tej pracy jest proba nowego ujecia pewnych zagadnien, znanych ze statyki rownowa-
gowej, przez postugiwanie sie metodologia i technika rachunkowa charakterystyczna dla
termodynamiki.

Wigkszos$¢ pojawiajacych si¢ w opracowaniu rownan opisujacych prawa zachowania i al-
gebraicznych tozsamosci to réwnania bilansu przeptywow (takich, jak: operacja kupna, sptata
kredytu, wyptata dywidendy, zmiana wartosci obligacji spowodowana ruchem stOp procen-
towych, reorientacja funkcji produkcji, komasacja, arbitraz cenowy, przemieszczenie wzdtuz
krzywej obojetnosci itp.) badz srodkow, ktorych poziom jest wypadkowa przeptywow. Tego
typu rownania autor staral si¢ zapisywa¢ w jednolite) konwencji. | tak, w przypadkach réw-
nan rézniczkowych (przeptywy) wplywy (majace jednakowe znaki) uwzgledniamy zawsze z
przeciwnymi znakami w stosunku do wydatkoéw. W przypadkach rownan funkcyjnych ($rod-
kow) aktywa (o jednakowych znakach) wliczamy z przeciwnymi znakami niz pasywa.

1 Feynman R.P., ,, Pan raczy zartowaé, panie Feynman!”, Znak, Krakow 1996.
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Oczywiscie ujemny znak moze dotyczy¢ zarbwno wplywow (czy aktywow), jak wydatkoéw
(czy pasywoOw) — wszystko zalezy od punktu widzenia sporzadzajacej bilans osoby (zysk, czy
strata) oraz od przyjetej zasady uwzgledniania kierunku uptywu czasu (np. oprocentowanie,
czy dyskonto). W opisywanej tu klasie procesow kategoria czasu nie wystepuje explicite,
jednak jest nieodzowna dla uscislenia kierunku opisywanych zmian. Szersza analiz¢ zagadnien
dotyczacych uwag poczynionych w ostatnich zdaniach mozna odnalez¢é w innym opracowa-
niu[10].

Kluczowa role w ponizszej analizie gra przeksztalcenie Legendre’a, bowiem daje recepte
poprawnego sformutowania odpowiednika bilansu ksiegowego wiasciwego konkretnemu
modelowi. Przy tym nieodzowne okazuje si¢ znalezienie transformaty Legendre’a wyrdznio-
nej wielkosci ekonomicznej, ktora jako funkcja okreslona na przestrzeni pozostatych parame-
trow znana jest w geometrii rozniczkowej jako potencjat. Idea transformacji Legendre’a wy-
wodzi sie jeszcze od G. W. Leibniza [5] i prawdopodobnie przed zastosowaniami termody-
namicznymi z powodzeniem uzywano jej w statyce, ktéra w tamtych czasach byta jedynie
galezia mechaniki. Jednak potem, zapominajac o owych aplikacjach, zaadoptowano to prze-
ksztalcenie dla potrzeb dynamiki. Obecnie, przy okazji omawiania transformacji Legendre' a,
nawet tacy luminarze mechaniki jak Herbert Goldstein [6] odwoluja si¢ do przyktadow ter-
modynamicznych. Teorii ciepta zawdzigczamy przede wszystkim uwydatnienie roli, jaka
roézne typy potencjalow graja w analizie uktadow pozostajacych w stanie rOwnowagi.

Procz praw zachowania parametréw ekonomicznych i towarzyszacych prawom terminow
w koncowej partii tekstu pojawiajg si¢ odpowiadajace im kwazipojecia. Sa to obiekty teorii
podobne do swych niewtomnych odpowiednikdw, jednak ich istnienie ma charakter wtdrny.
Nabieraja znaczenia dopiero po okresleniu prawa zachowania charakteryzujacego model eko-
nomiczny. Kwazipojecia mozna zidentyfikowa¢ w kontekscie zasad (praw zachowania) opi-
sujacych stan rownowagi, ktdre przyjmujemy poprzez wybdr modelu, a wiec apriorycznie.
Ulomne w jednym, moga sta¢ si¢ pelnoprawnymi sktadnikami innego modelu.

2. HIPERPOWIERZCHNIA STANU ROWNOWAGI

Rozwazmy N +1 wymiarowa rzeczywista przestrzen R parametréw ekonomicznych
Po. Pyy Pyy-.., Py - Moga nimi by¢ np. skltadniki majatku, ceny rynkowe, réznookresowe
stopy procentowe, wysokosci Swiadczen emerytalnych, wydatki konsumenta, wielkosci na

ktadéw i produkcji itd. Zdefiniujmy przestrzen stanu rownowagi 8 jako N —wymiarowa
hiperpowierzchni¢ zadana w R"** réwnaniem Pfaffa, czyli liniowym réwnaniem rézniczko-

wym pierwszego rzedu (tzw. prawem zachowania parametru p,) o postaci:
znu(pl,...,pN)dpu =0. (2.1)
u

Dla jednoznaczno$ci rozwigzania uzupelniamy je stosownym warunkiem brzegowym
(p;, pi yeeos pN) UB. W powyzszym zapisie i w dalszym tekscie przyjeliSmy konwencje, ze
wskaznik bedacy greckq litera (np. U ) przebiega wartosci 0,1,2,...,N, w odréznieniu od
wskaznika facifiskiego przyjmujacego tylko wartosci 1,2,...,N. Réwnanie (2.1) ma szcze-
g6Ing ceche. Wspdtczynniki 77, (pPy,..., Py) nie sa funkcjami jednego z parametrow eko-
nomicznych, ktory figurujac w nazwie prawa zachowania wyrézniony jest indeksem zero-
wym. Ten parametr P, nazywamy potencjatem. Pozostale parametry p,,..., Py nazywamy
parametrami stanu. Interesujacym nas obszarem dociekan ekonomistow beda teorie, ktdre po
odpowiednim wyborze parametrow ekonomicznych, czesto poprzedzonym ich stosowna nie-
liniowa transformacja, prowadza do rownania (2.1).

W modelach statyki pordwnawczej zajmujemy sie réoznymi mozliwo$ciami zmiany para
metréw w rownowadze, prowadzacymi od jednego dopuszczalnego zbioru parametrow eko-
nomicznych do drugiego. Postugujac si¢ opisem zmian zadanych réwnaniem (2.1) generuje-

my, przy pomocy rachunku catkowego, krzywe (trajektorie) zawarte w B, przebiegajace
przez dozwolone w réwnowadze zestawy parametrow ekonomicznych. Wychodzac od aspek-
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tow lokalnych zanurzenia hiperpowierzchni 8 w RN, dochodzimy do poziomu posredniego,
na ktérym mozemy poréwnywaé warunki ekonomiczne panujace na trajektoriach dozwolo-
nych zmian czynnikow ilosciowych. Opis globalny mozliwych zmian parametrow jest za-
zwyczaj zbedny. Ekonomistdw nie interesuje, czy przestrzen B jest spojna, jak wyglada jej
brzeg, czy posiada dziury, badz raczki. Ekonomiczne modele dotycza raczej aspektdw zanu-
rzenia B-R"", a nie wewnetrznych wlasciwosci przestrzeni 8. Dlatego globalne wiasnosci
hiperpowierzchni 8 mozemy zignorowa¢, przyjmujac upraszczajace zalozenie, ze jest ona
homeomorficzna (topologicznie réwnowazna) z R". Wylaczywszy z 8 punkty osobliwe,
réwnanie (2.1) mozemy przepisaé w nastepujacej postaci

dp0+ZCkO(p1v--1pN)dpk :O! (22)
gdzie
._n (p11'--!pN)
Coo(Pyyenny Py) = 2 TRE (2.3)
kO 1 N n_o(pl’”.’pN)

Posta¢ (2.2) rownania (2.1) separujaca zmienna P, po catkowaniu daje jej jawny opis jako
funkcji zaleznej od pozostatych parametréw stanu. W ten sposob scatkowanie rownania (2.2)
(zawsze wykonalne, gdyz B jest homeomorficzna z R") prowadzi do wyznaczenia przestrzeni
stanu réwnowagi przy pomocy réwnania wigzéw (réwnania funkcyjnego) zwanego rowna-
niem stanu. Réwnanie to najprosciej przedstawi¢ w nastepujacej formie, eliminujacej poten-
cjal p, ze zbioru parametréw niezbednych do jednoznacznego okreslenia dozwolonego po-

lozenia modelowanego uktadu w stanie, w jakim si¢ on znajduje

Po+ f(Py,.... Py) =0. (2.4)

Prawo zachowania (2.2), bedac rownaniem lokalnym (rézniczkowym), opisuje infinite-
zymalne zmiany w otoczeniu kazdego z punktow przestrzeni stanu rownowagi. Z ekono-
micznego punktu widzenia jest ono bilansem przeptywow pomigdzy rezerwuarami srodkow
(np. dobr, cen, stop procentowych itd., ale tez dtugdw, czy podatkdw, gdyz przyjmujemy tu,
ze zobowiazania nalezy kwalifikowaé jako ujemne srodki), ktorych ilosci charakteryzuja
parametry p, . Funkcie Cyo(Py;..., Py) sa wspdlczynnikami intensywnosci informujacymi,

jaka ilo$¢ srodka wyznaczajacego potencjat rownowazy przeptyw jednostki srodka o indeksie

k. Natomiast réwnanie stanu (2.4) opisujace dozwolona ekonomicznie podprzestrzen para
metréw w R"*" ma charakter globalny, jest bilansem stanu rezerwuaréw nagromadzonych w
wyniku przeptywow srodkow cechujacych proces ekonomiczny.

3. TOZSAMOSCI DLA WSPOLCZYNNIKOW INTENSY WNOSCI

Jezeli na potencjat spojrzymy jak na funkcj¢ parametréw stanu P, , to rownanie (2.2),

okreslajace rozniczke zupetng P, wyznacza kolejne pochodne czastkowe tej funkcji

T __9P(Pys---» Py)
CkO(pli""pN)'___ :
Tt op,

Zadaja one wartosci wspolczynnikow kierunkowych hiperptaszczyzny w zadanym punkcie

stycznej do rozmaitosci B stanu rownowagi. Dlatego hiperptaszczyzny te wyznaczaja w prze-

strzeni parametréw ekonomicznych dopuszczalne kierunki zmian tych parametrow przy
przejsciu z jednego do drugiego zbioru ich rownowagowych wartosci.

Dekompozycji zbioru parametrow ekonomicznych na potencjat i parametry stanu czesto

mozemy dokona¢ na wiele sposobow, wigc decyzja o tym, ktory z parametrow nie zostanie

uwzgledniony w zbiorze niezaleznych wielkosci opisujacych stan rownowagi jest arbitralnai

(3.1)
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podyktowana jedynie wygoda opisu modelowanych zjawisk. W sytuacji wyboru innego
parametru ekonomicznego P, jako potencjatu, nalezy uogolni¢ definicje (2.3) na pary
indeksdw K, 1. Uogodlnienie to na postaé

. _ 0P, (Pos--s Pucts Pyos--- Py )

C,, = —%
K
m, op,
gdzie indeks k przebiega wskazniki rozne od wskaznika [ numerujacego aktualny
potencjal. Definiujac C,, =1 otrzymamy ciag tozsamosci spetnianych przez funkcje Cpy»

zwanych regulami taricuchowymi [4]

c, =C,C (3.2

uv up = pv 1

ktérych szczeglnym przypadkiem jest wlasnos¢

— 1
Cw =Cy -

Reguly tozsame z (3.2) pojawily si¢ takze jako konsekwencja wilasnosci liniowej funkcji
uzytecznosci [11].

. 0Cy, ac,, o .
Jezeli pochodne czastkowe 3 oraz sq funkcjami ciagtymi na hiperptaszczyznie

P, op,
stanu rownowagi sparametryzowanej zmiennymi  Pq,..., Pyg, Ppsgs---s Py s 10 NA mocy

twierdzenia Younga [4] s one réwne (bowiem odpowiadajace im pochodne mieszane sa
przemienne). Tak wigc mozemy wypisaé¢ caly ciag tozsamosci dotyczacych pochodnych
czastkowych funkcji intensywnosci

%o _ % (3.3)
op,  9p,

ktére w termodynamice nosza nazwe rownan Maxwella[1].

Tozsamosci (3.2) i (3.3) warto stosowa¢ w przypadkach, gdy czynniki 77, czy

intensywnosci C,, maja bezposrednig interpretacj¢ ekonomiczng. W prezentowanym tekscie

autor zamiescit jedynie przyktad o statych intensywnosciach.

4. NOWE WARIANTY PRAWA ZACHOWANIA

Przy opisie przestrzeni 8 parametr stanu p,, moze zosta¢ zastapiony parametrem okre-

slonym wartosciami funkcji intensywnosci C_ . Jest to mozliwe dzigki transformacji Legen-
dre'a[2]

(pl""’ pN) - (pli"" Pm-11Cmo» Preas- -+ pN)'

Polega ona na wprowadzeniu nowego potencjatu Py(...,Cop,...), ZWaANEYO fransformatq

Legendre' afunkcji py(..., P,,»---), 0 nastepujacej postaci

Po = Po(Pur--s Prv1: Conos Prsas-» Pu) = = Po Py Py) = Cong Py (4.1)
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ktory dzigki takiej konstrukcji nie zalezy bezposrednio od zmiennej P,, (cho¢ jest funkcja
m.in. zmiennej niezaleznej C_,). Owa niezaleznos¢ od P,, mozna dostrzec wyznaczajac

pochodng prawej strony (4.1) po p,, (dlastosownie wybranej wartosci zmiennej C_ )

_9(Po(Pys-o, Py) *+ Coo Pr) :_Eapo e E
apm ‘ pm 'm0

Crmo =Crmo (P11 PN)

:O,

Crmo=Cmo (P1r--- Pn)

gdzie ostatnia z powyzszych réwnosci jest bezposrednia konsekwencja definicji (3.1). Row-
nosé (3.0 traktowana jako uwiktana postaé funkcji

P = Prn(Pys-+s PretsCrnos Prsas--+» Py ) pozwala wyrugowaé zmienng P,, W wyrazeniu
(4.1) definiujacym potencjal P, .
Zrozniczkowanie stron roéwnania (4.1) prowadzi do nowego odpowiednika prawa zachowania
(2.2), tym razem bedacego zasada zachowania potencjalu P,

dp, = chodpk —Codp, — Pdc,, =

= =P (Prs-++» Pre1sCrno s Prsase s Py )dCo + chodpk .

k#m

Dzigki takiej zamianie wspotrzednych przy parametryzowaniu stanu réwnowagi mozemy
postugiwa¢ si¢ innym ukladem N zmiennych wybranych spos$rod elementéw zbioru
{pl,..., [ON ,Clo,...,CNO} . Wazne jest, aby zadna para zmiennych p,.,C., 0 jednakowych
indeksach nie wystgpowata w nim jednoczesnie. Transformacj¢ Legendre’a mozemy prze-
prowadzi¢ przy wyborze potencjatu sposrdd zbioru wszystkich parametréw ekonomicznych

P,

Z powyzej przedstawionych przyczyn parametry C,, nazywamy parametrami kanonicz-
nie sprzezonymi do odpowiadajacych im parametrow stanu pP,,. Transformacja Legendre’a
jest inwolucja, tzn. ponowne jej wykonanie na parametrze o niezmienionym indeksie jest
transformacja odwrotng. Latwo obliczy¢, ze w ten sposéb mozemy otrzymaé nawet
(N +12) x 2" réznych, cho¢ réwnowaznych sobie modeli statyki poréwnawczej. Jest tak,
gdyz dla kazdego z N +1 mozliwych wybordéw potencjatu (sposréd parametréw ekonomicz-
nych) mamy N mozliwych inwolucji Legendre’a dla kolejnych parametréw stanu, ktore
mozemy wykonywa¢ w réznych kombinacjach. W termodynamice wykorzystuje si¢ trans-
formacj¢ Legendre’a osobno dla kazdego z parametrow termodynamicznych w celu sformu-
lowania wygodnych wariantow obowiazujacego tam prawa zachowania energii. Jest nim
zapisanaw postaci jednego réwnania pierwsza i druga zasada termodynamiki. Zastosujemy tu
jedynie najdalej idacy wariant transformacji, zastgpujacy wszystkie parametry stanu parame-
trami do nich sprz¢zonymi. Odpowiednikiem potencjatu (4.1) bedzie wtedy funkcja C,, za-
dana wyrazeniem

Coo = Coo(Ci1++1Cvo) =~ Po(Pys-- - Py) —chopk : (4.2)

Rozniczkujac strony rownosci (4.2) i korzystajac z prawa (2.2) otrzymamy jego alternatywna
wersje w postaci prawa zachowania potencjatu Cy,:

dcy, = chodpk - Z (Ckodpk + pkdcko): _Z Pk (Cig>-+-1 o) dCy -
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Rozwiazanie uktadu N réwnan funkcyjnych (3.1) ze wzgledu na kazda zmienna p,, ktore
ma posta¢ P, = P, (Cyp,-.-,Cpo)> pozwala z uzyciem formuly (4.2) otrzymaé zaleznosé
funkcyjna nowego potencjatu Cy, od nowych parametréw stanu C,, (czyli od parametrow

sprzezonych do parametréw stanu P, ). Zaleznos¢ ta jest nowa forma réwnania stanu (2.4).
Uktad réwnan (3.1) moze nie mie¢ rozwigzania, badz mie¢ ich wiele. W pierwszym przypad-
ku inwolucja Legendre'a (p,..., Py) < (clo,...,CNo) nie istnige. W drugim wystarczy
wybra¢ do eliminacji zmiennych p, dowolne z tych rozwigzan. Cz¢$¢ intensywnosci C,o W
réwnaniach (3.1) moze by¢ stata (skrajny wariant takiego przypadku jest szczegétowo omo-
wiony w nastegpnym paragrafie). Uzmienniajac te stale (jak nizej) otrzymamy przejscie do
opisu za pomoca wspdtczynnikow intensywnosci, jednak nie beda one parametryzowacé,: lecz
opisywaé przeksztalcenia 8 wewnatrz R™"™" spowodowane egzogenicznymi zmianami para-
metrow intensywnosci. Dlatego inwolucje Legendre’a 7 powinni$my traktowac nie jako
automorfizm 7.:8 « B, lecz jako odwzorowanie zadane formula (4.2) pomigdzy dwoma
strukturami kontaktowymi
o 2N+ 2N+
TURL ™ o RO,

2N+1

gdzie struktur¢ kontaktowa R, definiujemy jako Zzbidr parametréw rzeczywistych

2N+1
R

. . ) .
(Pgs---» Py sCo1r---1Con) Wraz z wlozeniem hiperpowierzchni B o = R

zadanym po-
tencjatem Py(Py,-.., Py) Przy pomocy rownania
dp, (Pyy---y Py) + chodpk =0.

W analogiczny sposob okreslamy dualna strukture kontaktowa R 50': 1 Nalezy przypomnie¢,

ze tylko jedna z funkcji jest okreslona niezaleznie, bowiem sa one, jedna do drugiej, trans-
formatami Legendre’a. Ponizszy diagram obrazuje opisywana sytuacje:

(Pos---:Cypr-- JOR ™ R 5 (Copievns Prie- )
T
dp, (P, Py) dCoo (Cyos-++» Cnvo)
(pli""pN)D'(Bpo ’(cha(clo""’CNO)

Inwolucja Legendre’a umozliwia stosowanie w modelach rownowagi dwoistego opisu zja-
wisk, w ktorym, z formalnego punktu widzenia, czynniki intensywnosci moga petié rolg
parametrow stanu i vice versa. Swobodny wybdr migdzy zestawami parametrow ekonomicz-

nych (Pg;..., Py) i (Coys---,Cy,) pozwala doglebnie wnika¢ w charakterystyczne wiasci-

wosci takich modeli. Przeksztalcenie Legendre’a jest czesto uzyteczne w rachunkach maja-
cych na celu znalezienie rownania stanu (jawnej postaci potencjatu) przez efektywne wycat-
kowanie prawa zachowania, prawa wystepujacego w formie uproszczonej dzigki tej inwolu-
cji. Znacznie tatwiej jest zaobserwowac i opisa¢ lokalnie prawo zachowania, niz zbudowaé
potencjat odpowiadajacy przeplywom zgodnym z tymi, ktére zamierzalismy uwzgledni¢ w
modelu skonstruowanym przez zadanie potencjatu.

5. KOSZYKI | CENNIKI

Dla przedstawienia oméwionego sposobu badania modeli, w trzech kolejnych paragrafach
tego opracowania zostanie zanalizowany podstawowy, a jednoczesnie najprostszy nietrywial-
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ny przyklad, ktérym jest prawo zachowania o wszystkich intensywnosciach C,, statych (lub

o stalych dualnych do intensywnosci parametrach). Przyklady pozornie bardziej skompliko-
wanych potencjatéw przytoczone sa w paragrafie osmym.

Gdy wspotezynniki C,, nie zaleza od parametrow P, rownanie (2.2) przybiera nastgpuja-
ca postac

dp, + Z Cyodp, = 0. (5.1

Wybierajac warunek poczatkowy P, = p; po scatkowaniu separujacych sie wszystkich

sktadnikow réwnania (5.1) otrzymamy nastepujace rdwnanie stanu:

po—p5+cho(pk—pL)=0, (52)

czy, po pomnozeniu (5.2) przez 1T,

znﬂ(pﬂ - pu):O.

m
Réwnanie (5.1) mozemy interpretowac jako rownanie bilansu przeptywow dobr opisujacego
koszyk N+1 doébr. Wystepuja one w koszyku odpowiednio w ilosciach py,..., Py . Jezeli
dodatnie srodki P, symbolizuja aktywa, to ujemne wartosci p,, dotycza zobowiazan (badz

odwrotnie). Niech ceny rynkowe okresla relacja wymiany dobr rynkowych na dowolne (za-
warte, badz nie zawarte w koszyku) arbitralnie wyrdznione dobro. Ceny te maja charakter
egzogeniczny i nie zaleza od parametrow koszyka. Wtedy jednostka U -tego dobra jest wy-

mieniana za (kosztuje) 7T, jednostek wyréznionego dobra. Przyjmujemy konwencje, ze
p, UR i 11, LR, czyli ze ceny zawsze sa dodatnie (lecz réwnie dobrze mogliby$Smy zafo-
zy¢,ze P, Ry i m, [JR). Warto w tym miejscu uczynié jedna dygresje. Zatozenie o nieza-

leznosci cen od wspdtrzednych koszyka wydaje si¢ uniwersalne na rynkach zabezpieczonych
przed mechanizmami dyktatu cenowego. Jednak wowczas tez nic nie przeszkadza konstru-
owa¢ portfeli, ktorych zawartos¢ jest ksztattowana w oparciu o zmiany kurséw cenowych, a

jezeli P, sa nietrywialnymi funkcjami 77, (zob. [11]), to i funkcje odwrotne 7T, zaleza od
P, Niemoznos$¢ wplywania na ceny (czy, w stabszym wariancie, ich przewidywania) ozna-
cza, ze przyjmujac pewien algorytm ksztattowania sktadu koszyka jedynie w zaleznosci od
ruchéw cenowych tracimy mozliwos¢ bezposredniego (niezaleznego od cen) wplywania na
wielkosci P, . Zaleznos¢ funkeyjna czynnikéw ilosciowych nie okresla ich wzajemnej relacji
przyczynowo skutkowej. Na przyktad stwierdzenie: ,,ztoto potroi swa ceng wtedy, gdy stang
si¢ bogaty”, mimo zaskakujacej tresci, moze jedynie oznaczaé, ze ulokowalem powazna
czes¢ swojego majatku w tym kruszcu.
Opis koszyka nie ulegnie zmianie, gdy ceny jego débr przedstawimy w stosunku do arbi-
tralnie wyroznionego dobra z koszyka (oznaczanego dalegj indeksem zerowym i nazywanego
jedynie z tego powodu pieniadzem). Wybor ten oznacza, ze potencjatem jest ilos¢ pieniadza

TT,
w koszyku. Kursy (relatywne ceny) C,, = —X sq intensywno$ciami przeptywu pozostatych
Tt

dobr w koszyku wzgledem pieniadza. Zbior intensywnosci C,, nazwiemy kursem rynku

wzgledem pieniadza. Gdy koszyk nie jest dziurawy, a rynek jest zrbwnowazony, to wyzna-
czona wartos¢ przeplywow w ramach koszyka musi bilansowaé si¢ do zera — strumien pie-

nigdza dp, jest skompensowany strumieniem $rodkow niepienigznych Z C.odp, . Stwier-

dza to prawo zachowania strumienia kapitalu (5.1) wyrazone w jednostkach pienigznych.
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Wyznaczony w jednostkach pienieznych bilans aktualnego stanu skumulowanych w koszyku
przeptywow (bilans srodkow) przedstawia réwnanie (5.2).

Rownanie stanu (5.2) ma skutkujaca ekonomicznymi konsekwencjami symetrig: transfor-
macja skalowania oraz zamiana wspotrzednych koszyka z odpowiednimi wspohrzednymi
cennika

Ap, « p,

T, < Py

(5.3)

nie zmieniajg samego roéwnania. Z tego powodu portfele (bedace klasami proporcjonalnych
do siebie koszykow) tworza przestrzen rzutowa RP" [3], a kursy (proporcjonalne cenniki)
przestrzen dualna do niej. Wigc modelem dualnym, majacym identyczne wlasnosci rachun-
kowe jak wyzej prezentowany, bedzie model opisany rownowaznym rownaniu (5.1) prawem
zachowania wartosci portfela

dc,, + Z p,dc, =0, (5.4)

w ktorym potencjatem C,, (wielko$¢ ta nie byta jeszcze definiowana) okaze si¢ biezaca war-

to$¢ (wartos¢ ksiggowa, deficyt bilansowy) portfela. Na niepieniezne komponenty portfela
mozemy spojrze¢ jako na intensywnosci przeplywdw wartosci odpowiednich sktadnikow
portfela wywotanych ruchami cen.

6. PODWOJNA KSIEGOWOSC

Nietrudno zauwazy¢, ze zamiana parametrow fizycznych stanowiaca drugie z przeksztal-
cen (5.3) jest inwolucja Legendre’a. Podstawiajac bowiem do wyrazenia (4.2) potencjal p,

okres$lony réwnaniem stanu (5.2) otrzymamy nowy potencjal o nastepujacej postaci

Coo(Cios-++1Cno) = _p; + cho(pk - p;)_ZCkO Py »
czyli  Cy + P+ Z PcCo = 0. (65)

Poniewaz parametry p:, sq teraz stale (komponenty koszyka nie ulegaja zmianie), wiec
transformate Legendre’a  Cy(Cp,...,Cyg)  St@NU rezerwuaru pienigznego portfela

Po(Pys---, Py) nalezy w oparciu o rdéwnanie (6.5) zinterpretowac¢ jako biezaca wartos$é
koszyka.
Postugujac si¢ formuta inwolucji Legendre’a (4.2) dla p, = p, i €, =C,, réwnanie (6.5)

mozemy zapisa¢ w postaci

(Coo - C;0)+ Z Py (Cko - C;O) =0. (6.6)
Przedstawione w tgj postaci réwnanie stanu jest ewidentnie dualne do (5.2).

Przepiszmy jeszcze raz niezwykle istotng formute inwolucji Legendre’a (4.2) uwydatnia-
jac liczbowe wartosci wystepujacych w niej funkcji

Coo po"'Z P«Co =0 .
Z ekonomicznego punktu widzenia rownanie to jest rownaniem bilansu koszyka, ktére w

odrdznieniu od réwnan stanu (czy ich rézniczkowych odpowiednikéw, tj. praw zachowania
przeplywow) nie bilansuje wzglednych zmian (przeptywdéw), lecz wiaze ze soba absolutne
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wartosci dwoch dualnych wzgledem siebie zestawdw parametrow ekonomicznych. Jest ono
warunkiem koniecznym zachowania konsystencji pomig¢dzy ré6znymi obrazami zmian ceno-
wo-koszykowych, niezaleznym od konkretnej postaci praw zachowania. Narzucenie tej spdj-
nos$ci stanowi istote procedury bilansu finansowego. Moze nieprzypadkowo tworca podwdj-
nej ksiggowosci Fra Luca Pacioli bedac nauczycielem mistrzoéw perspektywy stworzyt pod-
waliny dla geometrii rzutowej — teorii, w ktorej centralna role gra dwoistos¢, bedaca w powy-
7ej przedstawionym sensie efektem inwolucji Legendre’a. Mozna wykazac, ze dwoistos¢
algebry kredytéw, szczegdélowo analizowana przez autora w artykule poswieconym klasyfi-
kacji kredytowania [9], stanowi konsekwencje istnienia pewnej szczegdlnej transformacji
Legendre’a. Wiec, zgodnie z przedstawionymi tam sugestiami autora, inwolucja owa stanowi
efektywne narzedzie odkrywania nieznanych jeszcze metod kredytowania, tworzenia nowych
instrumentow finansowych, czy formulowania nieznanych dotad form warunkéw ubezpie-
czeniowych. Glebsze wyjasnienie geometrycznych aspektéw przedstawionego w tym para-
grafie tematu jest zawarte w pracy [11].

Zamiast podsumowania rozwazan dotyczacych modeli o statych wspotczynnikach inten-
sywnosci autor proponuje tabele zestawiajaca wyrdznione obiekty tych dualnych typow przy-
pominajac o czgsto ignorowanym relatywizmie przedstawionego obrazu, ktory jest konse-
kwencja sytuacji, ze dowolne wyrdznione dobro rynkowe zostalo nazwane pieniadzem.

STALE SKLADNIKI
BIEKTY TEORII TALE CENY <
© © S C KOSZYKOW
Potencjal zasoby pieniezne koszy- wartodé koszvka
ka 2
parametry niezalezne niepieni¢zne sktadniki ceny dobr wyrazone
koszyka wzgledem pienigdza
Intensywnosci ceny dobr wyrazone niepieni¢zne sktadniki
wzgledem pieniadza koszyka
prawo zachowania dla przeptywow kapita- | dla zmian wartosci kapi-
lowych talowych
transformata Legendre' a wartosé koszyka zasoby plerl1<1§zne koszy-
inwolucja Legendre a rownanie bilansu stanu koszyka

W niektorych wierszach dualne pozycje moga wydawac si¢ tozsame. Oprocz samodualnego
rownania opisujacego inwolucje Legendre’a tak nie jest, o czym $wiadcza dobitnie rachunki
zamieszczone w tym paragrafie.

7. ZYSK

Infinitezymalny zysk (stopa zwrotu) z kapitatu ulokowanego w koszyku to przyrost wartosci
portfela wyrazony w stosunku do tej wartosci

dc :
dre = —% = sign(Cy,) dInlCyy| , (7.2)
Coo
gdzie funkcja Sign(X) ma warto$¢ znaku liczby X bedacej jej argumentem. Ograniczmy

rozwazania do takiej czesci przestrzeni rownowagi 8, na ktorej potencjat Co, posiada staty
znak. Wtedy stopa zwrotu z koszyka wynosi

Coo
Idroo = roo(coo)_roo(coo) = Sign(coo) |n|Coo| - Sign(coo) In‘coo‘-
Coo
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Zysk 4 (Cyp) » bedacy tzw. stopa kapitalizacji ciaglej [7], jest okreslony z doktadnoscia do

statej (jak kazdy potencjat wyznaczajacy jedynie prawa zachowania przeptywdow). Korzysta
jac z prawa (5.4) otrzymamy nastgpujacy wynik

P
dry, = —Z C—kdcko :
00
czyli
dry, + Z :;')—“ckodrko =0, (7.2)

00

dc
gdzie stopa dr,, = —X0 " okreslona analogicznie jak w definicji (7.1), jest stopa zmiany
ko
ceny K -tego dobra wyrazanej w pieniadzu.
Réwnania (7.2) nie mozna nazwa¢ prawem zachowania stopy zwrotu gdyz, zgodnie z zatozo-

na postacia kazdego prawa zachowania, intensywnosci W, = p, X0 hie powinny by¢ funk-
Coo
cjami wartosci koszyka C,.

Oczywiscie, wewnatrz obszaru 8 ., gdzie potrafimy wyrugowac¢ potencjat Cy, z wyrazen
okreslajacych ,,intensywnosci” W, , rownanie (7.3) bedac na 8, tozsamoscia, przybierze
posta¢ przypominajaca (2.2). Nazwiemy tego typu , prawo zachowania’ kwaziprawem, — jest
ono tozsamosciowo spefnione na hiperpowierzchni 8, , lecz jej nie wyznacza. Konsekwent-
nie stopg zwrotu z koszyka [y, powinnismy w tym modelu nazwa¢ kwazipotencjalem, a
wspolczynniki W, kwaziintensywnosciami, ktore sa kwazisprzezone wzgledem odpowiednich
stop zmian cenowych r,,. Na podstawie kwaziprawa mozemy wyznaczy¢ zysk osiagnigty
przez posiadacza koszyka p,, . Nie potrafimy jednak okresli¢ hiperpowierzchni stanu row-
nowagi 8, ani — postugujac si¢ inwolucja Legendre’a—dualnej do nigj przestrzeni 8, .

Jednak, dzieki naszej wiedzy o przeksztalceniu Legendre’a, mozemy otrzymac dualne do
(7.3) (nie kwazidualne) kwaziprawo o nastgpujacej postaci

Py _
dr, + Z —c.ar, =0, (7.3
0 po kO™ k

gdzie
dr, = sgn(pu) dln‘ pu‘ .
Jest ono tozsamosciowo spetnione na hiperpowierzchni 8, . Rownanie (7.2) mozna inter-

pretowaé jako formufe przedstawiajaca zysk kredytodawcy r,, wynikajacy z niewielkiej
modyfikacji wysokosci stop dyskontowych zwigzanych z kolejnymi N okresami zwrotu rat
zadluzenia. Natomiast (7.3) traktujemy np. jako wzor na stopg wzrostu r, kwoty kredytu
(udzielonego w wysokosci P,), gdy nieznacznie ulegaja zmianie wysokosci kolejnych rat
splaty P, mierzone stopami I, , gdzie zmienne oprocentowanie kredytu wyrazaja czynniki
dyskontowe C,,. Wypisane w tym paragrafie tozsamosci maja charakter lokalny, wigc sa

spelnione niezaleznie od wezesniejszego zatozenia o stalej wartosci odpowiednich czynnikow
intensywnosci. Uwzgledniajac to zalozenie mozemy wycatkowaé rownania (7.2), (7.3),

wstawiajac zamiast dualnych pdl p, i Cy, odpowiednie rownania stanu (5.2) i (6.6). Otrzy-

mamy wtedy nastepujace wzory bedace kwaziodpowiednikami rownan stanu
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loo = oo +SiGN(Cy) N

1- Z pk (esign((io) (rko‘ﬁ:o) _1) ‘
1- Z Cro (es'gn(p&) (i) — 1)

W interpretacji dotyczacej kredytu formuty powyzsze okreslaja sposob obliczania zysku kre-
dytodawcy i stopy zmiany kwoty kredytu przy wystapieniu zmian warunkow kredytowania
na tyle duzych, ze nie wystarcza uzycie formut uwzgledniajacych jedynie liniowa reakcje na
modyfikacje¢ parametroéw rat splaty, czy stop dyskontowych. Nie nalezy zapominaé, ze ostat-
nie wzory sa stuszne jedynie w przypadku braku zmiany znakéw parametréw cenowych i

koszykowych.
Rownane okreslajace rozniczke dr, (czy dr,,) podobnie jak réwnanie (7.2) (czy (7.3))

moze stanowi¢ faktyczne prawo zachowania, ale w modelu innym niz tu omawiany.

oraz r, =r, +sign(p,) In

8. PODRECZNIKOWE PRZYKLADY

Dla dalszego zobrazowania zastosowania opisanego formalizmu mozemy poddac reinter-
pretacji modele oparte na popularnych w podrecznikach akademickich funkcjach, takich jak
funkcja produkcji Cobba-Douglasa, czy funkcja CES [4,14]. Z prezentowanego tam punktu
widzenia funkcje te sa potencjalami generujacymi interesujace gospodarcze prawa zachowa-
nia

Przypomnijmy, ze definiujace funkcj¢ produkcji Cobba-Douglasa rownanie stanu (2.4)
ma postaé

P, —K pyp;° =0,

gdzie a J(0) i k >0 sa statymi parametrami modelu, zmienne P, i P, wyrazaja odpo-
wiednio naklady kapitatu i naktady pracy, a dualne do nich wielkosci C,y i C,,to krancowe
produktywnosci (odpowiednio) kapitatu i pracy. Przeprowadzajac elementarne rachunki ta-
two jest zauwazy¢, ze transformaty Legendre’a P, (Cyp, P,) i Po(P;,Cp) sa w rbwnowadze
proporcjonalne do wartosci produkeji i wynosza odpowiednio —(1-a)p, i —a p,. Szcze-
golnie prosta posta¢ przyjmuje wtedy potencjat Py(Cyg,Cyp), gdyz rowny jest 0. Przejscie do

rachunku w logarytmach, polegajace na postuzeniu si¢ nowymi zmiennymi
p',=Inp,, (8.1

U =012, sprowadza model Cobba-Douglasa do rodziny réwnan termodynamicznych (5.1)
o statych wspotczynnikach intensywnosci, ktora szczegotowo omodwilismy w poprzednich
paragrafach. Liniowa zalezno$¢ logarytmu wartosci produkcji od logarytmdow naktadow zwy-
klismy okresla¢ jako brak mozliwosci osiagania dodatkowych przychodow bedacych efektem
skali produkcyjnego przedsigwzigcia. Ta wlasciwos¢ modelu najlatwiej jest dostrzec w row-

naniu stanu (2.2) dla potencjatu p',.

Zapisanaw formie réwnania (2.4) funkcja produkcji CES
1

P —K(@ p! +(1-a) p%)’ =0,

gdzie y [1(0,1), pozwala na analogiczna reinterpretacj¢ modelu. Tym razem zamiana zmien-
nych ma postaé
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PL.=Pp) (8.2)
U=012.

Znajomo$¢ powierzchni wigzéw w stanie rownowagi, tj. otoczenia kazdego z punktéow pod-
przestrzeni 8, pozwala nam w kazdym z dwdch przyktadéw funkcji produkeji odtworzy¢, po
przejsciu na powr6t do pierwotnych wspotrzednych, wartos¢ dowolnej, ekonomicznie intere-
sujacej wielkosci. Tak wiec mozolnie studiowane przez adeptow ekonomii modele sa w petni
sprowadzalne do prostej, acz pouczajacej koncepcji koszykdw i cennikow. Zawiktane mean-
dry ksiazkowych opisow tych funkcji produkcji sa jedynie konsekwencja poruszania si¢ w
geometrycznie niezbyt czytelnej konwencji ,,naturalnych” ekonomicznych wspdtrzednych.
Uzywajac w opisie produkcji jednolitej konwencji wspéhrzednych ,koszykéw i cennikow”?
mozemy by¢ zaciekawieni powodami, dla ktorych autorzy podrecznikéw ekonomii, symulu-
jac realnie istniejace procesy, wyrdzniaja jedynie dwa rodzaje ,,naturalnych” parametryzacji
w postaci funkcji. (8.1) i (8.2). Niestety, poza pewna prostota, autor nie doszukat si¢ innego
zadowalajacego wyjasnienia tej intrygujacej prawidtowosci.

9. ZAKONCZENIE

Powyzej poddano analizie jedynie lokalne wiasnosci pierwszego rzedu dla zanurzen
B-R"™ zdefiniowanych odpowiednim dla wybranego modelu prawem zachowania. Nie-
mnigj interesujace sq aspekty przestrzeni stanu rownowagi zalezne od wyrazen drugiego rzg-
du wzgledem infinitezymalnych zmian parametrow, na przyktad zwiazane ze strukturag me-
tryczna. Dla prawidlowej konstrukcji takiej teorii nalezaloby szczegdtowo zbadaé aspekty
metryczne popularnych modeli statyki rownowagowej. Pewne sugestie jak to robi¢ mozna
odnalez¢é w pracy [11], gdzie wykazano naturalnos¢ struktur nieeuklidesowych dla geome-
trycznego opisu modeli ekonomicznych.

Zasady termodynamiki fenomenologicznej zostaty wyjasnione przez wprowadzenie staty-
stycznego opisu zjawisk cieplnych. Istnige naturalna sposobnos¢ podobnego dopetnienia
statyki proceséw ekonomicznej rownowagi o aspekt stochastyczny poprzez nawiazanie do
idei kanonicznego rozktadu Gibbsa [1,8]. Takie podejscie, w kontekscie metody poréwnywar
nia jakosci prognoz inwestorow, ktorzy dziataja na réznych rynkach, czy przy réznych po-
ziomach koniunktury, przedstawione zostalo w artykule [12]°. Okazalo sie ono skuteczne
takze w badaniu portfeli opartych na dzwigni finansowej [13], ktére wykazuja unikalne ce-
chy”, niespotykane w ramach opisujacych zjawiska termiczne modeli fizycznych. Dalsze
uogdlnienie tego tematu, polegajace na globalnym uzupetnieniu modeli statyki o elementy
niepewnos$ci odpowiadatoby wspdtczesnemu paradygmatowi naukowemu i rozszerzytoby
zakres stosowalnosci niedynamicznych modeli w ekonomii. Zagadnienie to wymaga jednak
odrebnego potraktowania, dlatego autor zaprezentuje je w innym opracowaniu.

2 czyli takiej, w ktorej rownania (2.2) przybieraja postaé rownan (5.1) o statych wspolczynnikach

3 warianty robocze prac [12] i [13] dostepne sa w internecie pod adresem:

http://al pha.uwb.edu.pl/ep/sj/index.shtml

* chodzi tu o koniecznos¢ rozszerzenia spektrum temperatur agresywnych portfeli inwestycyjnych na
dziedzing liczb zespolonych, zob. [13]
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STRESZCZENIE

Nawiazujac do termodynamiki autor przedstawia formalizm statyki procesdw réwnowagi, w ktorym
kluczowa role odgrywa inwolucja Legendre’a. Migdzy innymi wykazuje, ze warto$¢ koszyka kapita-
lowego jest transformata Legendre’a jego skladnika pienieznego. Kazdemu réwnowagowemu mode-
lowi towarzyszy dualny do niego odpowiednik. Proponowane ujecie zawiera kryterium odrozniania
prawa okreslajacego stan réwnowagi od tozsamosci wiazacych parametry ekonomiczne w réwnowa-
dze.



