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 Ä,QG\ZLGXDOQ\ F]áRQHN ]ELRURZR�FL VSRáHF]QHM 
F]
VWR RWU]\PXMH LQIRUPDFMH ZL]XDOQ\PL  

NDQDáDPL V\PEROLF]Q\PL´
1 

 
 

1. :67	3 
 

3RWHQFMDá, równanie stanu, zasady zachowania – to charakterystyczne elementy, wywo-
G]�FHJR VL
 ] IL]\NL� ]HVWDZX SRZL�]DQ\FK ]H VRE� WHUPLQyZ� -HJR Z\MD�QLDM�F� IXQNFM
 Rd-
NU\OL SU]HG ��� ODW\ WZyUF\ Z SHáQL GRMU]DáHM PDWHPDW\F]QLH� D ]DUD]HP QD ZVNUR� IHQRPHQo-
logicznej teorii zjawisk cieplnych, zwanej WHUPRG\QDPLN� UyZQRZDJRZ�. Z nowej metody 
RSLVX ]MDZLVN ]GRáDOL EHzEá
GQLH Z\VQXü SUDZD SU]\URG\� NWyU\FK PHFKDQL]P\ Z\MD�QLRQR

GRSLHUR �� ODW Sy(QLHM� 7HUPRG\QDPLND SRVáXJXMH VL
 WUDG\F\MQ� JHRPHWUL� Uy*QLF]NRZ�� Z

ramach NWyUHM IRUPXáXMH QLHU]DGNR ]GXPLHZDM�FH VZ� SURVWRW� WR*VDPR�FL L WZLHUG]HQLD�

5yZQROHJOH ] Z\ZRGHP UDFKXQNRZ\P yZF]H�QL HNVSHU\PHQWDWoU]\ F]
VWR ZHU\ILNRZDOL

otrzymywane przez siebie wzory. 
-H*HOL UyZQRZDJ
 HNRQRPLF]Q� VFKDUDNWHU\]XMHP\ MDNR EUDN QLHGRERUyZ L QDGZ\*HN� WR

] SXQNWX ZLG]HQLD UDFKXQNRZHJR PDP\ GR F]\QLHQLD ] SHZQ\P �VWZLHUG]DM�F\P WHQ IDNW�

UyZQDQLHP ELODQVX ]DSLVDQ\P Z SRVWDFL Uy*QLF]NRZHM �F]\ Uy*QLFRZHM�� 5R]ZL�]DQLH WHJR

UyZQDQLD SR]ZDOD Z\HOLPLQRZDü VSR�UyG SDUDPHWUyZ HNRQRPLF]Q\FK MHGHn z nich i przed-
VWDZLü JR MDNR IXQNFM
 SR]RVWDá\FK� =Z\NOH UHGXNFML WHM PR*QD GRNRQDü SU]H] Z\Uy*QLHQLH

dowolnego z paraPHWUyZ� FR QLH PD ZSá\ZX QD JHRPHWU\F]QH ZáDVQR�FL SRGSU]HVWU]HQL ) 
(stanu równowagi opisywanego równaniem bilansu) przestrzeni parametrów ekonomicznych. 
: WHQ VSRVyE JHRPHWULD RG]ZLHUFLHGOD HNRQRPLF]QH ZáDVQR�FL SU]HGPLRWX EDGD� VWDW\NL

UyZQRZDJRZHM� 6\WXDFMD WD SU]\SRPLQD GR ]áXG]HQLD WHUPRG\QDPLN
� Z NWyUHM UyZQDQLX

ELODQVX LQILQLWH]\PDOQ\FK SU]HSá\ZyZ RGSRZLDGD SLHUZV]D ]DVDGD WHUPRG\Qamiki, a równa-
QLX ELODQVX VNXPXORZDQ\FK G]L
NL SU]HSá\ZRP �URGNyZ – UyZQDQLH VWDQX� 'ODWHJR LQWHQFM�

DXWRUD WHM SUDF\ MHVW SUyED QRZHJR XM
FLD SHZQ\FK ]DJDGQLH�� ]QDQ\FK ]H VWDW\NL UyZQRZa-
JRZHM� SU]H] SRVáXJLZDQLH VL
 PHWRGRORJL� L WHFKQLN� UDFKXQNRZ� FKDUDNWHU\VW\F]Q� GOD

termodynamiki. 
:L
NV]R�ü SRMDZLDM�F\FK VL
 Z RSUDFRZDQLX UyZQD� RSLVXM�F\FK SUDZD ]DFKRZDQLD L Dl-

JHEUDLF]Q\FK WR*VDPR�FL WR UyZQDQLD ELODQVX SU]HSá\ZyZ �WDNLFK� MDN� RSHUDFMD NXSQD� VSáDWD

NUHG\WX� Z\SáDWD G\ZLGHQG\� ]PLDQD ZDUWR�FL REOLJacji spowodowana ruchem stóp procen-
WRZ\FK� UHRULHQWDFMD IXQNFML SURGXNFML� NRPDVDFMD� DUELWUD* FHQRZ\� SU]HPLHV]F]HQLH Z]GáX*

NU]\ZHM RERM
WQR�FL LWS�� E�G( �URGNyZ� NWyU\FK SR]LRP MHVW Z\SDGNRZ� SU]HSá\ZyZ� 7HJR

W\SX UyZQDQLD DXWRU VWDUDá VL
 ]DSLV\ZDü Z jednolitej konwencji. I tak, w przypadkach rów-
QD� Uy*QLF]NRZ\FK �SU]HSá\Z\� ZSá\Z\ �PDM�FH MHGQDNRZH ]QDNL� XZ]JO
GQLDP\ ]DZV]H ]

SU]HFLZQ\PL ]QDNDPL Z VWRVXQNX GR Z\GDWNyZ� : SU]\SDGNDFK UyZQD� IXQNF\MQ\FK ��URd-
ków) aktywa (o jednakowych znakach) wliczamy ] SU]HFLZQ\PL ]QDNDPL QL* SDV\ZD�

                                                 
1 1  Feynman R.P., Ä3DQ UDF]\ *DUWRZDü� SDQLH )H\QPDQ�´, Znak, Kraków 1996. 
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2F]\ZL�FLH XMHPQ\ ]QDN PR*H GRW\F]\ü ]DUyZQR ZSá\ZyZ �F]\ DNW\ZyZ�� MDN Z\GDWNyZ

(czy pasywów) – ZV]\VWNR ]DOH*\ RG SXQNWX ZLG]HQLD VSRU]�G]DM�FHM ELODQV RVRE\ �]\VN� F]\

VWUDWD� RUD] RG SU]\M
WHM ]DVDG\ XZ]JO
GQLDQLD NLHUXQNX XSá\ZX F]DVX �QS� RSUocentowanie, 
F]\ G\VNRQWR�� : RSLV\ZDQHM WX NODVLH SURFHVyZ NDWHJRULD F]DVX QLH Z\VW
SXMH H[SOLFLWH�

MHGQDN MHVW QLHRG]RZQD GOD X�FL�OHQLD NLHUXQNX opisywanych zmian. SzerV]� DQDOL]
 ]DJDGQLH�
GRW\F]�F\FK XZDJ SRF]\QLRQ\FK Z RVWDWQLFK ]GDQLDFK PR*QD RGQDOH(ü Z LQQ\P RSUDFRZa-
niu [10].  

.OXF]RZ� URO
 Z SRQL*V]HM DQDOL]LH JUD SU]HNV]WDáFHQLH /HJHQGUH¶D� ERZLHP GDMH UHFHSW


SRSUDZQHJR VIRUPXáRZDQLD RGSRZLHGQLND ELODQVX NVL
JRZHJR ZáD�FLZHJR NRQNUHWQHPX

modelowi. Przy tym nieodzowne okD]XMH VL
 ]QDOH]LHQLH WUDQVIRUPDW\ /HJHQGUH¶D Z\Uy*QLo-
QHM ZLHONR�FL HNRQRPLF]QHM� NWyUD MDNR IXQNFMD RNUH�ORQD QD SU]HVWU]HQL SR]RVWDá\FK SDUDPe-
WUyZ ]QDQD MHVW Z JHRPHWULL Uy*QLF]NRZHM MDNR SRWHQFMDá� ,GHD WUDQVIRUPDFML /HJHQGUH¶D Zy-
ZRG]L VL
 MHV]F]H RG *� W. Leibniza [5] i prawdopodobnie przed zastosowaniami termody-
QDPLF]Q\PL ] SRZRG]HQLHP X*\ZDQR MHM Z VWDW\FH� NWyUD Z WDPW\FK F]DVDFK E\áD MHG\QLH

JDá
]L� PHFKDQLNL� -HGQDN SRWHP� ]DSRPLQDM�F R RZ\FK DSOLNDFMDFK� ]DDGRSWRZDQR WR SU]e-
NV]WDáFHQLH GOD SRWU]HE dynamiki. Obecnie, przy okazji omawiania transformacji Legendre’a, 
QDZHW WDF\ OXPLQDU]H PHFKDQLNL MDN +HUEHUW *ROGVWHLQ >�@ RGZRáXM� VL
 GR SU]\NáDGyZ WHr-
PRG\QDPLF]Q\FK� 7HRULL FLHSáD ]aZG]L
F]DP\ SU]HGH ZV]\VWNLP XZ\GDWQLHQLH UROL� MDN�

Uy*QH W\S\ SRWHQFMDáyZ JUDM� Z DQDOL]LH XNáDGyZ SR]RVWDM�F\FK Z VWDQLH UyZQRZDJL�  
3UyF] SUDZ ]DFKRZDQLD SDUDPHWUyZ HNRQRPLF]Q\FK L WRZDU]\V]�F\FK SUDZRP WHUPLQyZ

Z NR�FRZHM SDUWLL WHNVWX SRMDZLDM� VL
 RGSRZLDGDM�FH LP kwaziSRM
FLD� 6� WR RELHNW\ WHRULL

podobne do swych niHXáRPQ\FK RGSRZLHGQLNyZ� MHGQDN LFK LVWQLHQLH PD FKDUDNWHU ZWyUQ\�

1DELHUDM� ]QDF]HQLD GRSLHUR SR RNUH�OHQLX SUDZD ]DFKRZDQLD FKDUDNWHU\]XM�FHJR PRGHO HNo-
QRPLF]Q\� .ZD]LSRM
FLD PR*QD ]LGHQW\ILNRZDü Z NRQWHN�FLH ]DVDG �SUDZ ]DFKRZDQLD� RSi-
VXM�F\FK VWDQ UyZQRZDJL� NWyUH SU]\MPXMHP\ SRSU]H] Z\EyU PRGHOX� D ZL
F DSULRU\F]QLH�

8áRPQH Z MHGQ\P� PRJ� VWDü VL
 SHáQRSUDZQ\PL VNáDGQLNDPL LQQHJR PRGHOX� 
 

 
2. HIPERPOWIERZCHNIA STANU RÓWNOWAGI 

 
5R]ZD*P\ 1+N Z\PLDURZ� U]HF]\ZLVW� SU]HVWU]H� ¸

N+1 parametrów ekonomicznych 

0p , 1p , 2p ,� , Np � 0RJ� QLPL E\ü QS� VNáDGQLNL PDM�WNX� FHQ\ U\QNRZH� Uy*QRRNUHVRZH

VWRS\ SURFHQWRZH� Z\VRNR�FL �ZLDGF]H� HPHU\WDOQ\FK� Z\GDWNL NRQVXPHQWD� ZLHONR�FL Qa-
NáDGyZ L SURGXNFML LWG� =GHILQLXMP\ SU]HVWU]H� stanu równowagi ) jako N –Z\PLDURZ�

KLSHUSRZLHU]FKQL
 ]DGDQ� Z ¸
N+1

UyZQDQLHP 3IDIID� F]\OL OLQLRZ\P UyZQDQLHP Uy*QLF]No-
Z\P SLHUZV]HJR U]
GX �W]Z� prawem zachowania parametru 0p ) o postaci: 

                   0),,( 1 =∑
µ

µµπ dppp N� .                                            (2.1) 

'OD MHGQR]QDF]QR�FL UR]ZL�]DQLD X]XSHáQLDP\ MH Vtosownym warunkiem brzegowym 

∈),,,( **
1

*
0 Nppp � )� : SRZ\*V]\P ]DSLVLH L Z GDOV]\P WHN�FLH SU]yM
OL�P\ NRQZHQFM
� *H

ZVND(QLN E
G�F\ JUHFN� OLWHU� �QS� µ � SU]HELHJD ZDUWR�FL N,,2,1,0 � � Z RGUy*QLHQLX RG

ZVND(QLND áDFL�VNLHJR SU]\MPXM�FHJR W\ONR ZDUWR�FL N,,2,1 � . Równanie (2.1) ma szcze-

JyOQ� FHFK
� :VSyáF]\QQLNL ),,( 1 Npp �µπ QLH V� IXQNFMDPL MHGQHJR ] SDUDPHWUyZ HNo-

QRPLF]Q\FK� NWyU\ ILJXUXM�F Z QD]ZLH SUDZD ]DFKRZDQLD Z\Uy*QLony jest indeksem zero-
wym. Ten parametr 0p  nazywamy SRWHQFMDáHP� 3R]RVWDáH SDUDPHWU\ 1p ,� , Np  nazywamy 

parametrami VWDQX� ,QWHUHVXM�F\P QDV REV]DUHP GRFLHND� HNRQRPLVWyZ E
G� WHRULH� NWyUH SR

RGSRZLHGQLP Z\ERU]H SDUDPHWUyZ HNRQRPLF]Q\FK� F]
VWR SRSU]HG]RQ\P LFK VWRVRZQ� QLe-
OLQLRZ� WUDQVIRUPDFM�� SURZDG]� GR Uywnania (2.1). 

: PRGHODFK VWDW\NL SRUyZQDZF]HM ]DMPXMHP\ VL
 Uy*Q\PL PR*OLZR�FLDPL ]PLDQ\ SDUa-
metrów Z UyZQRZDG]H� SURZDG]�F\PL RG MHGQHJR GRSXV]F]DOQHJR ]ELRUX SDUDPHWUyZ HNo-
QRPLF]Q\FK GR GUXJLHJR� 3RVáXJXM�F VL
 RSLVHP ]PLDQ ]DGDQ\FK UyZQDQLHP (2.1) generuje-
P\� SU]\ SRPRF\ UDFKXQNX FDáNRZHJR� NU]\ZH �WUDMHNWRULH� ]DZDUWH Z ), przebiegDM�FH
SU]H] GR]ZRORQH Z UyZQRZDG]H ]HVWDZ\ SDUDPHWUyZ HNRQRPLF]Q\FK� :\FKRG]�F RG DVSHk-



                                                   Edward W. Piotrowski                                              3 

tów lokalnych zanurzenia hiperpowierzchni ) w ¸N+1, dochodzimy do poziomu po�UHGQLHJR�
QD NWyU\P PR*HP\ SRUyZQ\ZDü ZDUXQNL HNRQRPLF]QH SDQXM�FH QD WUDMHNWRULDFK GR]ZROo-
n\FK ]PLDQ F]\QQLNyZ LOR�FLRZ\FK� 2SLV JOREDOQ\ PR*OLZ\FK ]PLDQ SDUDPHWUyZ MHVW ]a-
]Z\F]DM ]E
GQ\� (NRQRPLVWyZ QLH LQWHUHVXMH� F]\ SU]HVWU]H� ) MHVW VSyMQD� MDN Z\JO�GD MHM

EU]HJ� F]\ SRVLDGD G]LXU\� E�G( U�F]NL� (NRQRPLF]QH PRGHOH GRW\F]� UDF]HM DVSHNWyZ ]Dnu-
rzenia )�¸N+1

� D QLH ZHZQ
WU]Q\FK ZáD�FLZR�FL SU]HVWU]HQL ). Dlatego gloEDOQH ZáaVQR�FL
hiperpowierzchni ) PR*HP\ ]LJQRURZDü� SU]\MPXM�F XSUDV]F]DM�FH ]DáR*eQLH� *H MHVW RQD

homeRPRUILF]QD �WRSRORJLF]QLH UyZQRZD*QD� ] ¸
N
� :\á�F]\ZV]\ ] ) punkty osobliwe, 

równanie (2.1) PR*HP\ SU]HSLVDü Z QDVW
SXM�FHM SRVWDFL  
 

       0),,( 100 =+ ∑
k

kNk dpppcdp � ,                                       (2.2) 

gdzie  

               
),,(

),,(
:),,(

10

1
10

N

Nk
Nk pp

pp
ppc

�

�

�

π
π

=  .                                    (2.3) 

 
3RVWDü (2.2) równania (2.1) VHSDUXM�FD ]PLHQQ� 0p SR FDáNRZDQLX GDMH MHM MDZQ\ RSLV MDNR

IXQNFML ]DOH*QHM RG SR]RVWDá\FK SDUDPHWUyZ VWDQX� : WHQ VSRVyE VFDáNRZDQLH UyZQDQLD (2.2) 
�]DZV]H Z\NRQDOQH� JG\* ) jest homeomorficzna z ¸N) prowadzi do wyznaczenia przestrzeni 
VWDQX UyZQRZDJL SU]\ SRPRF\ UyZQDQLD ZL
]yZ �UyZQDQLD IXQNF\MQHJR� ]ZDQHJR równa-
niem stanu� 5yZQDQLH WR QDMSUR�FLHM SU]HGVWDZLü Z QDVW
SXM�FHM IRUPLH� HOLPLQXM�FHM SRWHn-
FMDá 0p ]H ]ELRUX SDUDPHWUyZ QLH]E
GQ\FK GR MHGQR]QDF]QHJR RNUH�OHQLD GR]ZRORQHJR So-

áR*HQLD PRGHORZDQHJR XNáDGX Z VWDQLH� Z MDNLP VL
 RQ ]QDMGXMe 
 
                                                 0),,( 10 =+ Nppfp � .                                               (2.4)  

  
 Prawo zachowania (2.2)� E
G�F UyZQDQLHP ORNDOQ\P �Uy*QLF]NRZ\P�� RSLVXMH LQILQLWe-

]\PDOQH ]PLDQ\ Z RWRF]HQLX ND*GHJR ] SXQNWyZ SU]HVWU]HQL VWDQX UyZQRZDJL� = HNRQo-
PLF]QHJR SXQNWX ZLG]HQLD MHVW RQR ELODQVHP SU]HSá\ZyZ SRPL
G]\ UH]HUZXDUDPL �URGNyZ

�QS� GyEU� FHQ� VWyS SURFHQWRZ\FK LWG�� DOH WH* GáXJyZ� F]\ SRGDWNyZ� JG\* SU]\MPXMHP\ WX�

*H ]RERZL�]DQLD QDOH*\ NZDOLIiNRZDü MDNR XMHPQH �URGNL�� NWyU\FK LOR�FL FKDUDNWHU\]XM�

parametry µp . Funkcje ),,( 10 Nk ppc � V� ZVSyáF]\QQLNDPL LQWHQV\ZQR�FL LQIRUPXM�F\PL�

MDND LOR�ü �URGND Z\]QDF]DM�FHJR SRWHQFMDá UyZQRZD*\ SU]HSá\Z MHGQRVWNL �URGND R Lndeksie 
k . Natomiast równanie stanu (2.4) RSLVXM�FH GR]ZRORQ� HNRQRPLF]QLH SRGSU]HVWU]H� SDUa-
metrów w ¸N+1 ma charakter globalny, jest bilansem stanu rezerwuarów nagromadzonych w 
Z\QLNX SU]HSá\ZyZ �URGNyZ FHFKXM�F\FK SURFHV HNRQRPLF]Q\� 

 
 

3. 72)6$02�&, '/$ :63Ïà&=<11,.Ï: ,17(16<:12�&, 
 
-H*HOL QD SRWHQFMDá VSRMU]\P\ MDN QD IXQNFM
 SDUDPHWUyZ VWDQX kp , to równanie (2.2), 

RNUH�ODM�FH Uy*QLF]N
 ]XSHáQ� 0p � Z\]QDF]D NROHMQH SRFKRGQH F]�VWNRZH WHM IXQNFML 

       
k

Nk
Nk p

ppp
ppc

∂
∂

−==
),,(

:),,( 10

0
10

�

�

π
π

 .                             (3.1) 

=DGDM� RQH ZDUWR�FL ZVSyáF]\QQLNyZ NLHUXQNRZ\FK KLSHUSáDV]F]\]Q\ Z ]DGDQ\P SXQNFLH

VW\F]QHM GR UR]PDLWR�FL ) VWDQX UyZQRZDJL� 'ODWHJR KLSHUSáDV]F]\]Q\ WH Z\]QDF]DM� Z SU]e-
strzeni parametrów ekonomicznych dopuszczalne kierunki zmian tych parametrów przy 
SU]HM�FLX ] MHGQHJR GR GUXJLHJR ]ELRUX LFK UyZQRZDJRZ\FK ZDUWR�FL� 

'HNRPSR]\FML ]ELRUX SDUDPHWUyZ HNRQRPLF]Q\FK QD SRWHQFMDá L SDUDPHWU\ VWDQX F]
VWR

PR*HP\ GRNRQDü QD ZLHOH VSRVREyZ� ZL
F GHF\]MD R W\P� NWyU\ ] SDUDPHWUyZ QLH ]RVWDQLH

XZ]JO
GQLRQ\ Z ]ELRU]H QLH]DOH*Q\FK ZLHONR�FL RSLVXM�F\FK Vtan równowagi jest arbitralna i 
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SRG\NWRZDQD MHG\QLH Z\JRG� RSLVX PRGHORZDQ\FK ]MDZLVN� : V\WXDFML Z\ERUX LQQHJR

parametru ekonomicznego µp MDNR SRWHQFMDáX� QDOH*\ XRJyOQLü GHILQLFM
 (2.3) na pary 

indeksów µ,k � 8RJyOQLHQLH WR QD SRVWDü 
 

k

Nk
k p

ppppp
c

∂
∂

−== +− ),,,,,(
: 110 �� µµµ

µ
µ π

π
         

gdzie indeks k SU]HELHJD ZVND(QLNL Uy*QH RG ZVND(QLND µ QXPHUXM�FHJR DNWXDOQ\

SRWHQFMDá� 'HILQLXM�F 1:=µµc RWU]\PDP\ FL�J WR*VDPR�FL VSHáQLDQ\FK SU]H] IXQNFMH µνc , 

zwanych UHJXáDPL áD�FXFKRZ\PL [4] 
 

         ρνµρµν ccc = ,                                                    (3.2) 

 
których szczególnyP SU]\SDGNLHP MHVW ZáDVQR�ü 
 

1−= νµµν cc . 

 
5HJXá\ WR*VDPH ] (3.2) SRMDZLá\ VL
 WDN*H MDNR NRQVHNZHQFMD ZáDVQR�FL OLQLRZHM IXQNFML

X*\WHF]QR�FL >��@� 

-H*HOL SRFKRGQH F]�VWNRZH

ν

µρ

p

c

∂
∂

 oraz 
µ

νρ

p

c

∂
∂

V� IXQNFMDPL FL�Já\PL QD KLSHUSáDV]F]\(QLH

stanu równowagi sparametryzowanej zmiennymi Npppp ,,,,, 110 �� +− µµ , to na mocy 

WZLHUG]HQLD <RXQJD >�@ V� RQH UyZQH �ERZLHP RGSRZLDGDM�FH LP SRFKRGQH PLHV]DQH V�

SU]HPLHQQH�� 7DN ZL
F PR*HP\ Z\SLVDü FDá\ FL�J WR*VDPR�FL GRW\F]�F\FK SRFKRGQ\FK

F]�VWNRZ\FK IXQNFML LQWHQV\ZQR�FL 

    
µ

νρ

ν

µρ

p

c

p

c

∂
∂

=
∂
∂

   ,                                                      (3.3) 

 
NWyUH Z WHUPRG\QDPLFH QRV]� QD]Z
 UyZQD� 0Dxwella [1]. 

7R*VDPR�FL (3.2) i (3.3) ZDUWR VWRVRZDü Z SU]\SDGNDFK� JG\ F]\QQLNL µπ  czy 

LQWHQV\ZQR�FL µνc PDM� EH]SR�UHGQL� LQWHUSUHWDFM
 HNRQRPLF]Q�� : SUH]HQWRZDQ\P WHN�FLH

autor ]DPLH�FLá MHG\QLH SU]\NáDG R VWDá\FK LQWHQV\ZQR�FLDFK� 
 
 
 

4. NOWE WARIANTY PRAWA ZACHOWANIA 
 

Przy opisie przestrzeni ) parametr stanu mp PR*H ]RVWDü ]DVW�SLRQ\ SDUDPHWUHP RNUe-

�ORQ\P ZDUWR�FLDPL IXQNFML LQWHQV\ZQR�FL 0mc � -HVW WR PR*OLZH G]L
NL transformacji Legen-

dre’a [2] 
  

                  →),,( 1 Npp � ),,,,,,( 1011 Nmmm ppcpp �� +− .  

 
3ROHJD RQD QD ZSURZDG]HQLX QRZHJR SRWHQFMDáX ),,(0 �� mocp , zwanego WUDQVIRUPDW�

Legendre’a funkcji ),,(0 �� mpp � R QDVW
SXM�FHM SRVWDFL 

 
            mmNNmmm pcpppppcpppp 010101100 ),,(:),,,,,,( −−== +− ��� ,              (4.1) 

 



                                                   Edward W. Piotrowski                                              5 

NWyU\ G]L
NL WDNLHM NRQVWUXNFML QLH ]DOH*\ EH]SR�UHGQLR RG ]PLHQQHM mp �FKRü MHVW IXQNFM� 

P�LQ� ]PLHQQHM QLH]DOH*QHM 0mc �� 2Z� QLH]DOH*QR�ü RG mp PR*QD GRVWU]HF Z\]QDF]DM�F

SRFKRGQ� SUDZHM VWURQ\ ����� SR mp  (dla stosownie wyEUDQHM ZDUWR�FL ]PLHQQHM 0mc ) 

 

       
( )

0
),,(

),,(

0
0

),,(

010

100100

=





+

∂
∂

−=
∂

+∂
−

== NmmNmm ppcc

m
mppccm

mmN c
p

p

p

pcppp

�
�

�

, 

 
JG]LH RVWDWQLD ] SRZ\*V]\FK UyZQR�FL MHVW EH]SR�UHGQL� NRQVHNZHQFM� GHILQLFML ������ 5yw-
QR�ü (3.1) WUDNWRZDQD MDNR XZLNáDQD SRVWDü IXQNFML

),,,,,,( 1011 Nmmmmm ppcpppp �� +−= SR]ZDOD Z\UXJRZDü ]PLHQQ� mp  w Z\UD*HQLX

(4.1) GHILQLXM�F\P SRWHQFMDá 0p . 

=Uy*QLF]NRZDQLH VWURQ UyZQDQLD (4.1) prowadzi do nowego odpowiednika prawa zachowania 
(2.2)� W\P UD]HP E
G�FHJR ]DVDG� ]DFKRZDQLD SRWHQFMDáX 0p  

 

=−−= ∑ 0000 mmmm
k

kk dcpdpcdpcpd  

                                            ∑
≠

+− +−=
mk

kkmNmmmm dpcdcppcppp 001011 ),,,,,,( �� . 

 
']L
NL WDNLHM ]DPLDQLH ZVSyáU]
GQ\FK SU]\ SDUDPHWU\]RZDQLX VWDQX UyZQRZDJL PR*HP\

SRVáXJLZDü VL
 LQQ\P XNáDGHP N ]PLHQQ\FK Z\EUDQ\FK VSR�UyG HOementów zbioru 
{ }0101 ,,,,, NN ccpp �� � :D*QH MHVW� DE\ *DGQD SDUD ]PLHnnych 0, mm cp  o jednakowych 

LQGHNVDFK QLH Z\VW
SRZDáD Z QLP MHGQRF]H�QLH� 7UDQVIRUPDFM
 /HJHQGUH¶D PR*HP\ SU]e-
SURZDG]Lü SU]\ Z\ERU]H SRWHQFMDáX VSR�UyG ]ELRUX ZV]\VWNLFK SDUDPHWUyZ HNRQRPLF]Q\FK

µp . 

= SRZ\*HM SU]HGVWDZLRQ\FK SU]\F]\Q SDUDPHWU\ µmc  nazywamy parametrami kanonicz-

QLH VSU]
*RQ\PL GR RGSRZLDGDM�F\FK LP SDUDPHWUyZ VWDQX mp . Transformacja Legendre’a 

MHVW LQZROXFM�� W]Q� SRQRZQH MHM Z\NRQDQLH QD SDUametrze o niezmienionym indeksie jest 
WUDQVIRUPDFM� RGZURWQ�� àDWZR REOLF]\ü� *H Z WHQ VSRVyE PR*HP\ RWU]\PDü QDZHW

NN 2)1( ×+ Uy*Q\FK� FKRü UyZQoZD*Q\FK VRELH PRdeli statyki porównawczej. Jest tak, 

JG\* GOD ND*GHJR ] 1+N PR*OLZ\FK Z\ERUyZ SRWHQFMDáX �VSR�UyG SDUDPHWUyZ HNRQRPLFz-
nych) mamy N PR*OLZ\FK LQZROXFML /HJHQGUH¶D GOD NROHMQ\FK SDUDPHWUyZ VWDQX� NWyUH

PR*HP\ Z\NRQ\ZDü Z Uy*Q\FK NRPELQDFMDFK� : WHUPRG\QDPLFH Z\NRU]\VWXMH VL
 WUDQs-
IRUPDFM
 /HJHQGUH¶D RVREQR GOD ND*GHJR ] SDUDPHWUyZ WHUPRG\QDPLF]Q\FK Z FHOX VIRUPu-
áRZDQLD Z\JRGQ\FK ZDULDQWyZ RERZL�]XM�FHJR WDP SUDZD ]DFKRZDQLD HQHUJLL� -HVW QLP

zapisana w postaci jednego równania pierwsza i druga zasada termodynamiki. Zastosujemy tu 
MHG\QLH QDMGDOHM LG�F\ ZDULDQW WUDQVIRUPDFML� ]DVW
SXM�F\ ZV]\VWNLH SDUDPHWU\ VWDQX SDUDPe-
WUDPL GR QLFK VSU]
*RQ\PL� 2GSRZLHGQLNLHP SRWHQFMDáX (4.1) E
G]LH ZWHG\ IXQNFMD 00c  za-

GDQD Z\UD*HQLHP 

             ∑−−==
k

kkNN pcpppcccc 0100100000 ),,(:),,( �� .                            (4.2)  

5y*QLF]NXM�F VWURQ\ UyZQR�FL ����� L NRU]\VWDM�F ] SUDZD (2.2) RWU]\PDP\ MHJR DOWHUQDW\ZQ�

werVM
 Z SRVWDFL SUDZD ]DFKRZDQLD SRWHQFMDáX 00c : 

 

( ) ∑∑∑ −=+−=
k

kNk
k

kkkk
k

kk dcccpdcpdpcdpcdc 001000000 ),,( � . 
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5R]ZL�]DQLH XNáDGX N UyZQD� IXQNF\MQ\FK (3.1) ]H Z]JO
GX QD ND*G� ]PLHQQ� kp , które 

PD SRVWDü ),,( 010 Nkk ccpp �= � SR]ZDOD ] X*\FLHP IRUPXá\ ����� RWU]\PDü ]DOH*QR�ü

IXQNF\MQ� QRZHJR SRWHQFMDáX 00c  od nowych parametrów stanu 0kc  (czyli od parametrów 

sprz
*RQ\FK GR SDUDPHWUyZ VWDQX kp �� =DOH*QR�ü WD MHVW QRZ� IRUP� UyZQDQLD VWDnu (2.4). 

8NáDG UyZQD� (3.1) PR*H QLH PLHü UR]ZL�]DQLD� E�G( PLHü LFK ZLHOH� : SLHUZV]\P SU]\SDd-
ku inwolucja Legendre’a ↔),,( 1 Npp � ( )010 ,, Ncc �  nie istnieje. W drugim wystarczy 

Z\EUDü GR HOLPLQDFML ]PLennych kp GRZROQH ] W\FK UR]ZL�]D�� &]
�ü LQWHQV\ZQR�FL 0kc  w 

równaniach (3.1) PR*H E\ü VWDáD �VNUDMQ\ ZDULDQW WDNLHJR SU]\SDGNX MHVW V]F]HJyáRZR RPó-
ZLRQ\ Z QDVW
SQ\P SDUDJUDILH�� 8]PLHQQLDM�F WH VWDáH �MDN QL*HM� RWU]\PDP\ SU]HM�FLH GR

opisu za poPRF� ZVSyáF]\QQLNyZ LQWHQV\ZQR�FL� MHGQDN QLH E
G� RQH SDUDPHWU\]RZDü�Â OHF]

RSLV\ZDü SU]HNV]WDáFHQLD ) ZHZQ�WU] ¸
N+1 spowodowane egzogenicznymi zmianami para-

metrów inWHQV\ZQR�FL� 'ODWHJR LQZROXFM
 /HJHQGUH¶a ;L SRZLQQL�P\ WUDNWRZDü QLH MDNR

automorfizm ;L:)↔)� OHF] MDNR RGZ]RURZDQLH ]DGDQH IRUPXá� ����� SRPL
G]\ GZRPD

strukturami kontaktowymi 

;L:¸ 12

0

+N
p ↔  ¸ 12

00

+N
c , 

JG]LH VWUXNWXU
 NRQWDNWRZ� ¸
12

0

+N
p  definiujemy jako zbiór parametrów rzeczywistych 

),,,,,( 0010 NN ccpp �� ZUD] ] ZáR*HQLHP KLSHUSRZLHU]FKQL ) →
0p ¸

12

0

+N
p  zadanym po-

WHQFMDáHP ),,( 10 Nppp �  przy pomocy równania 

∑ =+
k

kkN dpcppdp 0),,( 010 � . 

: DQDORJLF]Q\ VSRVyE RNUH�ODP\ GXDOQ� VWUXNWXU
 NRQWDNWRZ� ¸
12

00

+N
c � 1DOH*\ SU]\SRPQLHü�

*H W\ONR MHGQD ] IXQNFML MHVW RNUH�ORQD QLH]DOH*QLH� ERZLHP V� RQH� MHGQD GR GUXJLHM� WUDQs-
IRUPDWDPL /HJHQGUH¶D� 3RQL*V]\ GLDJUDm obrazuje opisyZDQ� V\WXDFM
� 
 

∈),,,( 100 �� cp ¸
12

0

+N
p   

;L 
¸

12

00

+N
c 
 ),,,( 100 �� pc  

),,( 10 Nppdp �   ),,( 01000 Nccdc �  

∈),,( 1 Npp � )
0p    )

00c 
 ),,( 010 Ncc �  

  
,QZROXFMD /HJHQGUH¶D XPR*OLZLD VWRVRZDQLH Z PRGHODFK UyZQRZDJL GZRLVWHJR RSLVX ]Ma-
ZLVN� Z NWyU\P� ] IRUPDOQHJR SXQNWX ZLG]HQLD� F]\QQLNL LQWHQV\ZQR�FL PRJ� SHáQLü URO


parametrów stanu i vice versa. SwobodQ\ Z\EyU PL
G]\ ]HVWDZDPL SDUDPHWUyZ HNRQRPLFz-
nych ),,( 0 Npp �  i ),,( 0 µµ Ncc � SR]ZDOD GRJá
EQLH ZQLNDü Z FKDUDNWHU\VW\F]QH ZáD�Fi-

ZR�FL WDNLFK PRGHOL� 3U]HNV]WDáFHQLH /HJHQGUH¶D MHVW F]
VWR X*\WHF]QH Z UDFKXQNDFK PDM��

cych na celu znalH]LHQLH UyZQDQLD VWDQX �MDZQHM SRVWDFL SRWHQFMDáX� SU]H] HIHNW\ZQH Z\FDá�

NRZDQLH SUDZD ]DFKRZDQLD� SUDZD Z\VW
SXM�FHJR Z IRUPLH XSURV]F]RQHM G]L
NL WHM LQZROu-
FML� =QDF]QLH áDWZLHM MHVW ]DREVHUZRZDü L RSLVDü ORNDOQLH SUDZR ]DFKRZDQLD� QL* ]EXGRZDü

SRWHQFMDá RGSRZLDGDM�F\ SU]HSá\ZRP ]JRGQ\P ] W\PL� NWyUH ]DPLeU]DOL�P\ XZ]JO
GQLü Z

PRGHOX VNRQVWUXRZDQ\P SU]H] ]DGDQLH SRWHQFMDáX�  
 
 
 

5. KOSZYKI I CENNIKI 
 

Dla przedstawienia omówionego sposobu badania modeli, w trzech kolejnych paragrafach 
tego opracowania zostanie ]DQDOL]RZDQ\ SRGVWDZRZ\� D MHGQRF]H�QLH QDMSURVWV]\ QLHWU\ZLDl-
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Q\ SU]\NáDG� NWyU\P MHVW SUDZR ]DFKRZDQLD R ZV]\VWNLFK LQWHQV\ZQR�FLDFK 0kc VWDá\FK �OXE

R VWDá\FK GXDOQ\FK GR LQWHQV\ZQR�FL SDUDPHWUDFK�� 3U]\NáDG\ SR]RUQLH EDUG]LHM VNRPSOLko-
ZDQ\FK SRWHQFMDáyZ SU]\WRF]RQH V� Z SDUDJUDILH yVP\P� 

  
*G\ ZVSyáF]\QQLNL 0kc QLH ]DOH*� RG SDUDPHWUyZ kp  równanie (2.2) SU]\ELHUD QDVW
SXM��

F� SRVWDü 
 

      000 =+ ∑
k

kk dpcdp .                                          (5.1) 

:\ELHUDM�F ZDUXQHN SRF]�WNRZ\
*
µµ pp = SR VFDáNRZDQLX VHSDUXM�F\FK VL
 ZV]\VWNLFK

VNáDGQLNyZ UyZQDQLD (5.1) RWU]\PDP\ QDVW
SXM�FH UyZQDQLH VWDQX� 
 

         ( )∑ =−+−
k

kkk ppcpp 0*
0

*
00 ,                                         (5.2) 

F]\� SR SRPQR*HQLX (5.2) przez 0π  

( ) 0* =−∑ µµ
µ

µπ pp . 

Równanie (5.1) PR*HP\ LQWHUSUHWRZDü MDNR UyZQDQLH ELODQVX SU]HSá\ZyZ GyEU RSLVXM�FHJR

NRV]\N 1�� GyEU� :\VW
SXM� RQH Z NRV]\NX RGSRZLHGQLR Z LOo�FLDFK Npp ,,0 � � -H*HOL

GRGDWQLH �URGNL µp V\PEROL]XM� DNW\ZD� WR XMHPQH ZDUWR�FL µp  dotyF]� ]RERZL�]D� �E�G(

RGZURWQLH�� 1LHFK FHQ\ U\QNRZH RNUH�OD UHODFMD Z\PLDQ\ GyEU U\QNRZ\FK QD GRZROQH �]a-
ZDUWH� E�G( QLH ]DZDUWH Z NRV]\NX� DUELWUDOQLH Z\Uy*QLRQH GREUR� &HQ\ WH PDM� FKDUDNWHU

HJ]RJHQLF]Q\ L QLH ]DOH*� RG SDUDPHWUyZ NRV]\ND� :WHG\ MHGQRVWNa µ -tego dobra jest wy-

mieniana za (kosztuje) µπ MHGQRVWHN Z\Uy*QLRQHJR GREUD� 3U]\MPXMHP\ NRnZHQFM
� *H

∈µp ¸ i ∈µπ ¸+, F]\OL *H FHQ\ ]DZV]H V� GRGDWQLH �OHF] UyZQLH GREU]H PRJOLE\�P\ ]Dáo-

*\ü� *H ∈µp ¸+ i ∈µπ ¸�� :DUWR Z W\P PLHMVFX XF]\QLü MHGQ� G\JUHVM
� =DáR*HQLH R QLH]a-

OH*QR�FL FHQ RG ZVSyáU]
GQ\FK NRV]\ND Z\GDMH VL
 XQLZHUVDOQH QD U\QNDFK ]DEH]SLHF]RQ\FK

przed mechanizmami dyktatu cenoZHJR� -HGQDN ZyZF]DV WH* QLF QLH SU]HV]NDG]D NRQVWUu-
RZDü SRUWIHOL� NWyU\FK ]DZDUWR�ü MHVW NV]WDáWRZDQD Z RSDUFLX R ]PLDQ\ NXUVyZ FHQRZ\FK� D

MH*HOL
µ

p V� QLHWU\ZLDOQ\PL IXQNFMDPL µπ  (zob. [11]), to i funkcje odwrotne µπ ]DOH*� RG

µ
p � 1LHPR*QR�ü ZSá\ZDQLD QD FHQ\ �F]\� Z VáDEV]\P ZDULDQFLH� LFK SU]HZLG\ZDQLD� R]Qa-

F]D� *H SU]\MPXM�F SHZLHQ DOJRU\WP NV]WDáWRZDQLD VNáDGX NRV]\ND MHG\QLH Z ]DOH*QR�FL RG

ruchów cenowych tracimy mR*OLZR�ü EH]SR�UHGQLeJR �QLH]DOH*QHJR RG FHQ� ZSá\ZDQLD QD

ZLHONR�FL µp � =DOH*QR�ü IXQNF\MQD F]\QQLNyZ LOR�FLRZ\FK QLH RNUH�OD LFK Z]DMHPQHM UHODFML

SU]\F]\QRZR VNXWNRZHM� 1D SU]\NáDG VWZLHUG]HQLH� Ä]áRWR SRWURL VZ� FHQ
 ZWHG\� JG\ VWDQ


VL
 ERJDW\´� PLPR ]DVNDNXM�FHM WUH�FL� PR*H MHG\QLH R]QDF]Dü� *H XORNRZDáHP SRZD*Q�

F]
�ü VZRMHJR PDM�WNX Z W\P NUXV]FX� 
 Opis koszyka nie ulegnie zmianie, gdy ceny jego dóbr przedstawimy w stosunku do arbi-

WUDOQLH Z\Uy*QLRQHJR GREUD ] NRV]\ND �R]QDF]DQHgo dalej indeksem zerowym i nazywanego 
MHG\QLH ] WHJR SRZRGX SLHQL�G]HP�� :\EyU WHQ R]QDF]D� *H SRWHQFMDáHP MHVW LOR�ü SLHQL�G]D

w koszyku. Kursy (relatywne ceny) 
0

0 π
πk

kc = V� LQWHQV\ZQR�FLDPL SU]HSá\ZX SR]RVWDá\FK

GyEU Z NRV]\NX Z]JO
GHP SLHQL�G]D� =ELyU LQWHQV\ZQR�FL 0kc  nazwiemy kursem rynku 

Z]JO
GHP SLHQL�G]D� *G\ NRV]\N QLH MHVW G]LXUDZ\� D U\QHN MHVW ]UyZQRZD*RQ\� WR Z\]Qa-
F]RQD ZDUWR�ü SU]HSá\ZyZ Z UDPDFK NRV]\ND PXVL ELODQVRZDü VL
 GR ]HUD – VWUXPLH� SLe-

QL�G]D 0dp MHVW VNRPSHQVRZDQ\ VWUXPLHQLHP �URGNyZ QLHSLHQL
*Q\FK ∑
k

kk dpc 0 . Stwier-

G]D WR SUDZR ]DFKRZDQLD VWUXPLHQLD NDSLWDáX (5.1) Z\UD*RQH Z MHGQRVWNDFK SLHQL
*Q\FK�
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:\]QDF]RQ\ Z MHGQRVWNDFK SLHQL
*Q\FK ELODQV DNtualnego stanu skumulowanych w koszyku 
SU]HSá\ZyZ �ELODQV �URdków) przedstawia równanie (5.2). 

Równanie stanu (5.2) PD VNXWNXM�F� HNRQRPLF]Q\PL NRQVHNZHQFMDPL V\PHWUL
� WUDQVIRr-
PDFMD VNDORZDQLD RUD] ]DPLDQD ZVSyáU]
GQ\FK NRV]\ND ] RGSoZLHGQLPL ZVSyáU]
GQ\PL

cennika 
    

                      
µµ

µµ

π
λ

p

pp

↔

↔
                                                        (5.3) 

 
QLH ]PLHQLDM� VDPHJR UyZQDQLD� = WHJR SRZRGX SRUWIHOH �E
G�FH NODVami proporcjonalnych 
GR VLHELH NRV]\NyZ� WZRU]� SU]HVWU]H� U]XWRZ� ¸PN [3], a kursy (proporcjonalne cenniki) 
SU]HVWU]H� GXDOQ� GR QLHM� :L
F PRGHOHP GXDOQ\P� PDM�F\P LGHQW\F]QH ZáDVQR�FL UDFKXn-
NRZH MDN Z\*HM SUH]HQWRZDQ\� E
G]LH PRGHO RSLVDQ\ UyZQRZD*Q\P Uównaniu (5.1) prawem 
]DFKRZDQLD ZDUWR�FL SRUtfela 

 

                                                         0000 =+∑
k

kk dcpdc ,                                               (5.4) 

Z NWyU\P SRWHQFMDáHP 00c �ZLHONR�ü WD QLH E\áD MHV]F]H GHILQLRZDQD� RND*H VL
 ELH*�FD ZDr-

WR�ü �ZDUWR�ü NVL
JRZD� GHILF\W ELODQVRZ\� SRUWIHOD� 1D QLHSLHQL
*QH NRPSRQHQW\ SRUWIHOD

PR*HP\ VSRMU]Hü MDNR QD LQWHQV\ZQR�FL SU]HSá\ZyZ ZDrWR�FL RGSRZLHGQLFK VNáDGQLNyZ

SRUWIHOD Z\ZRáDQ\FK UXFKDPL FHQ�  
 
 

6. 32':Ï-1$ .6,	*2:2�û 
 
1LHWUXGQR ]DXZD*\ü� *H ]DPLDQD SDUDPHWUyZ IL]\F]Q\FK VWDQRZL�FD GUXJLH ] SU]HNV]WDá�

FH� (5.3) MHVW LQZROXFM� /HJHQGUH¶D� 3RGVWDZLDM�F ERZLHP GR Z\UD*HQLD ����� SRWHQFMDá 0p  

RNUH�ORQ\ UyZQDQLHP VWDQX (5.2) RWU]\PDP\ QRZ\ SRWHQFMDá R QDVW
SuM�FHM SRVWDFL 
 

( ) ∑∑ −−+−=
k

kk
k

kkkN pcppcpccc 0
*

0
*
001000 ),,( � , 

                                        czyli      00
**

000 =++ ∑
k

kk cppc .                                              (6.5)   

3RQLHZD* SDUDPHWU\
*
µp V� WHUD] VWDáH �NRPSRQHQW\ NRV]\ND QLH XOHJDM� ]PLaQLH�� ZL
F

WUDQVIRUPDW
 /HJHQGUH¶D ),,( 01000 Nccc �   stanu rezerwuaru pieQL
*QHJR SRUWIela 

),,( 10 Nppp � QDOH*\ Z RSDUFLX R UyZQDQLH (6.5) zinterpreWRZDü MDNR ELH*�F� ZDUWR�ü

koszyka.  

3RVáXJXM�F VL
 IRUPXá� LQZROXFML /HJHQGUH¶D ����� GOD
*
µµ pp =  i *

00 µµ cc =  równanie (6.5)  

mo*HP\ ]DSLVDü Z SRVWDFL 
 

                                             ( ) ( ) 0*
00

**
0000 =−+− ∑

k
kkk ccpcc .                                        (6.6) 

Przedstawione w tej postaci równanie stanu jest ewidentnie dualne do (5.2). 
 
3U]HSLV]P\ MHV]F]H UD] QLH]Z\NOH LVWRWQ� IRUPXá
 LQZROXFML /HJHQGUH¶D ����� XZ\GDWQLa-

M�F OLF]ERZH ZDUWR�FL Z\VW
SXM�F\FK Z QLHM IXQNFML  

00000 =++ ∑
k

kk cppc  . 

Z ekonomicznego punktu widzenia równanie to jest równaniem bilansu koszyka, które w 
RGUy*QLHQLX RG UyZQD� VWDQX �F]\ LFK Uy*QLF]NRZ\FK RGSRZLHGQików, tj. praw zachowania 
SU]HSá\ZyZ� QLH ELODQVXMH Z]JO
GQ\FK ]PLDQ �SU]eSá\ZyZ�� OHF] ZL�*H ]H VRE� DEVROXWQH
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ZDUWR�FL GZyFK GXDOQ\FK Z]JO
GHP VLHbie zestawów parametrów ekonomicznych. Jest ono 
ZDUXQNLHP NRQLHF]Q\P ]DFKRZDQLD NRQV\VWHQFML SRPL
G]\ Uy*Q\PL REUD]DPL ]PLDQ FHQo-
wo-NRV]\NRZ\FK� QLH]DOH*Q\P RG NRQNUHWQHM SRVWDFL SUDZ ]DFKRZDQLD� 1DU]XFHQLH WHM VSyj-
QR�FL VWDQRZL LVWRW
 SURFHGXU\ ELODQVX ILQDQVRZHJR� 0R*H QLHSU]\SDGNRZR WZyUFD SRGZyj-
QHM NVL
JRZR�FL )UD /XFD 3DFLROL E
G�F QDXF]\FLHOHP PLVWU]yZ SHUVSHNW\Z\ VWZRU]\á SRd-
waliny dla geometrii rzutowej – WHRULL� Z NWyUHM FHQWUDOQ� URO
 JUD GZRLVWR�ü� E
G�FD Z SRZy-
*HM SU]HGVWDZLRQ\P VHQVLH HIHNWHP LQZROXFML /HJHQGUH¶D� 0R*QD Z\ND]Dü� *H GZRLVWR�ü

DOJHEU\ NUHG\WyZ� V]F]HJyáRZR DQDOL]RZDQD SU]H] DXWRUD Z DUW\NXOH SR�ZL
FRQ\P NODV\Ii-
NDFML NUHG\WRZDQLD >�@� VWDQRZL NRQVHNZHQFM
 LVWQLHQLD SHZQHM V]F]HJyOQHM WUDQVIRUPDFML

LeJHQGUH¶D� :L
F� ]JRGQLH ] SU]HGVtawionymi tam sugestiami autora, inwolucja owa stanowi 
HIHNW\ZQH QDU]
G]LH RGNU\ZDQLD QLH]QDQ\FK MHV]F]H PHWRG NUHG\WRZDQLD� WZRU]HQLD QRZ\FK

LQVWUXPHQWyZ ILQDQVRZ\FK� F]\ IRUPXáRZDQLD QLH]QDQ\FK GRW�G IRUP ZDUXQNyZ XEH]SLe-
F]HQLRZ\FK� *á
EV]H Z\MD�QLHQLH Jeometrycznych aspektów przedstawionego w tym para-
grafie tematu jest zawarte w pracy [11]. 

=DPLDVW SRGVXPRZDQLD UR]ZD*D� GRW\F]�F\FK PRGHOL R VWDá\FK ZVSyáF]\QQLNDFK LQWHn-
V\ZQR�FL DXWRU SURSRQXMH WDEHO
 ]HVWDZLDM�FD Z\Uy*QLRQH RELHNW\ W\FK GXDOQ\FK W\SyZ SUzy-
SRPLQDM�F R F]
VWR LJQRURZDQ\P UHODW\ZL]PLH SU]HGVWDZLRQHJR REUD]X� NWyU\ MHVW NRQVe-
NZHQFM� V\WXDFML� *H GRZROQH Z\Uy*QLRQH GREUR U\QNRZH ]RVWDáR QD]ZDQH SLHQL�G]HP� 
 

 

OBIEKTY TEORII ���������	 
�������
�����
��

KOSZYKÓW 
3RWHQFMDá ]DVRE\ SLHQL
*QH NRV]y-

ka 
ZDUWR�ü NRV]\ND 

SDUDPHWU\ QLH]DOH*QH  QLHSLHQL
*QH VNáDGQLNL

koszyka 
FHQ\ GyEU Z\UD*RQH

Z]JO
GHP SLHQL�G]D 
,QWHQV\ZQR�FL FHQ\ GyEU Z\UD*RQH

Z]JO
GHP SLHQL�G]D 
QLHSLHQL
*QH VNáDGQLNL

koszyka 
prawo zachowania GOD SU]HSá\ZyZ NDSLWa-

áRZ\FK 
GOD ]PLDQ ZDUWR�Fi kapi-

WDáRZ\FK 
transformata Legendre’a 

ZDUWR�ü NRV]\ND 
]DVRE\ SLHQL
*QH NRV]y-

ka 
inwolucja Legendre’a równanie bilansu stanu koszyka 

 
 
: QLHNWyU\FK ZLHUV]DFK GXDOQH SR]\FMH PRJ� Z\GDZDü VL
 WR*VDPH� 2SUyF] VDPRGXDOQHJR

UyZQDQLD RSLVXM�FHJR LQZROXFM
 /HJHQGUH¶D WDN QLH MHVW� R F]\P �ZLDGF]� GRELWQLH UDFKXQNL

zamieszczone w tym paragrafie.   
 
 

7. ZYSK 
 
,QILQLWH]\PDOQ\ ]\VN �VWRSD ]ZURWX� ] NDSLWDáX XORNRZDQHJR Z NRV]\NX WR SU]yURVW ZDUWR�FL

SRUWIHOD Z\UD*RQ\ Z VWRVXQNX GR WHM ZDUWR�FL 

                                                0000
00

00
00 ln)(: cdcsign

c

dc
dr ==  ,                                   (7.1) 

gdzie funkcja )(xsign PD ZDUWR�ü ]QDNX OLF]E\ x E
G�FHM MHM DUJXPHQWHm. Ograniczmy 

UR]ZD*DQLD GR WDNLHM F]
�FL SU]HVWU]HQL UyZQRZDJL )
00c � QD NWyUHM SRWHQFMDá 00c SRVLDGD VWDá\

znak. Wtedy stopa zwrotu z koszyka wynosi 
 

*
00

*
000000

*
0000000000 ln)(ln)()()(

00

*
00

ccsignccsigncrcrdr
c

c

−=−=∫ . 
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Zysk )( 0000 cr � E
G�F\ W]Z� VWRS� NDSLWDOL]DFML FL�JáHM >�@� MHVW RNUH�ORQ\ ] GoNáDGQR�FL� GR

VWDáHM �MDN ND*G\ SRWHQFMDá Z\]QDF]DM�F\ MHG\QLH SUDZD ]DFKRZDQLD SU]HSá\ZyZ�� .RU]\VWa-
M�F ] SUDZD (5.4) RWU]\PDP\ QDVW
SXM�F\ Z\QLN 

0
00

00 k
k

k dc
c

p
dr ∑−=  , 

czyli 

                                                      ∑ =+
k

kk
k drc

c

p
dr 000

00
00 ,                                             (7.2) 

gdzie stopa 
0

0
0 :

k

k
k c

dc
dr = � RNUH�ORQD DQDORJLF]QLH MDN Z GHILQLFML (7.1)� MHVW VWRS� ]PLDQ\

ceny k -WHJR GREUD Z\UD*DQHM Z SLHQL�G]X�  
Równania (7.2) QLH PR*QD QD]ZDü SUDZHP ]DFKRZDQLD VWRS\ ]ZURWX JG\*� ]JRGQLH ] ]DáR*o-

Q� SRVWDFL� ND*GHJR SUDZD ]DFKRZDQLD� LQWHQV\ZQR�FL
00

0:
c

c
pw k

kk = QLH SRZLQQ\ E\ü IXQk-

FMDPL ZDUWR�FL NRV]\ND 00c .  

2F]\ZL�FLH� ZHZQ�WU] REV]DUX )
00c � JG]LH SRWUDILP\ Z\UXJRZDü SRWHQFMDá 00c ] Z\UD*H�

RNUH�ODM�F\FK ÄLQWHQV\ZQR�FL´ kw , równanie (7.3) E
G�F QD )
00c  WR*VDPR�FL�, przybierze 

SRVWDü SU]\SRPLQDM�F� (2.2). Nazwiemy tego typu „prawo zachowania” kwaziprawem, – jest 
RQR WR*VDPR�FLRZR VSHáQLRQH QD KLSHUpowierzchni )

00c , lecz jej nie wyznacza. Konsekwent-

QLH VWRS
 ]ZURWX ] Noszyka  00r SRZLQQL�P\ Z W\P PRGHOX QD]ZDü NZD]LSRWHQFMDáHP, a 

ZVSyáF]\QQLNL kw  NZD]LLQWHQV\ZQR�FLDPL� NWyUH V� NZD]LVSU]
*one Z]JO
GHP RGSRZLHdnich 

stóp zmian cenowych 0kr � 1D SRGVWDZLH NZD]LSUDZD PR*HP\ Z\]QDF]\ü ]\VN RVL�JQL
W\

przez posiadacza koszyka µp � 1LH SRWUDILP\ MHGQDN RNUH�OLü KLSHUSRZLHU]FKQL VWDQX Uyw-

nowagi )
00c , ani – SRVáXJXM�F VL
 LQZROXFM� /HJHndre’a – dualnej do niej przestrzeni )

0p .  

-HGQDN� G]L
NL QDV]HM ZLHG]\ R SU]HNV]WDáFHQLX /HJHQGUH¶D� PR*HP\ RWU]\PDü GXDOQH GR

(7.3) (nie kwazidualne) kwazipUDZR R QDVW
SXM�FHM SRVWDFL 
 

                                                       ∑ =+
k

kk
k drc

p

p
dr 00

0
0 ,                                               (7.3) 

gdzie 

( ) µµµ pdpsigndr ln:=  . 

Jest ono WR*VDPR�FLRZR VSHáQLRQH QD KLSHUSRZLHU]FKQL )
0p . Równanie (7.2) PR*QD LQWHr-

SUHWRZDü MDNR IRUPXá
 SU]HGVWDZLDM�F� ]\VN NUHG\WRGDZF\ 00r  wyQLNDM�F\ ] QLHZLHONLHM

PRG\ILNDFML Z\VRNR�FL VWyS G\VNRQWRZ\FK ]ZL�]DQ\FK ] NROHMQ\PL N  okresami zwrotu rat 
]DGáX*HQLD� 1DWRPLDVW (7.3) WUDNWXMHP\ QS� MDNR Z]yU QD VWRS
 Z]URVWX 0r  kwoty kredytu 

�XG]LHORQHJR Z Z\VRNR�FL 0p �� JG\ QLH]QDF]QLH XOHJDM� ]PLDQLH Z\VRNR�FL NROHMQ\FK UDW

VSáDW\ kp  mierzone stopami kr � JG]LH ]PLHQQH RSURFHQWRZDQLH NUHG\WX Z\UD*DM� F]\QQLNL

dyskontowe 0kc . Wypisane w tym SDUDJUDILH WR*VDPR�FL PDM� FKDUDNWHU ORNDOQ\� ZL
F V�

VSHáQLRQH QLH]DOH*QLH RG ZF]H�QLHMV]HJR ]DáR*HQLD R VWDáHM ZDUWR�FL RGSowiednich czynników 
LQWHQV\ZQR�FL� 8Z]JO
GQLDM�F WR ]DáR*HQLH PR*HP\ ZyFDáNRZDü UyZQDQLD (7.2), (7.3), 
ZVWDZLDM�F ]DPLDVW GXDOQ\FK SyO 0p  i 00c  odpowiednie równania stanu (5.2) i (6.6). Otrzy-

PDP\ ZWHG\ QDVW
SXM�FH Z]RU\ E
G�FH NZD]LRGSRZLHGQLNDPL UyZQD� VWDQX 
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     ( )( )∑ −−+= −

k

rrcsign
k

kkkepcsignrr 11ln)(
*
00

*
0 )(*

00
*

0000  

         oraz              ( )( )∑ −−+= −

k

rrpsign
k

kkkecpsignrr 11ln)(
** )(

0
*
0

*
00  . 

: LQWHUSUHWDFML GRW\F]�FHM NUHG\WX IRUPXá\ SRZ\*V]H RNUH�ODM� VSRVyE REOLF]DQLD ]\VNX NUe-
G\WRGDZF\ L VWRS\ ]PLDQ\ NZRW\ NUHG\WX SU]\ Z\VW�SLHQLX ]PLDQ ZDUXQNyZ NUHG\WRZDQLD

QD W\OH GX*\FK� *H QLH Z\VWDUF]D X*\FLH IRUPXá XZ]JO
GQLDM�F\FK MHG\QLH OLQLRZ� UHDNFM
 QD

PRG\ILNDFM
 SDUDPHWUyZ UDW VSáDW\� F]\ VWyS G\VNRQWRZ\FK� 1LH QDOH*\ ]DSRPLQDü� *H RVWDt-
QLH Z]RU\ V� VáXV]QH MHG\QLH Z SU]\SDGNX EUDNX ]PLDQ\ ]QDNyZ SDUDPHWUyZ FHQRZ\FK L

koszykowych.  
5yZQDQH RNUH�ODM�FH Uy*QLF]N
 0dr  (czy 00dr ) podobnie jak równanie (7.2) (czy (7.3)) 

PR*H VWDQRZLü IDNW\F]QH SUDZR ]DFKRZDQLD� DOH Z PRGHOX LQQ\P QL* WX RPDZLDQ\� 
 

 
8. 32'5	&=1,.2:( 35=<.à$'< 

 
'OD GDOV]HJR ]REUD]RZDQLD ]DVWRVRZDQLD RSLVDQHJR IRUPDOL]PX PR*HP\ SRGGDü UHLQWHr-

SUHWDFML PRGHOH RSDUWH QD SRSXODUQ\FK Z SRGU
F]QLNDFK DNDGHPLFNLFK IXQNFMDFK� WDNLFK MDN

funkcja produkcji Cobba-Douglasa, czy funkcja CES [4,14]. Z prezentowanego tam punktu 
ZLG]HQLD IXQNFMH WH V� SRWHQFMDáDPL JHQHUXM�F\PL LQWHUHVXM�FH JRVSRGDUF]H SUDZD ]DFKRZa-
nia.  

3U]\SRPQLMP\� *H GHILQLXM�FH IXQNFM
 SURGXNFML &REED-Douglasa równanie stanu (2.4) 
PD SRVWDü 

01
210 =− −αακ ppp , 

 
gdzie )1,0(∈α  i 0>κ V� VWDá\PL SDUDPHWUDPL PRGHOX� ]PLHQQH 1p  i 2p Z\UD*DM� RGSo-

ZLHGQLR QDNáDG\ NDSLWDáX L QDNáDG\ SUDF\� D GXDOQH GR QLFK ZLHONR�FL 10c  i 20c WR NUD�FRZH

produNW\ZQR�FL �RGSRZLHGQLR� NDSLWDáX L SUDF\� 3U]HSURZDG]DM�F HOHPHQWDUQH UDFKXQNL áa-
WZR MHVW ]DXZD*\ü� *H WUDQsformaty Legendre’a ),( 2100 pcp  i ),( 2010 cpp V� Z UyZQRZDG]H

SURSRUFMRQDOQH GR ZDUWR�FL SURGXNFML L Z\QRV]� RGSRZLHGQLR 0)1( pα−−  i 0pα− . Szcze-

JyOQLH SURVW� SRVWDü SU]\MPXMH ZWHG\ SRWHQFMDá ),( 20100 ccp � JG\* UyZQ\ MHVW �� 3U]HM�FLH GR

UDFKXQNX Z ORJDU\WPDFK� SROHJDM�FH QD SRVáX*HQLX VL
 QRZ\PL ]PLHQQ\PL 
  
                                                                µµ pp ln' =  ,                                                        (8.1) 

 
2,1,0=µ , sprowadza model Cobba-'RXJODVD GR URG]LQ\ UyZQD� WHUPRG\QDPLF]Q\FK �����

R VWDá\FK ZVSyáF]\QQLNDFK LQWHQV\ZQR�FL� NWyU� V]F]HJyáRZR RPyZLOL�P\ Z SRSU]HGQLFK

SDUDJUDIDFK� /LQLRZ� ]DOH*QR�ü ORJDU\WPX ZDUWR�FL SURGXNFML RG ORJDU\WPyZ QDNáDGyZ ]Zy-
NOL�P\ RNUH�ODü MDNR EUDN PR*OLZR�FL RVL�JDQLD GRGDWNRZ\FK SU]\FKRGyZ E
G�F\FK HIHNWHP

VNDOL SURGXNF\MQHJR SU]HGVL
Z]L
FLD� 7� ZáD�FLZR�ü PRGHOX QDMáDWZLHM MHVW GRVWU]HF Z Uyw-
naniu stanu (2.2) dla poWHQFMDáX 0'p . 

 
        Zapisana w formie równania (2.4) funkcja produkcji CES 
 

 0))1((
1

210 =−+− γγγ αακ ppp , 

 
gdzie )1,0(∈γ , pozwala na analogiczQ� UHLQWHUSUHWDFM
 PRGHOX� 7\P UD]HP ]DPLDQD ]PLHn-
Q\FK PD SRVWDü  
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                                                              γ
µµ pp ='  ,                                                             (8.2) 

2,1,0=µ .  
=QDMRPR�ü SRZLHU]FKQL ZL
]yZ Z VWDQLH UyZQRZDJL� WM� RWRF]HQLD ND*GHJR ] SXQNWyZ SRd-
przestrzeni )� SR]ZDOD QDP Z ND*G\P ] GZyFK SU]\NáDGyZ IXQNFML SURGXNFML RGWZRU]\ü� SR

SU]HM�FLX QD SRZUyW GR SLHUZRWQ\FK ZVSyáU]
GQ\FK� ZDUWR�ü GRZROQHM� HNRQRPLF]QLH LQWHUe-
VXM�FHM ZLHONR�FL� 7DN ZL
F PR]ROQLH VWXGLRZDQH SU]H] DGHSWyZ HNRQRPLL PRGeOH V� Z SHáQL

VSURZDG]DOQH GR SURVWHM� DF] SRXF]DM�FHM NRQFHSFML NRV]\NyZ L FHQQLNyZ� =DZLNáDQH PHDn-
GU\ NVL�*NRZ\FK RSLVyZ W\FK IXQNFML SURGXNFML V� MHG\QLH NRQVHNZHQFM� SRUXV]DQLD VL
 Z

geRPHWU\F]QLH QLH]E\W F]\WHOQHM NRQZHQFML ÄQDWXUDOQ\FK´ HNRQRPLF]Q\FK ZVSyáU]
dnych. 
8*\ZDM�F Z RSLVLH SURGXNFML MHGQROLWHM NRQZHQFML ZVSyáU]
GQ\FK ÄNRV]\NyZ L FHQQików”2 
PR*HP\ E\ü ]DFLHNDZLHQL SRZRGDPL� GOD NWyU\FK DXWRU]\ SRGU
F]QLNyZ HNRQRPLL� V\PXOu-
M�F UHDOQLH LVWQLHM�FH SURFHV\� Z\Uy*QLDM� MHG\QLH GZD URG]DMH ��QDWXUDOQ\FK´ SDUDPHWU\]acji 
Z SRVWDFL IXQNFML� ����� L ������ 1LHVWHW\� SR]D SHZQ� SURVWRW�� DXWRU QLH GRV]XNDá VL
 LQQHJR

]DGRZDODM�FHJR Z\MD�QLHQLD WHM LQWU\JXM�FHM SUDZLGáRZo�FL� 
 

 
9. =$.2�&=(1,( 

 
3RZ\*HM SRGGDQR DQDOL]LH MHG\QLH ORNDOQH ZáDVQR�FL SLHUZV]HJR U]
GX GOD ]DQXU]H�

)�¸
N+1 zdefiniowanych odpowiednim dla wybranego modelu prawem zachowania. Nie-

PQLHM LQWHUHVXM�FH V� DVSHNW\ SU]HVWU]HQL VWDQX UyZQRZDJL ]DOH*QH RG Z\UD*H� GUXJLHJR U]
�

du wzgl
GHP LQILQLWH]\PDOQ\FK ]PLDQ SDUDPHWUyZ� QD SU]\NáDG ]ZL�]DQH ]H VWUXNWXU� Pe-
WU\F]Q�� 'OD SUDZLGáRZHM NRQVWUXNFML WDNLHM WHRULL QDOH*DáRE\ V]F]HJyáRZR ]EDGDü DVSHNW\

PHWU\F]QH SRSXODUQ\FK PRGHOL VWDW\NL UyZQRZDJRZHM� 3HZQH VXJHVWLH MDN WR URELü PR*QD

odnalH(ü Z SUDF\ >��@� JG]LH Z\ND]DQR QDWXUDOQR�ü VWUXNWXU QLHHXNOLGHVRZ\FK GOD JHRPe-
trycznego opisu modeli ekonomicznych. 

=DVDG\ WHUPRG\QDPLNL IHQRPHQRORJLF]QHM ]RVWDá\ Z\MD�QLRQH SU]H] ZSURZDG]HQLH VWDWy-
stycznego opisu zjawisk cieplnych. Istnieje naturalna spRVREQR�ü SRGREQHJR GRSHáQLHQLD

VWDW\NL SURFHVyZ HNRQRPLF]QHM UyZQRZDJL R DVSHNW VWRFKDVW\F]Q\ SRSU]H] QDZL�]DQLH GR

LGHL NDQRQLF]QHJR UR]NáDGX *LEEVD >���@� 7DNLH SRGHM�FLH� Z NRQWHN�FLH PHWRG\ SRUyZQ\Za-
QLD MDNR�FL SURJQR] LQZHVWRUyZ� NWyU]\ G]LDáDM� QD Uy*Q\FK U\QNDFK� F]\ SU]\ Uy*Q\FK So-
]LRPDFK NRQLXQNWXU\� SU]HGVWDZLRQH ]RVWDáR Z DUW\NXOH >��@

3
� 2ND]DáR VL
 RQR VNXWHF]QH

WDN*H Z EDGDQLX SRUWIHOL RSDUW\FK QD G(ZLJQL ILQDQVRZHM >��@� NWyUH Z\ND]XM� XQLNDOQH Fe-
chy4

� QLHVSRW\NDQH Z UDPDFK RSLVXM�F\FK ]MDZLVNa termiczne modeli fizycznych. Dalsze 
uogólnieQLH WHJR WHPDWX� SROHJDM�FH QD JOREDOQ\P X]XSHáQLHQLX PRGHOL VWDW\NL R HOHPHQW\

QLHSHZQR�FL RGSRZLDGDáRE\ ZVSyáF]eVQHPX SDUDG\JPDWRZL QDXNRZHPX L UR]V]HU]\áRE\

]DNUHV VWRVRZDOQR�FL QLHGynamicznych modeli w ekonomii. Zagadnienie to wymaga jednak 
RGU
EQHJR SRWUDNWRZDQLD� GODWHJR DXWRU ]DSUH]HQWXMH MH Z LQQ\P RSUDFRZDQLX�  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
2 F]\OL WDNLHM� Z NWyUHM UyZQDQLD ����� SU]\ELHUDM� SRVWDü UyZQD� ����� R VWDá\FK ZVSyáF]\QQLNDFK 
3
ZDULDQW\ URERF]H SUDF >��@ L >��@ GRVW
SQH V� Z LQWHUQHFLH SRG DGUHVHP�

http://alpha.uwb.edu.pl/ep/sj/index.shtml  
4
FKRG]L WX R NRQLHF]QR�ü UR]V]HU]HQLD Vpektrum temperatur agresywnych portfeli inwestycyjnych na 

G]LHG]LQ
 OLF]E ]HVSRORQ\FK� ]RE� >��@  
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STRESZCZENIE 
 
1DZL�]XM�F GR WHUPRG\QDPLNL Dutor przedstawia formalizm statyki procesów równowagi, w którym 
NOXF]RZ� URO
 RGJU\ZD LQZROXFMD /HJHQGUH¶D� 0L
G]\ LQQ\PL Z\ND]XMH� *H ZDUWR�ü NRV]\ND NDSLWa-
áRZHJR MHVW WUDQVIRUPDW� /HJHQGUH¶D MHJR VNáDGQLND SLHQL
*QHJR� .D*GHPX UyZQRZDJRZHPX PRGe-
lowi towaU]\V]\ GXDOQ\ GR QLHJR RGSRZLHGQLN� 3URSRQRZDQH XM
FLH ]DZLHUD NU\WHULXP RGUy*QLDQLD

SUDZD RNUH�ODM�FHJR VWDQ UyZQRZDJL RG WR*VDPR�FL ZL�*�F\FK SDUDPHWU\ HNRQRPLF]QH Z UyZQRZa-
dze. 


