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Streszczenie

Autor proponuje reprezentowanie réznych portfeli inwestycyjnych za pomoca
rownowaznych im z punktu widzenia wysokosci generowanego zysku tzw.
kanonicznych portfeli urnowych. Ujecie takie pozwala przenies¢ bogaty
formalizm termodynamiki na bedacy takze wariantem teorii potencjatlu statyke
rbwnowagi. Pojawia sie propozycja nowego sposobu poréwnywania
efektywnosci portfeli inwestycyjnych.

1. Wstep

W tle zmieniajgcego ceny rynku specjalisSci zarzadzajgcy portfelami
inwestycyjnymi odnoszg porazki, badz sukcesy. Wartos¢ owych poczynan
oceniamy zwykle post factum. Witedy jednak brakuje nam obiektywnego
ilosciowego miernika jakosci ich decyzji, ktéry w sposob poprawny i subtelny
réznicowatby wyniki catej gamy ,Sredniakbw” dominujacych np. na rynku
funduszy inwestycyjnych, czy emerytalnych. Potrzeba umiejetnej oceny
efektywnosci inwestowania jest szczegOlnie istotna, gdy, dla okreslenia jakosci
zarzadzania portfelem, zamierzamy odnies¢ sie do réznych okres6w czasowych.
Sukces tatwo jest osiaggngé w dobie koniunktury rynkowej. Przy niesprzyjajacych
warunkach trudno ,utrzyma¢ swoje”. Jaka cze$s¢ wzrostu wartosci kapitatu jest
jedynie efektem o0go6lnej prosperity? Jak wyodrebni¢ zysk zawdzieczany
wytgcznie profesjonalizmowi inwestora? Jak zmierzyé spadek czy wzrost
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umiejetnosci analitycznych (czy prognostycznych) konstruujgcego portfel
inwestycyjny, czy poréwnac jakos¢ sformutowanej przez bank polityki kredytowej
w réznych okresach jego dziatalnosci?

Dla oceny jakosci zarzgdzania portfelami inwestycyjnymi w praktyce
wykorzystuje sie miary Sharpe’a, Treynora czy Jensena®. Wszystkie one bazujg
na modelu CAPM, ktéry wymaga spetnienia wielu rygorystycznych i trudnych do
zweryfikowania zatozen. Ze wzgledu na brak takich ograniczen, algorytmicznie
znacznie tlatwiejszg technike rachunku oraz oparcie w uniwersalnych
koncepcjach teorii informacji nizej proponowana metoda wydaje sie jakosciowo
lepszym narzedziem poréwnawczym. Zamiast bezposredniej oceny portfela
inwestycyjnego autor sugeruje badanie tzw. portfela kanonicznego o takiej samej
wartosci. Przedstawia formalizm rachunkowy pozwalajgcy wyodrebnié czesé
zmiany wartosci portfela, ktéra jest efektem jakosci decyzji inwestycyjnej.
Rachunek ten stanowi rozszerzenie metod statyki porbwnawczej na dziedzine
procesow statystycznych. Uzupetnia on metody termodynamiczne zaadoptowane
do potrzeb ekonomii* o charakterystyczny w dziedzinie fizyki czynnik opisujacy
wptyw zjawisk chaotycznych na obserwowane zmiany parametréw modeli.
Wydaje sig, ze pojecie temperatury, zidentyfikowanej przed wiekiem przy pomocy
narzedzi statystycznych jako odwrotno$é odpowiedniego mnoznika Lagrange’a
dla zagadnienia maksymalizacji entropii’, ma réwnie uzasadniong racje bytu w
statystycznych modelach ekonomicznych. Pojawienie sie ciepta w problemach
statyki rownowagowej pozwala wprowadzi¢ nowe, globalne mierniki stanu
modelu dualne np. do wartosci uzytecznosci, czy zysku. Odkrywanie roli tych
funkcji (zwanych w tradycji metod matematycznych potencjatami) pozwoli
dogtebnie zrozumie¢ znaczenie statystycznych uogélnien modeli réwnowagi
ekonomicznej.

W nagtowku artykutu autor swiadomie dokonat trawestacji tytutu satyry
politycznej Janusza Szpotanskiego uwazajac, ze powstate dzieki temu
skojarzenia niezwykle celnie oddadza specyfike jego subiektywnych pogladéw
dotyczacych rozpatrywanego nizej tematu.

2. Kim sa cisi i gracze?

Zatézmy, ze chcemy zmierzyé preferencje specjalisty inwestujacego np. w
spétki gieldowe. Mozemy wyrdzni¢é dwa typy decyzji inwestycyjnych
podejmowanych w nie ulegajacej zmianom sytuacji zewnetrznej, gdy ustalone sa
ceny oraz pozostate parametry gospodarcze. Pierwszg z nich jest decyzja
zdeterminowana, bedaca jedynie funkcjg sytuacji zewnetrznej. Inwestor

*E.J. Elton, M. J. Gruber, Nowoczesna teoria portfelowa i analiza papieréw wartosciowych, WIG-
Press, Warszawa 1998.

* E. W. Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.
> A.Isihara, Statistical physics, Academic Press, New York 1971.
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dziatajagcy w ten sposéb w jednakowych warunkach zawsze tak samo
(mechanicznie) lokuje swdj kapitat, rozpraszajac go na réznego rodzaju aktywa,
badz nie. Zachowanie to jest w pelni przewidywalne. Odpowiednio
zaprogramowany i przyczynowo uwarunkowany automat moégiby zastgpi¢
jednoznacznie dziatajacego specjaliste. Informacja o jego przysztych decyzjach
jest w pelni okreslona jego wcze$niejszymi dziataniami. Absorbujacy naszag
uwage przekaz, dotyczacy tego, co on zamierza zrobi¢ w znanych nam
okolicznoéciach, jest zerowy. Takiego inwestora nazwiemy cichym. O jego
portfelu powiemy, ze zawiera informacje zerowa, gdyz jest w petni wyznaczony
przez ilosci wchodzacych w jego skiad aktywow kapitatowych.

Procz zachowan zdeterminowanych, okreslajgcych portfele o informacji
zerowej, mozemy mie¢ do czynienia z decyzjami indeterministycznymi, gdy w
jednakowej sytuacji zewnetrznej ten sam inwestor decyduje sie na rézne
posuniecia. Nie zmienia przy tym wiasnej metody postepowania gdyz my,
obserwujgc jego dziatanie, nie odnotowujemy Zzadnych zmian w statystyce jego
poczynan. Jednak nie do konca potrafimy przewidywaé jego posuniecia, cze$é
jego wiedzy nie jest nam dostgpna przez samg obserwacje jego decyzji
inwestycyjnych. Pomiar owej decyzyjnej nieokreslonosci wyznacza ilos¢
niedostepnej wiedzy inwestycyjnej. W oparciu o znane zaleznosci pomiedzy
statystykg, a termodynamikg jestedSmy w stanie okresli¢ ilosciowe zasady
rzadzace wpltywem niejednoznacznosci decyzji na zyski osiggniete z portfela
ksztalttowanego przez takiego inwestora, ktéry zastuguje na miano gracza. By
szczegbtowo opisaé owg sytuacije zdefiniujemy portfel urnowy.

3. Portfel urnowy

Rozwazmy loterie opartg na generatorze losowym, ktéry z ustalonymi
prawdopodobienstwami p.., k=0,...,N, w kolejnych losowaniach,

przejawiajacych brak jakichkolwiek korelacji, wskazuje numer jednej z N +1 urn.
Niech wybér Kk-tej urny oznacza zakup W, jednostek pewnego dobra
rynkowego. Wielkos¢ w, , ustalong w konkretnej loterii, bgdziemy nazywa¢ wagg
k -tego dobra w portfelu. Nie nalezy jej myli¢ z odpowiadajgcym jej dodatkowym
parametrem portfela urnowego, jakim jest prawdopodobienstwo p,.

Specyfikacie N +1 doébr objetych losowaniem bedziemy nazywaé sektorem
rynku. W dowolnej chwili po losowaniu warto§¢ okreslonego tym sposobem
portfela urnowego wynosi —C,, (uzyte w tekécie oznaczenia zostaty

ujednolicone z symbolami wystepujacymi we wcze$niejszej pracy®, przez wzglad

¢ E.W. Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.
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na kontynuacje pewnych rozpoczetych tam watkow), gdzie c,, spetnia
nastepujace rownanie bilansu

Coox (Cor---2Cy ) + D [k =K] - ¢ - W, =0. (3.1)

k=0

Symbol x oznacza zmienng losowa przyjmujgcg wartosci réwne numerom
wylosowanych urn. Nawias [zdanie] ma warto$¢ 1 badz 0 w zaleznosci od tego,
czy zdanie nim objete jest prawdziwe, czy nie. Rachunek postugujgcy sie takimi
nawiasami zwany jest konwencjg Iversona’. Liczby c,,...,C, sa aktualnymi
cenami jednostkowymi débr nalezacych do sektora rynku, odniesionymi do ich

u
poczatkowych wartosci pienieznych. Tak wigc dla k -tego dobra mamy c, =
k
gdzie u, jest aktualng ceng tego dobra, a U, jest jego ceng wystepujgcg w
stanie rynku jaki istniat w chwili losowania (gdy zakupiono skfadniki portfela).

Przy pomocy wagi W, mozna wyznaczy¢ ilos¢ jednostek dobra o numerze k,

. . . . . W
ktéra wchodzi w sktad portfela. Jest ona réwna ilorazowi — .
Uy

Przyjmujemy, ze jedna z urn (np. zerowa) odpowiada skiadnikowi
pienieznemu portfela gracza, wiec w catym procesie zmieniajacych sie cen mamy
C, =1. Warto$¢ oczekiwana wielkosci W, -[x =0] pienieznego skfadnika portfela

jest transformatg Legendre’a $redniej wartosci portfela®. Spostrzezenie to
pozwala rozwingé formalizm dualnego (do przedstawionego w tej pracy) opisu
portfela urnowego. Jest on przydatny w sytuacjach, gdy przy nie zmieniajacych

si¢ cenach ¢, ..., c, zamierzamy zmodyfikowac wielkosci poszczegélnych wag
portfela w,,...,w,. Mozna wykazac®, ze ceny u,, a takze wzgledne ceny c,, sg
wspotrzednymi niejednorodnymi cennikéw stanowigcych punkty N -wymiarowej
rzeczywistej przestrzeni rzutowej. Dualne do nich hiperptaszczyzny portfeli sg
parametryzowane jednorodnymi wspoétrzednymi rzutowymi — wagami W, ..., W, .
Momentowi losowania odpowiada nastepujaca postaé réwnania bilansu (3.1):

Coox (Lo )+ D [k =K]- w, =0. (3.2)
k=0

"R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna, PWN, Warszawa 1996.
SE.W. Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.
E.w. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.
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tatwo zauwazy¢, ze portfel urnowy o wagach Ww,,...,w, i o rozkifadzie

. . 1 o
jednostajnym p, = p, =...= Py :N—+1 ma, po dowolnej zmianie cen, wartos¢

oczekiwang E(c,,) réwng wartosci portfela cichego okreslonego wagami
WO WN

N+1""""N+1
dobr). Warto byloby eksperymentalnie zbadaé jak wielu inwestorow
posiadajacych portfele o takiej strukturze jest de facto zdeterminowanymi cichymi
uczestnikami rynku. Moze niemata ich cze$é to gracze, ktérych dziatalnosé
inwestycja przypomina raczej wielokrotnie powtarzany dobér aktywéw o

warto$ciach ~ w,,...,w,  pochodzacych z sektora rynkowego, gdy

prawdopodobienstwa wyboru kazdego z aktywow sa jednakowe.

Dla petnego opisu procesu zmian wartosci portfela urnowego okreslimy teraz
entropie portfela, a nastepnie odniesiemy sie do jej zmian spowodowanych
ruchem cen rynkowych.

(dla rachunkowej wygody zaktadamy doskonatg podzielno$é

4. Miara informacji o graczu

W prezentowanym opracowaniu bedzie nas interesowaé jedynie ilos¢
informacji bez wgtebiania sie w jej aspekty jakosciowe. Warto to podkresli¢, gdyz
w minionych latach odnosity prestizowe sukcesy w ekonomii badania nad
mechanizmami sktaniajacymi do ujawniania informacji'®, za$ mierzenie ilosci
danych pozostawiono informatykom. Zacznijmy od rozwazenia informacji o
zachowaniach gracza (czyli o dziataniu loterii), ktéra dotyczy czesci sposrod
N +1 urn. Wystarczy nam analiza sytuacji dotyczacej dowolnych dwoch urn,
gdyz ponizsze rozumowanie mozna rozszerzyé metodg indukcyjng na wiekszg
ich ilos¢. Okreslmy, w jaki spos6b miare takiej ograniczonej informacji nalezy
uwzgledni¢ w mierze dotyczacej catosci informacji o graczu. Naturalne jest
przyjecie zasady, ze miara informacji o dwéch urnach powinna addytywnie
uzupetlnia¢ miare informacji dotyczacej pozostatych urn, z waga réwng
sumarycznemu prawdopodobienstwu wylosowania tych urn przez gracza.

10 3. Wellisz, Gdy brak petnej informaciji, Wiedza i Zycie 2(1997) cd-rom 1999.
E. W. Piotrowski, Podziat kapitatu, czyli o cenie rezygnaciji i sile pienigdza, Optimum Nr 3, 1999.
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Taka wiasciwos¢ miary S, zilustrowang na powyzszym rysunku, mozemy
zapisa¢ w postaci réwnania funkcyjnego

S(pm Py Pas-ees pN):

P, [ ) (4.1)

=S + P, P,,..., + + - S ,
(pO pl p2 pN) (pO pl) (p0+pl po+pl

gdzie liczby p, =E([k=x]), k=0,...,N sa prawdopodobiefAstwami
wylosowania k-tej urny. Ze wzgledu na zamieszczone nizej uogélnienie formuty
(4.1) zatézmy, ze p, sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi (p, € R, ), czyli ze

dziedzing funkcji S jest suma zbiorow (R,)" bedacych iloczynami
N+1

kartezjanskimi U(R+)”_ Miare informacji o graczu spetniajacg wyzej
n=1

zobrazowang wtasnos¢ (4.1) nazywamy entropig. W ten sam sposob definiowat

entropie Claude Shannon — twdrca teorii informacji. W jego pracy™ odnajdziemy

liczne pozaformalne, acz fundamentalne, uwagi dotyczace tej funkcji. W

przypadku miary regutg jest poszukiwanie rozwigzania rOéwnania (4.1), ktore

spetniatoby nastepujaca wlasnoseé:

S(pO’pl""’pN):S(pO)+S(pl1"'1pN)1 (4.2)

gdzie funkcje wystepujace po prawej stronie rownania (4.2) nie sg miarg petnej
informacji o zachowaniu gracza, lecz jedynie miarg informacji o sktadnikach jego
urnowego portfela (argumenty tych funkcji nie sg unormowane do jednosci).

Dzieki zalozeniu (4.2) zmienne p,,...,Py, PO odseparowaniu, zostajg

Hc E Shannon, A mathematical theory of communication, Bell System Techn. J. Nr 27, 1948.
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wyeliminowane z réwnania (4.1), co prowadzi do nastepujacej wkasnosci funkcji
S(p):

S(po + py) =
=S(po)+S(pl>—(po+p1)-(S( Py 4 Pa )J. @3
Po+ Py Po + P
Mozemy poda¢ szczeg0ing posta¢ rownania (4.3) dla p,=p, =p
2S(p) - S(2p) =4p- S(V/2) . (4.4)

. . 1
Podstawiajac do formuly (4.4) wartosci p:E oraz p=0 otrzymamy wartos¢

funkcji informacji dla zdarzen zdeterminowanych S(1) = S(0) =0. Nie trzeba nic

wiedzieé, by przewidzie¢ rezultat ,przemyslen” cichego. Kazda informacja przed
jej zdobyciem musi by¢ dla nas tajemnica, a gdy jg uzyskamy to de facto
przestaje by¢ interesujaca nas informacja. Z tego powodu, odchodzgc nieco od
tradycji, entropie powinniémy nazywag¢ raczej miarg tajemnicy, a nie informacji.

5. Rozwigzanie rownania kumulowania informacji

W szczegllnosci zalezno$¢ (4.4) prowadzi do niejednorodnego réwnania

réznicowego, gdyz przyjmujac p= i oznaczajac S, = S(27) otrzymamy

2k+1
28-S =2""S, . (5.1)
Przeksztalcenie
S, =2S, (5.2)

trywializuje réwnanie (5.1) sprowadzajac go do nastepujacej formy
Sci=S =S,
ktéra jest popularng rekurencjg okres$lajacg szereg arytmetyczny o postaci

S, =Kk-S§,. Stosujac transformacje odwrotng do (5.2) otrzymujemy rozwigzanie
rekurencji (5.1) . Tym sposobem mamy nastepujaca jawng posta¢ miary S(p) w

punktach Zik dla k=23,...



S(2*)=S, =k-27%.25 =-2S -2 .1og, 27 . (5.3)

Po przedituzeniu funkcji (5.3) z dziedziny ztozonej z punktow o* na caly odcinek

[0,]] dostajemy:

S(p)=-2S(1/2)- p-log, p (5.4)

Mozemy tatwo sprawdzi€¢, ze ma ona wlasnosé (4.4). Ogélnymi, a zarazem
naturalnymi warunkami wystarczajacymi na to, by powyzsze rozwigzanie
réwnania (5.1) byto jednoznaczne sa: ciggto$¢ funkcji S(p) oraz monotoniczny

wzrost wartosci S(p,,..., pN)|p7 po 1 Na skutek zwiekszajacej sie liczby
o= =PNT

N +1 argumentéw™. Wstawiajac do rekurencji (4.2) postaé (5.4) funkcji S(p)
otrzymujemy jawne wyrazenie entropii

N
S(p01p11""pN):_Z Py IN Py (5.5)

k=0

okreslonej wczesniej wkasnoscia (4.1).

Rozwazmy zbior zdarzen elementarnych bedacy iloczynem kartezjanskim
dwoch zbiorow ztozonych z N+1 i M +1 zdarzeh elementarnych, wzajemnie
niezaleznych statystycznie. Wtedy ze wzoru (5.5) bezposrednio wynika, ze
entropia rozktadu statystycznego okreslonego na takim zbiorze jest suma entropii
rozktadéw wyznaczonych z osobna dla kazdego sktadnika iloczynu

M N M N M N
(M+l)><(N+l) ZZ Py pl,ln(pk p|,) :_ZZ Py p|,|n Py _ZZ Py p|,|n pl, =
k=0 1=0 k=0 1=0 k=0 1=0

Z—Z P Inp — Zp||n pl =S+ Sy -

W powyzszym sensie entropia posiada wtasnos¢ addytywnossci.

Rownanie (4.1), jak kazda inna definicja miary, wyznacza funkcie S z
dokitadnoscig do dowolnej statej multiplikatywnej. Poniewaz tematy wigzace sie z
entropig dotycza zwykle probleméw optymalizacyjnych badanych z pomocag
rachunku rézniczkowego, dlatego we wzorze (5.5) przyjelismy, ze warto$é statej

2 A, Y. Khinchin, Ponyatie entropii v teorii veroyatnostej, Uspekhi Mat. Nauk, Nr 8, 1953.
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2S5(1/2)=S(1/2,2)  jest réwna granicy szeregu anharmonicznego
1-—+—- 2 +---=In2. Nie wplywajac na charakterystyke opisywanych

entropig modeli podstawa naturalna logarytmu pozwala otrzymywaé najprostszg
posta¢ pochodnej tej funkcji. Wzoru (5.5) nie nalezy myli¢ z logarytmem funkgciji
wiarygodnosci, ktéra jest centralnym obiektem metody najwiekszej
wiarygodnosci®®,

6. Entropia koniunkcji niezaleznych cech gracza

Nawigzujac do addytywnosci entropii warto zwr6ci¢é uwage, ze definiujace
entropie rownanie (4.3) mozna traktowaé jako jej wtasnos¢, okreslong za pomocyg
warunku Leibniza', znanego z wyznaczania pochodnej iloczynu funkgii:

S(p-a)=p-S(q)+9-S(p) . (6.1)

Korzystajac z tego warunku uzyskamy nastepujace réwnanie funkcyjne:

S(ps. p1)=S(po)+S(pl)=S(%- p)+5(%- D) =

. (6.2)

=Pt Pigp) s p-(S(&HS(&)j ,
p p p

ktére, przy dowolnym parametrze pe R,, stanowi uog6lnienie réwnania (4.3),
gdyz tamto otrzymamy z (6.2) po narzuceniu wiezu p, + p, = p. W przypadku

warunku Leibniza problem unikalnosci rozwigzania (5.5) jest prostszy.
Oznaczajac

f(x)= (6.3)

S(e”)
e X

sprowadzamy (6.1) do funkcyjnego rownania liniowego

F(Xo+ %)= f(x)+ f(x),

13 G. C. Chow, Ekonometria, PWN, Warszawa 1995.
14 Encyclopaedia of Mathematics on cd-rom, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 1997.
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ktérego wszystkie rozwigzania, w klasie funkcji cigglych, majg postac¢
f(X)=c-x, gdzie ¢ jest stalg™. Funkcja S(p) wyraza sie przy pomocy funkcji
f (X) zdefiniowanej réwnaniem (6.3) nastepujaco:

S(p)=p-f(Inp)=c-p-Inp,

co prowadzi do formuty (5.5) stanowigcej jawny wzor na entropie. Ciggtosé
funkcji S(p) jest teraz wystarczajgcym warunkiem istnienia jednoznacznego (z

doktadnoscig do statej multiplikatywnej) rozwigzania réwnania (6.1) w postaci
wzoru (5.5). Warunek Leibniza (6.1) mozemy zinterpretowac¢ jako wtasnos¢ miary
tajemniczosci portfela gracza, okreslajgcy sposéb jej wyznaczenia w sytuacjach,
gdy jego sktadnik jest wskazywany przez koniunkcje dwdch losowo niezaleznych
czynnikbéw, wystepujacych z prawdopodobienstwami odpowiednio p i (.
Interesujacg interpretacje wynikajgcego stad uogollnienia przedstawionego
graficznie warunku (4.3) w postaci wzoru (6.2) autor pozostawia wyobrazni
czytelnika.

7. Kanoniczny portfel urnowy

Chcac mierzyé poziom niewiedzy (czy dezorientacji) inwestora musimy
odnies¢ jego wynik inwestycyjny do rezultatow uzyskanych przez innych
uczestnikow gry rynkowej. Dlatego pogrupujemy inwestorow w klasy cechujace
sie jednakowg wartoscig ich portfeli. Pozwoli to przeprowadzi¢ w nastepnym
paragrafie dekompozycje zmian wartosci szczegolnego portfela-reprezentanta
klasy na cze$¢ bedaca efektem zmiany wiedzy inwestycyjnej, oraz reszte
powstalg jedynie na skutek zmiany koniunktury rynkowej manifestujacej sie
ruchem cen. Dla reprezentowania klasy inwestora wybierzmy, spoéréd portfeli
urnowych osiggajacych na zmianach kurséw rynkowych jednakowe zyski, portfel
o takich prawdopodobiehAstwach wylosowania poszczegdllnych urn, aby ich
laczna entropia byla maksymalna, czyli by tajemnica dotyczaca potencjalnego
wyniku losowania byta mozliwie najwieksza. Obserwator takiej loterii niczego nie
docieknie procz informacji o oczekiwanej wartosci osiggnietego na jej podstawie
wyniku finansowego. Zaktadamy brak korelacji pomiedzy wynikami losowan oraz
efektywnos¢ samego rynku. Wartosci zmiennej losowej x raczej nie symbolizujg
pojedynczych dobr (ktére mogg byé skorelowane np. ze wzgledu na wspdélng
branze, czy zaleznosci kapitatowe), lecz odpowiadajg wzajemnie
zortogonalizowanym, rzeczywistym kombinacjom liniowym jednostek tych débr,
tj. ortogonalnym koszykom®. Owa ortogonalizacja opiera sie na iloczynie
skalarnym zadanym macierzg korelacji notowan cenowych dla débr rynkowych.

!5 zob. G. M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa 1972.
18 E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.
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Reasumujac, poszukujemy ekstremum funkcji S(p,,..., py) O unormowanych

N
do jedynki prawdopodobiehAstwach z p, =1 i przy ustalonej wartoéci portfela*’:
k=0

GG 0) = EQO K =K1 G, W)

Jest to ostabiony warunek bilansu (3.1). Zamiast écistego spetnienia réwnania
(3.1) wymagamy, aby bylo ono spetlnione dopiero na poziomie wartosci
oczekiwanych. Gilebszg analize poprawnosci takiego postepowania mozna
znalez¢ w pracy autora'®, w zwigzku z analizg ekonomicznego odpowiednika
trzeciej zasady dynamiki w postaci popularnego stwierdzenia o rynkach
finansowych, gloszacego nieistnienie zjawiska darmowego obiadu (no free lunch
theorem). Stosujgc metode Lagrange’a wyznaczania ekstremum warunkowego™®
znajdujemy warunki zerowania sie nastepujacej formy r6zniczkowej

dS(py...., pN)+ﬁ-dE(Z[K=k]-ck -Wk)+y-d2 P, =

N
:Z(_ln P, —1+ B-C - W, +7)‘dpk =0,
k=0
gdzie B i ¥y sg mnoznikami Lagrange’'a. Z powyzszej rownosci wynika, ze przy
dowolnych niezaleznych przyrostach dp, sumy —Inp,—-1+/-c -w, +y
powinny znikaé dla k =0,..., N . Przeksztatcajgc réwnanie

-Inp, -1+ p-c.-w, +y=0

otrzymujemy jawng zalezno$¢ prawdopodobienstw p, (cechujgcych portfel
urnowy o maksymailnej entropii) od cen C,

pk — eﬂ-ck-wk+7—1,
ktora mozemy zapisaé w ponizszy sposob, eliminujgc mnoznik y przez
wprowadzenie warunku unormowania

17
por. (3.1).
18 E. W. Piotrowski, Zapomniany pierwowzo6r definicji ryzyka kapitalowego, w Modelowanie
Preferencji aryzyko'99, t.1, prace naukowe AE, Katowice 1999.
® Stownik matematyki i cybernetyki ekonomicznej, PWE, Warszawa 1985.
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N
B [x=K]c,-wy
e k=0
P (Cor-einCy)=—F— -
eﬂ'ck'Wk
k=

0

Powyzszy rozktad prawdopodobienstwa w literaturze fizycznej nosi nazwe
rozktadu Gibbsa®. W tym miejscu warto zrobi¢ dygresje. Otdz nieco bardziej
skomplikowana postac¢ rozktadu prawdopodobienstwa pojawia sie w przypadku
uwzglednienia w bilansie portfela kosztéw zwigzanych z operacjg zmiany jego
struktury (ktéra wymaga kupna, badz sprzedazy débr). Otrzymujemy wtedy
model statystyczny izomorficzny z jednowymiarowem fancuchem Isinga czastek

. N . .
0 spinie S:E w zmiennym polu magnetycznym®:. Model Isinga® odegrat

wazkg role w rozwoju fizyki statystycznej ze wzgledu na jego zwigzki ze
Zjawiskami zmian nieciggtych (tzw. przejscia fazowe).

Zysk inwestora okresla jedynie sumaryczna warto$¢ oczekiwana sktadnikéw
jego portfela. Inwestorzy o ktérych niczego nie wiemy précz tego, ze osiggneli
jednakowy wynik tworza tzw. kanoniczny zespét statystyczny®, stanowiacy
analogon podstawowego narzedzia uzywanego do opisu zjawisk fizycznych. W
tym zespole miesci sie takze inwestor cichy, jesli osiggnat zysk charakteryzujacy
zespot. Zespot kanoniczny opisywany urnowym portfelem o maksymalnej entropii
(dlatego nazywany jest portfelem kanonicznym) charakteryzuje sie rozktadem
prawdopodobienstw Pos---s Py reprezentujgcym  wszystkie  algorytmy

inwestycyjne — tak cichych (deterministyczne), jak i graczy (stochastyczne) —
prowadzgce do tego samego sukcesu rynkowego (w postaci osiagnietego
zysku). Wskazanie innego reprezentanta tej klasy faworyzowatoby ktéras z urn
(czyli odpowiadajace jej dobro inwestycyjne), za$ nasza informacja o takim
zespole statystycznym bylaby wieksza (zmniejszylaby sie wartos¢ entropii
reprezentanta). Odwrotno$¢ mnoznika S nazywamy temperaturg zespotu

kanonicznego® T:%. Portfel kanoniczny ma przy dowolnych cenach

20 A Isihara, Statistical physics, Academic Press, New York 1971.

1 E.W. Piotrowski, O logarytmie, Penetrator Nr 12, 1995.

*2R.P. Feynman, Wyktady z mechaniki statystycznej, PWN, Warszawa 1980.

B A, Isihara, Statistical physics, Academic Press, New York 1971.
K. Zalewski, Wyktady z termodynamiki fenomenologicznej i statystycznej, PWN, Warszawa 1978.
K. Huang , Mechanika statystyczna, PWN, Warszawa 1978.

% A. Isihara, Statistical physics, Academic Press, New York 1971.
K. Zalewski, Wyktady z termodynamiki fenomenologicznej i statystycznej, PWN, Warszawa 1978.
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rynkowych takg warto$¢ oczekiwang E(c,.), jak warto$¢ portfela cichego o
sktadnikach w,,,w,,...,W,., gdzie

eﬁ'ck'Wk

Wie =W

Z eﬁ'ck‘Wk

k=0

Odpowiednios¢ ta stanowi uogolnienie rozwazan konczacych trzeci paragraf tego
opracowania. tatwo mozemy sie przekonaé, ze omawiany w tamtym miejscu
portfel urnowy, o jednakowo prawdopodobnych komponentach, odpowiada
portfelowi kanonicznemu z zerowg wartoscig mnoznika Legendre’a [ (nizej

zostanie wykazane, ze T jest ceng, wiec punkty dla ktérych T =zeo sg punktami
niewtasciwymi przestrzeni rzutowej).

Mozna zauwazy¢, ze warto$¢ oczekiwang E(C,, ) otrzymamy rézniczkujac
wzgledem mnoznika [ funkcje tworzacg dla momentéw rozktadu Gibbsa InZ
N
(gdzie Z(c,,...,Cy,T) = Zeﬁ'°k'wk nazywamy sumg statystyczng®), czyli
k=0
N
L
—Coo = —E(Coox) :a_|nzeﬂ~0 = N =
IB k=0 Z eﬂckwk (7 1)

SE, W) =EQ [r=K-c, W) =3, ¢, |

k=0

gdzie symbol W, oznacza przecigtng ilos¢ k -tego dobra w portfelu kanonicznym.

Nawigzujac do teorii informacji mozna wykaza¢, ze entropia (5.5) jest
proporcjonalna do minimalnej dlugosci (czyli ztozonosci) zapisu komputerowego
zawierajgcego informacje o portfelu urnowym, zapisu ktéry zostat
skompresowany przy pomocy algorytmu zachtannego zwanego kodowaniem
Huffmana®®. Maksymalng ztozonoéé potencjalnie mozliwych wynikéw loterii, ktore
prowadzg do jednakowej wartosci oczekiwanej portfela okresla entropia rozktadu
Gibbsa. Dlatego rozsadnym bedzie zatozenie, ze jest ona stochastyczng miarg
osiggalnosci  (dostepnosci, powszechnosci, ilosci réznych algorytméw
konstruowania portfela) takiej a nie innej wartosci portfela, a co za tym idzie —

%% A. Isihara, Statistical physics, Academic Press, New York 1971.
25T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, Wprowadzenie do algorytméw, WN-T, Warszawa
1997.
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miarg zdezorientowania posiadaczy portfeli o tej wartosci. Inwestorzy kierujg sie
w swoich decyzjach tajemniczymi przestankami, ktére przypominajg nam wyniki
pewnej loterii, a o ilosci takich réznorodnych, choé¢ przecietnie jednakowo
korzystnych wynikow dowiadujemy sie z pomiaru entropii loterii. Maksymalna
entropia portfela oznacza takze maksymalng dywersyfikacje ryzyka
kapitatowego. W tym kontekscie problem rozproszenia ryzyka okazuje sie
zagadnieniem  minimaksowym. Jest tak, gdyz inwestor unikajacy
niebezpieczenstw powinien wybiera¢ portfel, ktéry z punktu widzenia ewolucji
czasowej jest najmniej ,rozchwiany” (najtrudniej osiggalny?®’) jednoczesénie bedac
wyjatkowo tatwo osiggalnym ze wzgledu na maksymalizacje jego entropii
(okres$lonej dla ustalonych wag w,,..., W, , przyjetych dla kolejnych débr sektora

rynkowego).

8. Zmiany zysku kanonicznych zespotdéw statystycznych

Warto$¢ portfela pozostaje stata przy zmianie cen jedynie w klasie portfeli
urnowych o stalej entropii, ktére posiadajg szczegdlne znaczenie dla
geometrycznego  opisu  rynku®®.  Portfele te wykazujg zachowanie

wspotzmiennicze z kursem cen rynkowych, bowiem wielko$ci w, pozostajg

odwrotnie proporcjonalne do cen C, . Nie zmieniajgca sie wartosc¢ takiego portfela

nie oznacza, ze osiggany z niego zysk jest zerowy. Formute pozwalajgca
wyliczy¢ zysk z portfela wspdtzmienniczego odnajdziemy w przeprowadzonym

studium geometrii rynku®. Gdy wagi W, nie podlegajg modyfikacjom, to ruch cen
implikuje zmiane wartosci oczekiwanej portfela urnowego o rozktadzie Gibbsa.

Jej infinitezymalny przyrost okreslimy wyznaczajac odpowiednig rézniczke
—dcy (c,,...,Cy) =dE(C, -W,).
Poniewaz

N
S=-> pInp,=InZ-p-E(c, -w,) (8.1)
k=0

wiec rézniczka entropii rozktadu Gibbsa ma postac

" w sensie opisanym w pracy E. W. Piotrowski, Osiggalno$¢ instrumentu finansowego, a ryzyko
kapitatowe, wystane do druku w Przegladzie Statystycznym.

%8 E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.

2 E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.
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ﬁZN: W, e#vKek dc,

dS=—=—— - B-dE(c, -w,) =

:,B-(ZN: E([x =K]-w,)-dc, —dE(c, -WK)j .

k=0

Stad otrzymujemy nastepujacy zaleznosé
N
dCo (Cos -, Cy» S) + D W, -dc, =T -dS , (8.2)
k=0

gdzie entropie S, charakteryzujaca zesp6t kanoniczny, potraktowalismy jako
zmienng niezalezng. Dlatego formuta (8.2) ma ogOdlniejszy charakter niz
wynikatoby to z zatozen, jakie przyjeliSmy w celu jej wyprowadzenia. Na postawie
réwnania (8.2) mozemy zdefiniowaé temperature T w ramach statyki

réwnowagowej®* (czynnik ﬁ:? okre$la temperature dopiero na poziomie

stochastycznym). Wyrazajac rozniczke wartosci portfela dc, przez rézniczki
argumentow funkcji c,, zauwazamy, ze

_ %o

=35, (8.3)

 =constans

Temperatura T wyznacza intensywno$¢ zmiany wartosci portfela kanonicznego
spowodowang zmiang jego entropii. RoOwnanie (8.2) jest odpowiednikiem
pierwszej i drugiej zasady termodynamiki. W konteksécie opisu zachowania sie
zespotu kanonicznego inwestorow tresé owych zasad przybiera nastepujaca
postac:

| zasada zespotu kanonicznego: Wzrost wartosci portfela kanonicznego —dc,,
jest sumg dwoch sktadnikdéw. Pierwszym jest przyrost wartosci wiedzy inwestora
0Q, a drugim — wzrost wartosci przecietnych pozioméw débr w portfelu
spowodowany ruchem cen w sektorze rynkowym.
N
dcy, + &+ ) W, -dc, =0.

k=0

e w. Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.

15



Il zasada zespotu kanonicznego: Warto$¢ — dQ utraconej wiedzy inwestora o

sektorze rynku jest proporcjonalna do wzrostu entropii (dezorientacji) zespotu
kanonicznego, do ktérego on nalezy

S +T-dS=0.

Uzycie oznaczenia dQ (zamiast narzucajgcego sie dQ) jest konieczne, gdyz
forma rézniczkowa AQ nie jest rozniczkg zadnej funkcji. W fizyce wielkosci

N
—dc,, & oraz ZWk-dck odnosza sie odpowiednio do: zmiany energii
k=0

wewnetrznej uktadu, wchionietego przez niego ciepta i wykonanej nad nim pracy.
W powyzszym sensie w standardowej ekonomicznej statyce réwnowagi
rozwazano dotychczas jedynie procesy adiabatyczne®, czyli takie, dla ktérych
model ekonomiczny nie zmieniat swojej zawartosci informacyjnej dQ =dS=0.

Ujednolicajac interpretacje wyrazen wystepujacych w tgczacym powyzsze
dwie zasady réwnaniu (8.2) dochodzimy do wniosku, ze wielko§¢ —T nalezy
odczytywaé jako cene (koszt) jednostki entropii (dezorientacji). W portfelu
kanonicznym jednostkowy wzrost dezinformacji S kosztuje T jednostek
pienieznych. Entropia portfela kanonicznego monotonicznie rosnie wraz ze
wzrostem  wartosci bezwzglednej parametru T. Oznacza to, ze
zdezorientowanym inwestorom za bledy tej samej miary przychodzi ptaci¢
wyzszg ceng anizeli specjalistom. Jednak w przypadku temperatur ujemnych
najwieksze zyski z blednych decyzji odnoszg nowicjusze. Portfel kanoniczny
specjalisty (mata warto$¢ S) o ujemnej temperaturze przynosi ponadprzecietne
straty. Jednak moze go skonstruowaé jedynie specjalista wykorzystujacy swe
umiejetnosci a rebours. Po zmianie znakéw wag W, (ktéra oznacza zajecie
pozycji krétkiej w aktywach portfela) portfel 6w staje sie zrédtem nieprzecigetnych
zyskow. Czym wyzsza jest klasa umiejetnosci specjalisty, tym mniejszg entropie i
mniejszg wartos¢ bezwzgledng temperatury (ceny dezinformacji) ma jego zespé6t
kanoniczny. Dzieki wiasnosci addytywnosci entropia rosnie liniowo wraz ze
wzrostem wielkosci sektora rynkowego (tak zachowujgce sie parametry
termodynamiczne nazywamy ekstensywnymi®?). Poniewaz temperatura portfela
zlozonego, zbudowanego z dwoch portfeli o jednakowej temperaturze, lecz
operujacych na roznych sektorach rynkowych, réwna jest temperaturze jego
sktadnikéw (czyli T ma, jak kazda inna cena, wihasno$¢ parametru

3L K. Zalewski, Wyktady z termodynamiki fenomenologicznej i statystycznej, PWN, Warszawa 1978.
32 K. zalewski, Wyktady z termodynamiki fenomenologicznej i statystycznej, PWN, Warszawa 1978.
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intensywnego®®), wiec lepiej od entropii nadaje sie do liczbowej charakterystyki
umiejetnosci specjalisty od inwestowania.

9. Zréwnowazone zespoly kanoniczne

Okreslajgc portfel kanoniczny w oparciu o jego wartos¢ posiadamy swobode w
wyborze wag W, . Zgodnie z ideg prawdopodobienstw apriorycznych Bayesa®*

dla reprezentowania portfela cichego nalezatoby wybra¢ rozkiad kanoniczny z
wagami W, odpowiadajagcymi wagom jego portfela, gdyz wtedy

prawdopodobienstwa p, portfela kanonicznego bytyby jednakowe (T =zoo).

Wydaje sie jednak, ze bardziej ogolne, a zarazem wolne od subiektywizmu
decyzji cichego, jest przyjecie nie réwnych prawdopodobienstw, lecz réwnych
apriorycznych wag portfela kanonicznego w, =...=wy =1. Mozemy takze,
wzorujac sie na konstrukcji wiekszosci indekséw gietdowych, przyjaé zbiér wag o
postaci W, =0, w, =...=wy =1, eliminujac tym samym walute z sektora
rynkowego. Ten rodzaj urnowych portfeli kanonicznych nazwiemy portfelami
zrownowazonymi (z walutg, badz bez). Stosowanie portfeli zrwnowazonych do
pomiaru jakosci inwestowania (przez wyznaczenie temperatury portfela
zrbwnowazonego, ktéra odpowiada osiggnietej wartosci portfela inwestora)
wydaje sie najbardziej obiektywng metoda klasyfikowania umiejetnoéci lokowania
kapitatu.

W przypadku znajomosci danych o biezacej wielkosci wymiany handlowej
mozna zaproponowa¢ alternatywny wybér portfela kanonicznego. Skala obrotu
towarem okre$la $redni stopien zainteresowania nim, co wyréznia portfele o
wagach w, réwnych odpowiednim warto$ciom obrotu rynkowego dobrem typu k

w chwili poczatkowej (odpowiadajacej cenie U, ).

10. Nieznane rynkowe potencjaty termodynamiczne

Wykorzystujac  odpowiednig inwolucje Legendre’a® sytuacje inwestora
rynkowego, zamiast wartoscig portfela, mozemy opisywac potencjatem zaleznym
jedynie od cen (tacznie z temperaturg). Przez analogie do uzywanego w
zastosowanym tu formalizmie nazewnictwa okresimy ten potencjat mianem
wartosci swobodnej — F portfela kanonicznego. Ma on postaé

K. zalewski, Wyktady z termodynamiki fenomenologicznej i statystycznej, PWN, Warszawa 1978.
3 H. steinhaus, Podstawy kontroli statystycznej, Zastosowania Matematyki 1(1953)4-27.
SE W, Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.
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F(cy,..-,Cy, T)=Cu(Cy,...,Cy, S)—T-S.
(10.1)

Z powodu wiasnoéci (8.3) prawa strona powyzszej definicji nie zalezy od entropii
S. Po wyznaczeniu rozniczki wartosci swobodnej — F dochodzimy do wniosku,
ze wyrazone przy pomocy tego potencjatu zasady zespotu kanonicznego
(rbwnowazne zasadom podanym w paragrafie 8) przybierajg postac¢
nastepujacego réwnania bilansu

N
dF(c,,....Cy, T)+S-dT + D W, -dc, =0 .
k=0
(10.2)

Mnozgc strony formuty (8.1) przez T i poréwnujac wynik z definicjg (10.1)
zauwazymy, ze warto$¢ swobodna portfela wyraza sie w prosty sposob przez
zdefiniowang w paragrafie 7 sume statystyczng Z

F+T-InZ=0. (10.3)

Dzieki powyzszej tozsamosci suma statystyczna uzyskuje naturalng interpretacije
rynkowg: jej logarytm jest wartoscig swobodng — F portfela kanonicznego,
wyrazong w aktualnych jednostkach kosztu T dezorientacji kanonicznego
zespotu inwestoréow. Wyrazajac to samo za pomocg mnoznika f mozemy

stwierdzi¢, ze warto§¢ swobodna —F jest wartoscig funkcji InZ(p)
przypadajaca na jednostke jej argumentu:

z,

W zwigzku z powyzszym warto zauwazy¢ ciekawg symetrie wlasnosci sumy
statystycznej zwigzang z inwolucjg cy <> F. Na podstawie tozsamosci (7.1)

~F

transformata Legendre’a wartosci swobodnej, tj. wartos¢ portfela —cC,,, jest
wielkoscig krafncowg dla InZ(f):

dlnZ
© =05
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Trafno$¢ uzycia nazwy ,warto$§¢ swobodna” dla potencjatu F(c,,...,C,T),
przyjetej ze wzgledu na zaproponowang przez Helmholtza podobnie brzmigcg
nazwe fizycznego odpowiednika tej funkcji®®, uzasadnimy w oparciu o wariant
zasad zachowania portfeli kanonicznych sformutowany w postaci réwnania
(10.2). zat6zmy, ze w trakcie procesu, ktérym steruje rynek poprzez reorientacje
wartosci parametrow cenowych ¢, zgodng z bilansem (10.2), klasa specjalisty-

reprezentanta zespotu kanonicznego pozostaje stata (T =constans). Wtedy
swobodng (od skutkéw wyjscia z klasy inwestycyjnej) zmiane wartosci
N

przecietnych stanéw débr w portfelu ZWK -dc, mierzy zmiana potencjatu F (a
k=0

nie zmiana wartoéci portfela C,,). Obrazujgce przebieg takiego procesu
izokwanty powinnismy nazywaé izotermami, gdyz odnoszg sie do sytuacji
spetniajacych warunek T = constans.

Stosujac regute de I'Hospitala w celu wyliczenia granicy wyrazenia (10.3) dla
portfela zrownowazonego z walutag mozna sie przekonaé, ze wartos¢ swobodna
—F zmierza dla T —0 do wartosci portfela Cc,,. Gdy T—"0 warto$¢ cy,

u
osigga wzgledng cene C, =—X dobra o najwiekszym wzroscie wartosci rynkowej
l"Ik
(jesli ceny wszystkich dobr sektora spadly wzgledem waluty, to jest to cena
C,=1)"

—limF =-limc,, ,
T—-0 T—-0

— lim ¢, =max(c,,...,Cy) .
T-"0

Ostatnia wkasnos¢ jest dobitnym argumentem za wyrdznieniem znaczenia portfeli
zrbwnowazonych w klasie portfeli kanonicznych. W pei zorientowany w
trendach rynkowych inwestor, zdeterminowany jak nikt inny, bo nic nie stanowi
dla niego tajemnicy (S=0), powinien osigga¢ w interesujgcym go sektorze rynku
najwyzsze z mozliwych zyski. Funkcja Cy,(T) posiada nieciggtos¢ w

temperaturze T =0. Lewostronna granica tej funkcji w zerze wynosi

— lim ¢y, =min(c,,...,cy) .
T-"0

Nieprzypadkowo w topologii parametru T najgorszy portfel sgsiaduje z portfelem
najdrozszym — wiedza ich posiadaczy jest petna (S=0), jednak jeden z nich robi
wszystko, by najwiecej stracié. Jest wiec idealnym filantropem lub po prostu zajat
wzgledem tego portfela pozycje krétka.

% K. Huang , Mechanika statystyczna, PWN, Warszawa 1978.
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Zasady zespotéw kanonicznych mozna w sposob réwnowazny opisywac za
pomocy okreslen bazujgcych na potencjatach innych niz warto$é¢ portfela

Cpo(Cy,---,Cy»S) | wartos¢ swobodna portfela F(c,,...,C,,T). Brakujace dwa
potencjaty otrzymamy z dowolnego, juz znanego potencjatu, przy pomocy
transformacji Legendre’a®. Jedng z tych transformat jest szczegGlowo juz
opisana w przypadku S=0%, a teraz uogdlniona na portfele kanoniczne,
wartos¢ zasob6w pienieznych portfela W, (W,,...,W,,S). Druga to jeszcze
nigdzie nie omawiana funkcja G(W,...,W,,T), ktérej odpowiednik w

termodynamice procesow fizycznych nazywamy entalpig swobodng®. Stad
mozna si¢ domysleé, ze w fizyce odpowiednikiem funkcji wartosci zasobow W,
jest entalpia. Gdy w procesach rynkowych parametrami sterowania sg parametry
dualne do cen®, czyli przecietne ilosci débr portfela W, , to dotyczace nie
zmieniajacego klasy specjalisty izotermy przedstawiajg ewolucje wartosci débr
portfela, skutkujacg zmiang jego potencjatu G. Juz przed 120 laty
odpowiednikami wszystkich czterech potencjatow c,, F, W, i G biegle

postugiwatl sie w swych badaniach Josiah Willard Gibbs*. Niezwykle
interesujacym bytoby zbadanie konsekwenciji, ktére wynikajg z zasad zespotow
kanonicznych, wyrazonych kolejno w jezyku kazdego z czterech potencjatéw.
Warianty tych zasad, cho¢ faktycznie opisujg jeden i ten sam model rynku,
oferujg zaskakujgco nowy punkt jego widzenia. Nasladujgc losy kilku praw fizyki
niektére rzadzace rynkiem prawa ekonomiczne mogg okaza¢ sie prostg
konsekwencjg termodynamicznych tozsamosci zwanych réwnaniami Maxwella “2.

Zasady zespotéw kanonicznych obowigzujg dla dowolnego, wzbogaconego
loteriag o efekty losowe, modelu statyki proceséw réwnowagi. Dlatego w
kontekscie rozktadéw kanonicznych nalezatoby rozpoznaé rézne znane z
ekonomii warianty funkcji-potencjatow, ktérych rézniczki charakteryzujg sie tym,
ze zalezno$¢ wystepujgcych w nich parametrow W, od zmiennych cC,,...,Cy nie

jest stata (cokolwiek by te parametry i zmienne nie oznaczaty). Przyktadami tego
typu potencjaléw sg funkcja Cobba-Douglasa i funkcja CES*. Ciekawy i
obszerny, tu tylko zasygnalizowany temat, wymaga odrebnego opracowania.

11. Przyktad liczbowy

STE.W. Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.

BE W, Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.

% K. Huang , Mechanika statystyczna, PWN, Warszawa 1978.

9 E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.

“1 3. W. Gibbs, On the equilibrium of heterogeneous substances, Trans.Connect.Acad. Nr 3, 1876,
Nr 3 1878.

% E. W. Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.

SA.C. Chiang, Podstawy ekonomii matematycznej, PWE, Warszawa 1994.
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Niech sektor rynkowy précz waluty obejmuje dwa dobra. Przyjmijmy, ze jeden
Z uczestnikéw rynku (Adam, cichy) nabyt za potowe swoich aktywow finansowych
dobro 1, a drugg potowe wydat na dobro 2. Inny inwestor (Barbara, cicha) okreslit
swaj portfel zakupem dobra 1 do wysokosci 25% posiadanego kapitatu, ktérego
reszte zachowat w pienigdzu. Przyjmijmy dalej, ze w interesujacym nas okresie
czasu dobro 1 staniato o 20%, a cena dobra 2 wzrosta o 30%. Wynika stad, ze

interesujgce nas wartosci parametrow C, sg nastepujgce

100% — 20% 100% + 30%
= =08 oraz = =

C _— C 3
' 100% 2 100% L

Zatézmy, ze kazdy z inwestoréw dysponowat jedng ziotowka (U, =1zi). Po
Zmianie cen ztotéwka zainwestowana przez Adama przynosi wartos¢

Ug =—Co *Ug =C, -0,52t +¢, -0,524=1,052t,
a ztotbwkowa inwestycja Barbary daje warto$¢ jej portfela réwng
Ug =—Cg Uy =0,752t + ¢, -0,2521= 0,952t .

Chcac wyznaczy¢é temperatury Barbary i Adama mozemy postuzyé sie
kalkulatorem, dla ktérego stosowny program zamieszczony jest w Dodatku.

Obliczone na podstawie danych Cy,, C, i C, wartosci temperatur odpowiednich
zrownowazonych zespotéw kanonicznych z walutg sg nastepujace

TA=255 oraz T®=-046

(dla wiekszej czytelnosci podawane rezultaty posiadajg doktadnosé jedynie kilku
cyfr znaczgcych). Adam osiagnat lepszy wynik finansowy niz Barbara, bo choé

TB< T*, to jedynie Adam odnosi zysk ze swej wiedzy (tylko cena T* jednostki
wiedzy jego zespotu kanonicznego jest dodatnia). Jednak autor wolatby Barbare
w roli doradcy inwestycyjnego, gdyz wiedza jej jest wieksza niz Adama (bo
jesli|T*| > |T®|, to S* > S®). Gdyby wstuchiwaé sie w rady Barbary, by méc
jednoczesnie postepowaé im na przekér (bo T°< 0) zajmujac pozycje krétka do
wysokosci 25% swego kapitatu w dobrze 1 sektora rynkowego, mozna by byto
uzyska¢ wynik finansowy lepszy od Adama.

Uwaznie $ledzgc podobne do powyzszych rachunki dojdziemy do wniosku, ze
ciekawa, na poziomie zasad zespotow kanonicznych, symetria pomiedzy

portfelami o temperaturach T i —T niezupetnie odpowiada zajeciu w dobrach
sektora pozycji diugiej, badz krétkiej, przez jednakowo dobrze poinformowanych
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inwestorow. Aby usunaé ten mankament nalezy przejs¢ do termodynamicznego
opisu opartego na wspomnianych w paragrafie 8 portfelach wspétzmienniczych z
kursem rynkowym. Pamietaé jednak nalezy, ze pozostanie pewna asymetria
proponowanego podejscia zwigzana z portfelami zréwnowazonymi. Rownos¢

wartosci W, zachodzi w konkretnej sytuacji cenowo-portfelowej, dlatego

odnos$nie innych notowan kursowych portfel, ktéry byt zrobwnowazony, zwykle
zrébwnowazonym juz nie jest.

12. Wspo6izmiennicze z kursem portfele zrbwnowazone

Powyzej opisana charakterystyka jakosci inwestowania, ktéra opiera sie na
temperaturze portfela kanonicznego odnoszgcego sie do wartosci rynkowej dobr,
ignoruje wymog wspotzmienniczosci opisu rynku wzgledem grupy odwzorowan
rzutowych®. Majgc na uwadze problemy wynikajagce z paradoksu réwnowagi
cen®™, autor jest przekonany o koniecznosci dostosowania formalizmu opisu
portfeli i kurséw rynkowych do postulatu wspdizmienniczosci. By to uczynié,
wystarczy odpowiednio zmodyfikowaé interpretacje formut wystepujacych w

poprzednich paragrafach przez zastgpienie wartosci portfeli c,,, oraz

parametrow cenowych c,, logarytmami ich warto$ci bezwzglednych*® (czyli

catkami oznaczonymi chwilowych stép procentowych mierzacych tempa
wzglednego wzrostu tych wielkoéci)

In|Cpy | —— —Cy

Injlc,| — ¢,

| |

— W, — W, . (12.1)
|Coo |

Analizujac odwzorowanie (12.1) zauwazymy, ze gdy poprzednie wagi W, (w
cenowej interpretacji parametrow c,) sa odwrotnie proporcjonalne do c,, to

nowe wagi W, (dla logarytmow cen) sa niezalezne od cen. Interesuje nas teraz
portfel kanoniczny o takiej wkasnosci, czyli portfel wspétizmienniczy z kursem
rynkowym*’. Parametr —c,, nie opisuje juz wartoci portfela, lecz osiggniety

* E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.

5 E. W. Piotrowski, Paradoks rownowagi cen, a optymalna asekuracja kapitatu, w Instrumenty
pochodne, Universitas, Krakow 1997.

®E W, Piotrowski, Statyka poréwnawcza a la thermodynamique. Elementy, Optimum Nr 3, 2002.
" E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.

22



zysk. Rozktad kanoniczny wyznaczony w oparciu o zysk (a wiec i wyliczona na
jego podstawie entropia) zmienia sie wraz ze zmiang logarytméw cen, ktérym, po
transformacji, odpowiadajg symbole c, obecne we wczesniejszych rownaniach.

Szczegdlnie prosta jest statystyczna waga waluty e’®" =1, gdyz dotyczy
czynnika ¢, =1n1=0.

Zmodyfikowane w powyzej opisany sposOb dane o zmianach kurséw
cenowych, dla przyktadu zamieszczonego w paragrafie Btad! Nie mozna
odnalez¢ zrodta odwotania., sg nastepujace

¢, =In08=-0223 , c¢,=In13=0,262,
— ¢l =In105=0,049 , —cg =In0,95=-0,051 .

Nowe beda wiec wartosci temperatur portfeli Adama i Barbary, teraz okreslone
na podstawie zespotdw kanonicznych o wspdélzmienniczych portfelach
zrownowazonych w sektorze rynku z walutg. W celu wyznaczenia tych
parametrow mozemy skorzysta¢ z programu zamieszczonego w Dodatku, z
sibdma linig zmieniong w nastepujacy sposéb

tanh? A-Y:eY-Y: (DXYAD+EXY/ME)+(1+YAD+YME)-CoYd

Wyliczone temperatury przyktadowych inwestoréw, odnoszace sie do
wspoéizmienniczych portfeli zrownowazonych, sg nastepujace

TA=109 oraz T®=-059.

Uwagi poczynione w poprzednim paragrafie, dotyczace przewagi informacji
pochodzacej od przewrotnej Barbary, pozostajg nadal aktualne.

Takiego typu temperatur mozna uzywa¢ w celach rankingowych w zwigzku z
dowolng grupg inwestoréw, z ktérych kazdy mégiby dziata¢ w innym sektorze
rynku, w réznym czasie i w dowolnie dtugim przedziale czasowym. Poréwnajmy
dla przyktadu naszych inwestorow z graczem Celestynem, ktory na rynku blizej
nieokreslonej waluty X i pewnego dobra Y wykazujgcego czteroprocentowy
wzrost ceny osiggnat 3,2% zysku. Modyfikujac odpowiednio siédma linie
programu do postaci

tanh? A->Y:eY-Y:DxYAD+(1+YAD)-CoYd

na podstawie danych
¢, =1n1,04=0,039 ,

—c5, =1n1,032=0,031
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znajdujemy temperature gracza T©=0,26. Opierajac sie na danych
temperaturowych stwierdzamy, ze Celestyn jest specjalistg posiadajgcym wiedze
wiekszg niz Adam, czy Barbara (T |< |T®|< |T*)).

Jako technike dualng® do przedstawionego sposobu pomiaru umiejetnosci
inwestycyjnych mozna zaproponowaé¢ m.in. ocene wartosci zadanego
scenariusza sptaty kredytu, czy ocene wartosci cichego portfela obligacji
(ewentualnie opcji) przy stochastycznym zachowaniu sie stop procentowych.
Metody wyceny tego rodzaju modeli zostang przedstawione w osobnych
publikacjach. Nalezatoby poréwna¢ istniejace sposoby okreslania jakosci portfeli
inwestycyjnych z wyzej opisang analizg zespotow kanonicznych. Takze temu
rozlegtemu tematowi autor poswieci odrebne opracowanie.

Dodatek

Ponizej zamieszczono tekst implementacji programu napisanego w dialekcie
jezyka basic stosowanym w jednym z najpopularniejszych kalkulatorow
programowalnych. Program ten pozwala wyznacza¢ temperature
zrbwnowazonego portfela tréjsktadnikowego (N =2) dla osiggnietej przez niego

wartosci —C,, przy zadanym wzglednym wzroécie cen rynkowych ¢, oraz c,.

Przez uwzglednienie kolejnych parametrow cenowych w poczatkowym
fragmencie programu (gdzie pojawiajg sie zmienne D i E odpowiadajace
wczytywanym cenom) mozna tatwo poszerzy¢ zakres jego stosowania na sektor
rynkowy dowolnego rozmiaru. Uzyty algorytm wyznaczania warto$ci
odpowiedniej funkcji odwrotnej opiera sie na technice ,dziel i rzadz™®. Przy
postugiwaniu sie programem nalezy pamietaé o wpisywaniu takich wartosci
portfela —C,,, ktére nalezg do przedziatu (min(Lc,,...,c,),max(Lc,,...,Cy)).
Algorytm w tempie jednostajnym zwieksza ilos¢ cyfr znaczacych wyniku, a
najwolniejsze z istniejgcych w kalkulatorach procesory wykonujg go w ciggu kilku
sekund. Czas wykonania programu mozna skroci¢ jeszcze co najmniej o potowe
(czego autor nie uczynit dla zachowania wiekszej czytelnosci). Ustalenie
temperatury inwestora nie powinno wiec sprawia¢ zadnych trudnosci.

“8 E. W. Piotrowski, Geometria rynku, Optimum Nr 1, 2000.
“9R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna, PWN, Warszawa 1996.
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Lbl 0d

-.999-A:.999-B:20~>N:0-Vd
Norm:ClrText:Green "—-c00="7?-Cd
Orange "c1="7?-D:0range "c2="7?-Ed
Goto 1d

Lbl 24

tanh? A-Y:eY->Y: (Y+DxYAD+EXYAE)+=(Y+YAD+YAE)-C-Yd
V=0=Goto 3d

Goto 4d

Lbl 14

Goto 2d

Lbl 3d

1-Vd

If Y>0d

Then A-Y:B-A:Y->B:IfEndd

Lbl 54

A-Z:.5x(A+B)~Ad

Goto 2d

Lbl 44

If Y>0:Then A-»B:Z~A:IfEndd

Dsz N:Goto 54

.5 (A+B)~Ad

Green " ":Locate 1,7,"T="4d
Locate 3,7,1+tanh? Ad

0-A:While A=0:Getkey~A:WhileEnd:Goto 0
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