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ZAPOMNIANY PIERWOWZOR DEEINICJI
RYZYKA KAPITALOWEGO

Lichwa jednak nie pociagala za soba zadnej kary
i procent, cho¢by najwigkszy, sad mogl uzna¢ za prawny.
Zygmunt Gloger, Encyklopedia staropolska

WSTEP

W ostatnich latach media odnotowuja wylanianie si¢ nowej dyscypliny
naukowej, patrz np. [1], [2]. Nazywana jest ekonofizyka, a zajmuje si¢
stosowaniem technik fizyki do zagadnien ekonomicznych. Ponizsze wywody
prowadzone sa w duchu ekonofizyki i w konsekwencji moga przyczyni¢ si¢ do
nowego spojrzenia na klasyczne zagadnienia matematyki finansowej, ktora z
uwagi na powszechno$¢ proponowanych w jej ramach aplikacji, wymaga
czytelnosci i zrozumienia stosownych do swej rangi.

Celem przyswiecajacym autorowi w trakcie powstawania tego artykutu
byto wykazanie zwiazku pojgcia ryzyka towarzyszacego decyzjom kapitalowym
z pewna klasa probleméw znanych z mechaniki klasycznej, ktore bazuja wy-
facznie na deterministycznej naturze konstruowanych w trakcie ich rozwiazywa-
nia modeli. Czasy w jakich formutowano takie zagadnienia cechowaty si¢ bra-
kiem istnienia jakiegokolwiek rozréznienia pomigdzy mechanika a matematyka.
Nie mozna wykluczy¢, ze pierwotnie nizej opisany mechaniczny obraz obejmo-

! artykut opublikowany w ,Modelowanie preferencji a ryzyko'99” pod red. T. Trzaskalika,
t.1, Akademia Ekonomiczna, Katowice 1999, str. 337-353.
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wat swoim zasiggiem takze dziedziny racjonalnego poznania dalekie od mecha-
niki klasyczne;.

Wspolczesne okreslenie ryzyka zwigzanego z faktem posiadania kapita-
hu najczesciej wiaze si¢ z probabilistycznymi metodami modelowania ruchow
cenowych na rynkach kapitatowych [3]. Zdarza si¢ nawet, ze autorzy ksiazek
(np.[4]) utozsamiaja histori¢ badan nad ryzykiem z rozwojem probabilistyki sto-
sowanej. Uzywajac jezyka geometrii opiszemy pokrotce stochastyczny sposob
patrzenia na ryzyko finansowe, wskazujac jednocze$nie najpowazniejsze (zda-
niem autora) z istniejacych niejasnosci dotyczacych tej teorii. Pozwoli to m.in.
uwypukli¢ prostote deterministycznej metody spojrzenia na ryzyko, ktorej po-
swigcona jest pozostala czes¢ artykutu.

1. INDETERMINISTYCZNE MODELE RYZYKA
FINANSOWEGO

Wyobrazamy sobie, podobnie jak to czynil Luis Bachelier na poczatku
wieku, ze logarytmy cen rynkowych wykonuja swoisty jednowymiarowy ruch
Browna analogiczny do ruchu drobin pytu (zjawiska omawianego na lekcjach
fizyki w szkole podstawowej). Matematycznie, w najprostszym z przypadkow,
ruch Browna opisywany jest réwnaniem dyfuzji, zwanym takze réwnaniem
przewodnictwa cieplnego (badz jego dyskretnymi wariantami, modelujacymi
btadzenie losowe [3], [4]):

%f(x,t) =DAf(x,1).

W powyzszym zapisie ¢ jest czasem, a f(x,t), dla ustalonej chwili #, ma

interpretacje  gestosci  rozktadu  prawdopodobienstwa  zaobserwowania
chaotycznie poruszajacego si¢ obiektu w miejscu x .

Zanim wymienimy znaczenie pozostatych symboli przypomnijmy, ze
fundamentalne rozwiazanie rownania dyfuzji na prostej ma posta¢ funkcji
Gaussa, co tlumaczy uniwersalno$¢ idei dyfuzji w dziedzinach badan
statystycznych. Autor prezentowanego tekstu celowo wypisal powyzsze
roOwnanie bez wyrazenia opisujacego dryf, bowiem, pomimo powszechnos$ci
jego uwzgledniania w roéznych opracowaniach (np. przy wyprowadzaniu
standardowej formuly Blacka-Sholesa [4]), w przypadku niezerowego dryfu
pojawia sig¢ niepokojacy paradoks [5] prowadzacy do logicznych sprzecznosci o
charakterze interpretacyjnym.
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Operator A zwany laplasjanem (zwykle zastgpowany w modelach jed-
2

nowymiarowego bladzenia operacja dwukrotnego rozniczkowania 0_2 , gdzie
X

zmienna X jest logarytmem interesujacej nas ceny dobra rynkowego) jest
prawidtowo okre$lony jedynie na rozmaito$ciach zaopatrzonych w strukture
metryczng. Fakt ten powinien prowadzi¢ do badan wlasnosci metrycznych
przestrzeni parametrow cenowych (kursowych), ktéra wydaje si¢ mie¢ juz sama
w sobie strukturg¢ geometryczna (posiada cechy przestrzeni rzutowej [6]). Dla
metrycznych struktur riemannowskich operator Laplace'a w przypadku
wielowymiarowym (kilka parametrow cenowych {x,} charakteryzuje

poszczegodlne dobra rynkowe) zadaje de facto formuta

62
A= A(X)———
;g” ) 0x,0x

w ktorej konkretny wybor elementow tensora metrycznego g, (x) powinni$my

zawsze  usprawiedliwi¢  operujac  argumentami  ekonomicznymi. Z
przeprowadzonych analiz wynika [8], ze posta¢ macierzy g (x) w typowych

sytuacjach rynkowych wyznacza struktur¢ niecuklidesowej geometrii
hiperbolicznej. Ciekawostka jest, ze dla najprostszego przypadku rynku dwéch
débr istnieje naturalny opis cen oraz portfeli posiadajacy metryczna strukture
rzutowa, dostrzezona na poczatku stulecia przez V. Varicaka [9] i
A. Sommerfelda [10] w szczegdlnej teorii wzglednosci.

Mozna wskaza¢ elementarne przyktady pewnych metrycznych
probleméw rynkowych [8] o symetrii wymuszajace] metryzacje taka, ze
odlegtosci pomigdzy punktami-cennikami (czy punktami-koszykami dobr) nie
zadaje juz lokalnie dobrze okre$lona symetryczna forma kwadratowa — tensor
metryczny. Niejasny jest wtedy sposob konstruowania operatora Laplace’a, za$
w bogatej literaturze matematycznej brak na temat tej konstrukeji jakichkolwiek
wskazowek.

Wspotczynnik dyfuzji D, mierzacy ruchliwos$¢ punktu-ceny (notowania)
na krzywej logarytmow cen (np. kurséw akcji) wyraza w standardowej teorii
ryzyko zwiazane z posiadaniem danego typu kapitatlu, i bardzo czgsto rdzni sie
dla roznych typow kapitatu. Znajomos¢ wspotczynnika dyfuzji (ryzyka) D dla
portfeli ztozonych z réznego typu sktadnikéw kapitatowych (dobr) pozwala mi-
nimalizowa¢ ryzyko przy ustalonej rentownosci portfela poprzez przegrupowa-
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nia prowadzace do zmiany proporcji sktadnikow portfela [6]. Dziedzina ta zwa-
na jest teorig portfela.

Scharakteryzowane wyzej ujgcie zagadnienia ryzyka opiera si¢ na
paradygmacie metod probabilistycznych. W ponizszym opracowaniu autor
odchodzi od tego podejscia proponujac spojrzenie na problem ryzyka, ktore
operuje odmiennym kontekstem, gdy jezyk opisu zagadnien finansowych nie
wykracza poza wyobrazenia deterministyczne, a interpretacja probabilistyczna
nie jest konieczna dla zrozumienia modelu.

Na poczatek rozwazmy pewna scenke, ktéra powinna utatwié
rozpoznanie réznych aspektow analizowanego dalej problemu.

2. PROBLEM ZONGLOWANIA

— Zotnierzu, dlaczego pociski armatnie pozostaly po tej stronie przepasci?
— Ktadka wytrzyma ciezar mojej osoby tylko wtedy, gdy bede przenosic¢

najwyzej jeden pocisk, a pociskow jest wiele do przeniesienia, generale.
— Wiec zongluj, durniu!

Interesujacy nas problem dotyczacy tej scenki mozna zawrze¢ w pytaniu: czy
koncept generala jest dobrym pomystem? W ten, lub w podobny sposéb
postawione zagadnienie jest szeroko znanym wsrdd fizykow zadaniem o
zonglowaniu, ktérego poczatkow nalezy doszukiwaé si¢ w odlegltej przesztosci
ksztaltowania sig tresci drugiej zasady dynamiki Newtona stanowiacej podstawg
mechaniki klasycznej, a znanej wszystkim ze szkolnego kursu fizyki.

Z zasad Newtona wynika, Zze (poprzestajac na rozwazaniu skladowe;j
pionowej ruchu) zmiana pgdu przenoszonych pociskow, o tacznym cigzarze Q,
wyniesie:

dp =(Q -~ f()dt,

gdzie — f(¢) jest sita reakcji Zotnierza na pociski, wigc takze ktadki na pociski.
Tak przed, jak i po przeniesieniu, pociski artyleryjskie beda spoczywac
na ziemi, czyli ich pgd nie dozna zmiany na skutek tej operacji, co wyraza

nastepujaca catka:
p(T) T

p(M)=pO)= [ dp=[(Q-f(t)dt=0

r(0) 0



Zapomniany pierwowzor definicji ryzyka kapitalowego 5

gdzie T jest czasem przejscia przez kltadke. Konsekwencja ostatniej rownosci
jest stwierdzenie, ze $redni w okresie czasu T nacisk przenoszonych pociskow
na ktadke jest rowny ich cigzarowi:

17 _
?‘O[f(t)dt-Q.

Minimaksowa, czyli najmniejsza z mozliwych, maksymalna warto$¢ tego
nacisku w trakcie przechodzenia przez ktadke¢ jest rowna catkowitej wadze
pociskow. Dowdd tego stwierdzenia jest oczywistym wnioskiem wynikajacym z
elementarnej wlasno$ci wartosci $redniej (tzw. twierdzenia o wartosci srednie;j):

% { fOdt < £, =max[f(0)].

Jakiekolwiek zonglowanie pociskiem(-ami) zwigkszy jedynie maksymalna z
warto$ci sit nacisku zolierza na ktadke, co w najlepszym przypadku zwigkszy
ryzyko zerwania ktadki.

Wyjasnijmy opisang sytuacje mniej lakonicznie. Fizyczny kontekst
naszego zadania powoduje, ze rozwiazujacy je probuje okreslic najwigksza
warto$¢ sity nacisku na ktadke bowiem, by przenoszenie pociskow byto
wykonalne, liczba ta musi by¢ mniejsza od minimalnej sity powodujacej
zerwanie ktadki. Dla roznych sposobow przenoszenia pocisku (zadanych
jednoznacznie konkretnym ksztaltem funkcji f(¢)) zagrozenie (ryzyko)
zerwania ktadki mozna mierzy¢ warto$cia f,,. wyznaczong dla poszczegdlnego

sposobu. Stad juz prosty wniosek, ze najlepsza metoda skutecznego transportu
pociskow jest zrezygnowanie z zonglowania — wtedy f, . jest najmniejsza.

Naturalng metryka mierzaca odleglos¢ (w stopniu zagrozenia) pomiedzy dwoma
sposobami  przenoszenia pocisku jest warto§¢ bezwzgledna roznicy
wyznaczonych dla nich liczb f Taki pomiar ryzyka, jak i zastosowany

max °
wariant zasady minimaksu (obrazujacy ,,preferencje” mechanizmu zrywajacego
ktadke w sytuacji pojawiajacego si¢ przeciazenia) wynikaja z elementarnej
wiedzy o wytrzymato$ci materiatowej i stanowia dodatkowe zalozenia, przyjete
po uprzednim zastosowaniu zasady mechanicznej Newtona.

Pigkno rozwigzania problemu zonglowania wynika z faktycznego wzig-
cia pod uwage, w trakcie rozwiazywania zadania, wszystkich mozliwych sposo-
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bow zonglowania (dowolnie skomplikowanych przebiegéw funkcji f(¢)). Tak

szeroka analiz¢ zagadnienia umozliwil przyjety tok rozumowania, ktory nie
wymaga znajomosci jawnych postaci tych funkcji.

Mimo powszechnej znajomo$ci praw mechaniki pomyst generala nie
spotyka si¢ z kompromitacja, bowiem fizyka uwazana jest za dyscypling
niepraktyczna, a general, sugerujac niezr¢czno$¢ samego poszkodowanego,
fatwo obarczy go ewentualnymi tragicznymi konsekwencjami zonglowania.

3. KAPITALOWE ODPOWIEDNIKI ZASAD DYNAMIKI

Przyjmijmy, ze stowo lichwa oznacza dowolny proces przekazania
kapitatu, w zamian za co pozyczajacy zobowiazuje si¢ dokona¢ w pozniejszych
terminach wyplat kapitatu pozyczkodawcy, ktére w rozumieniu zawieranej
umowy powinny uzasadni¢ pozyczke, czyniac ja ushuga rynkowa, wolna od
jakiegokolwiek przymusu. W ostatnich stuleciach pejoratywne znaczenie stowa
lichwa, sugerujace nieuczciwos$¢ tego przedsigwzigcia, nie bylo akceptowane
przez regulacje rzadzace dhugami kapitatowymi. Swiadczy o tym zacytowane na
poczatku tekstu zdanie z Encyklopedii staropolskiej Glogera. Dlatego wydaje si¢
mozliwym do przyjecia uzycie okreslenia lichwa w powyzej zaproponowanym
znaczeniu.

Dopusémy, aby sptata kapitalu wystgpujaca w lichwie mogla mie¢ (lecz
niekoniecznie musiala mie¢) charakter statystyczny, podobnie jak i pozyczka.
Lichwa w tym rozumieniu stowa jest wigc weksel, kredyt, obligacja, akcja,
kontrakt terminowy, opcja, ale tez umowa ubezpieczenia, zaktad bukmacherski,
czy wreszcie tak pozornie odmienny proces jak podziat kapitatu [11]. W czysto
kredytowym modelu Wicksella [13], gdzie pieniadz jest jedynie przyrzeczeniem,
wszystkie transakcje rynkowe posiadaja znamiona lichwy. Przeprowadzona we
wcezesniejszym opracowaniu klasyfikacja podstawowych form kredytow
niestatystycznych opiera si¢ na interesujacym zjawisku algebraicznej dwoistosci
lichwy [14].

Powyzsze zadanie o Zonglowaniu zostato zaprezentowane po to, by shu-
zyto jako metafora obrazujaca istotg najbezpieczniejszej techniki lichwy, ktora
zdaniem autora trudno jest celniej uzasadni¢, bowiem idea lezaca u podstaw
problemow fizycznego i kapitalowego jest taka sama. Interesujacym bedzie
wskaza¢ petny izomorfizm pomiedzy lichwa, a opisanym tu zagadnieniem zon-
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glowania. W tym celu utozsamimy fizyczny ped p, () z kapitalowym stanem
posiadania (badz zadluzenia w przypadku wartosci ujemnych) w chwili ¢ pew-
nej osoby, zwanej dalej lichwiarzem, wyrazony w dowolnych jednostkach kapi-
tatowych — np. w ztotych w z gory ustalonej chwili przesztej (badz przysziej) T
— i nazwijmy go skrotowo stanem konta. Niech teraz f, (¢) oznacza zdyskonto-
wana do chwili T warto$¢ nat¢zenia przeptywu kapitatu na, badz z konta. Nate-
zenie to dotyczy chwili ¢, czyli nominalna warto$¢ przeptywu kapitatu mierzona
w chwili przeptywu ¢ wynosi U(¢,T) f, (¢). Funkcja U(T,?) to czynnik multi-
plikatywny, uwzgledniajacy procent o jaki wzroénie do chwili ¢ kwota f;

wezesniej zdyskontowana do chwili T (czynnik U(#,T) mozna traktowaé jako

uzytecznos¢ kapitatu dla lichwiarza, zob. [14]). W Dodatku zostaly przedsta-
wione wilasnoéci, ktore spetnia funkcja U(f,T). Znane z literatury finansowej
pojgcie strumienia przeplywu kapitatu zarezerwujemy dla oznaczenia wielkos$ci
bedacych przestrzennymi catkami po f, () (sumami po wielu jednoczesnych

procesach przepltywu), co jest zgodne z nazewnictwem fizycznym. Ekonomicz-
nym odpowiednikiem drugiej zasady dynamiki okazuje si¢ proste w swej tresci
stwierdzenie, ze predkos¢ zmian stanu konta rdwna jest nat¢zeniu przeptywaja-
cego przez nie kapitatu, czyli

dp (1)
—=f; (). 3.1
i S (1) (3.1
Elementarna konsekwencja tego prawa jest niewrazliwo$¢ opisu przeptywow
kapitatlowych na korekte stanow konta 0 dowolng  stala
p, ()= p,(t)+constans . Druga zasad¢ mozna sformulowa¢ w postaci

catkowej, gdzie wyraza si¢ nastepujaca formuta

2 ¥)

pr(ty) = pr(8) =J.dpr =J’fr (t)dt .
n n

W swojej catkowej formie réwnanie (3.1) jest zasadq zachowania kapitatu
gloszaca, ze réznica w stanie konta jest zawsze wynikiem zbilansowania
zachodzacych na koncie przeptywdow kapitatowych.

Dla kompletnosci przeprowadzanych rozwazan mozna jeszcze zinterpre-
towac I i III zasade dynamiki Newtona. Pierwszej zasadzie odpowiada stata po-
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sta¢ rozwiazania rownania (3.1) dla przypadku f (¢) =0, stwierdzajaca ze stan

konta nie ulega zmianie, gdy natgzenie przeptywu kapitatu jest zerowe. Podob-
nie jak ma to miejsce w fizyce, taka wlasno$¢ opisu kapitatu powinnismy trak-
towaé jako postulat o istnieniu konsystentnych zestawow funkcji uzyteczno$ci
(ktore sa odpowiednikami uktadéw inercyjnych), umozliwiajacych postugiwanie
si¢ przedstawionymi tu zasadami. W tym sensie I zasada ma wzgledem pozosta-
lych zasad mechaniki znaczenie komplementarne.

Analogon trzeciej zasady Newtona (o akcji i reakcji) glosi, ze natezenie
kapitatu f, ., wplywajqcego na konto osoby A a pochodzqcego od osoby B

musi by¢ zréwnowazone natezeniem f, ., pochodzqcym od osoby A i

wplywajqcym na konto osoby B, czyli
Sasp t fBsa =0. (3.2)

Roéwnanie (3.2) nie jest jednak rownaniem bilansu. Bilansem (w finansowym
znaczeniu tego slowa) jest Il zasada. Bilansujac kapitat bierzemy pod uwagg
wszystkie wptywy 1 wyplywy zmieniajace stan jednego konkretnego konta, za$
w przypadku III zasady odnosimy si¢ do przeplywéw pomigdzy réznymi,
powiazanymi ze soba kontami. Przy tym w rownaniu (3.2) nalezy pamigtaé, by
nat¢zenia przeplywow wyrazone byly wzgledem tej samej funkcji uzytecznosci.
Model mechaniczny takze jest opisywany jednym, dowolnie wybranym uktadem
inercyjnym. Tak brzmiaca zasada stanowi wariant popularnego stwierdzenia o
rynkach finansowych, gloszacy nieistnienie zjawiska darmowego obiadu (no
free lunch theorem). Wystgpowanie, dla pewnego podmiotu rynkowego,
niekompensujacych si¢ nat¢zen prowadziloby do natychmiastowego zysku z
arbitrazu. Ow proces przywrocitby petne zbilansowanie dla tak utworzonego
rozktadu natezen. W ponizej przedstawionym przyktadzie przekonamy sig, ze
wystarczy, aby ekonomiczny wariant trzeciej zasady byt spelniony jedynie w
sensie statystycznym, obowiazujac dla wartosci oczekiwanych z natezen
przeplywow kapitatowych. Kto§ moze zjes¢ darmowy obiad, ale kto§ inny
(niekoniecznie tego §wiadomy) musi kiedys$ za 6w dodatkowy obiad zaptaci¢. W
ekonomii zasada akcji i reakcji jest mniej kategoryczna niz w mechanice. Dla
rynkéw efektywnych mozna stosowacé posrednia mi¢dzy podanymi (w sensie
kategoryczno$ci sformulowania) wersjg Il zasady przyjmujaca, Ze natgzenia
przeplywow kapitatowych sa rezultatem proceséw stochastycznych bedacych
martyngatami [15]. O uniwersalizmie twierdzenia typu no free lunch theorem
niech §wiadczy jego pojawienie si¢ w gatezi badan interdyscyplinarnych, jaka
jest teoria algorytmow [16].
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W ten sposob zostata wykazana odpowiednio$¢ pomigdzy mechanika
klasyczna punktéw materialnych, a opisem dowolnej postaci lichwy. Obszerne
omoéwienie uogodlnienia takiego modelu lichwy na przypadki, w ktorych
natezenia przeptywdw kapitatowych sa formami liniowymi na wielowymiarowej
przestrzeni kont, zostato przedstawione w pracy [12].

Warto w tym miejscu dodaé, ze zastosowana w odpowiednikach zasad
mechaniki konwencja sptaty lichwy jest tzw. konwencjq z kapitalizacjq [ 14]. Jest
ona sposobem rozliczania umowy lichwy wedlug standardu, w ktorym koszty
kredytowania sa uwzglednione przez stosownie okreslonego czynnika
dyskontujacego U (T,t) (bedacego uzytecznoscia kapitatu dla strony dyktujacej
umowe lichwy) i uiszczane w chwilach zwrotu odpowiednich rat.

Przyjetym standardem podrecznikowym  opisywania  kredytow,
stanowiacych najczesciej omawiana formg lichwy, zob.np.[17], jest konwencja
bez kapitalizacji [14]. Polega ona na interpretacji sptaty kapitatu lichwy w ratach
uznajacej, ze nominalna wysokos¢ poszczegdlnej raty dlugu nie narasta z
uplywem czasu, za$ koszty kredytowania (ujgte w dyskoncie) stanowia odr¢bna
forme kapitatu, proporcjonalng do dtugu i sptacang na biezaco w formie odsetek.

Natgzenie przeplywu kapitalu opisywanego w konwencji bez
kapitalizacji oznaczymy przez f(¢t). Zwiazek pomiedzy tymi dwoma

konwencjami przybiera najbardziej zwarta forme jezeli zapiszemy go w
nastepujacej postaci

E@Q)=UTF (1), (3.3)

gdzie T jest chwila czasu wzgledem ktorej dyskontowane sa stany konta i
natgzenia przeptywu kapitatu, za§ symbole F, (¢) oraz F'(t) wyrazajq pozostatg
do sptacenia lichwiarzowi ilo$¢ kapitalu, odpowiednio w konwencjach z
kapitalizacja i bez kapitalizacji. W przypadku interpretacji probabilistyczne;j
opisu lichwy wielkosci te sa proporcjonalne do dystrybuant rozktadéw
prawdopodobienstw zdefiniowanych wzgledem chwili 7' zakonczenia lichwy.
Zwiazki miedzy natezeniem przeptywu kapitalu a pozostala ilo$cia kapitatu
pozostajacego do sptacenia majg wigc postac

dr (1)

FO=[fmdv . f0=-"1

i w konwencji bez kapitalizacji sq takie same.
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W biezacym paragrafie nie mialo znaczenia, czy wielko$ci takie jak p,
i f. dotycza jednego, czy wigcej dobr. Sformutowane zasady sa prawdziwe dla
modeli w przestrzeniach liniowych R" o dowolnym wymiarze. Istotna
modyfikacja jest wtedy mozliwos¢ pojawienia si¢ stopy macierzowej [12],
dyskontujacej uzyteczno$¢ dobr. Wtedy, dla osobliwych macierzy uzytecznosci,
zachowane beda jedynie wlasnosci potgrupy.

Zaleznosc¢ (3.3) w wariancie dyskretnym zostata wykazana w pracy [14].
Ze wzgledu na obszerno$¢ zagadnienia pelne omoéwienie powiazan ilosciowych
migdzy wielkosciami opisujacymi lichwg¢ w obydwu konwencjach
kapitalizacyjnych, modelowanych na dziedzinie czasowej ciaglej, zostanie
zamieszczone w odrgbnym opracowaniu.

4. NAJBEZPIECZNIEJSZA FORMA LICHWY

Rozwazmy dalsze podobienstwa pewnych typow lichwy do zadania o
zonglowaniu. W przypadku najprostszego, dyskretnego modelu sptat natezenie
/. () jest uogodlniona funkcja (w argumencie ), rowna kombinacji liniowej
kilku miar O Diraca (delt Diraca, patrz np.[18], [19]) o no$nikach w punktach

reprezentujacych kolejne momenty sptat 1 wspdlczynnikach réwnych
zdyskontowanym do jednej chwili (np. T ) wysoko$ciom kolejnych rat

F0=3 $ (OB -1).

gdzie ¢ (1) =U(1,t,)¢(l), za§ ¢(I) jest nominalem /-tej raty splaty. Liczba

N stanowi ilo$¢ wszystkich rat.
Przyjmijmy naturalne, cho¢ niekonieczne zatozenie, ze ¢.(0) wyraza

wysoko$¢ udzielonej pozyczki i jest liczba ujemna, ¢, (k) dla k=1,...,N sa
zdyskontowanymi do chwili T kolejnymi ratami sptaty (liczby dodatnie), oraz
7e pozyczka jest zbilansowana z punktu widzenia lichwiarza, czyli ze

p(1)=p,(0) = [/ (t)dr = ;cbr(l) =0.

Analogonami dodatkowo uwzglednionego cigzaru ((¢) z zadania o pociskach

bylyby w tym przypadku dowolne, nie objete umowa lichwy, nat¢zenia prze-
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ptywu ptatnosci przez konto lichwiarza. Dla dbalosci o prostote przyktadu za-
niedbujmy owe zbgdne komplikacje. Niech preferencje lichwiarza beda mini-
maksowe, tzn. niech zabiega on o taka umowg lichwy, by ewentualna najwigk-
sza z mozliwych strat, polegajaca na nicoddaniu mu raty dtugu, byta najmniej-
sza. Minimalna strata wystgpuje dla wszystkich rat jednakowo uzytecznych
(patrz wyzej stosowane twierdzenie o wartosci sredniej). Wtedy umowa lichwy
bedzie miala postac

@, (k) =constans, = % 2 ¢.()

dla k=1,...,N.
Jest to lichwa o najmniejszym ryzyku dla lichwiarza w kontekScie jego
preferencji. Standardowo nosi ona nazwe kredytu o realnie statych ratach splaty
— dwoistym do tego rodzaju lichwy jest kredyt o nominalnie statych ratach
kapitalowych, czyli w praktyce najpopularniejszy sposrod wszystkich rodzajow
kredytu.

Za naturalng miar¢ ryzyka dowolnej umowy lichwy przy
minimaksowych preferencjach lichwiarza moze np. postuzy¢ srednie odchylenie
kwadratowe ciagu splat {¢ (k)} od jego wartosci $redniej, por. klasyczny

artykut H. Steinhausa [20]. Oczywiscie taka miara gwarantuje, ze najbardziej
bezpieczng jest sptata dlugu nie pozwalajaca na zadne Zzonglowanie polegajace
na przyjmowaniu réznych wartosci realnych dla kolejnych rat sptaty. W
cytowanej pracy Steinhaus wyjasnia, w jaki sposéb w podobnych modelach
zmiana preferencji wptywa na definicj¢ stosownej miary ryzyka, tak wigc
mozemy okresli¢ miary ryzyka dla przypadkow odmiennych preferencji
lichwiarza, lub miary ryzyka dla osoby zaciagajacej dtug, gdy U(T,t) jest
funkcja uzytecznosci dhuznika. Wtedy w rachunkach nalezy uwzgledni¢ zmiang
stanu konta po petnym procesie lichwy

D= O = [£(0d = 6. %0.

gdyz stosowne bilansowanie pozyczki zachodzi jedynie dla uzytecznos$ci
lichwiarza. Ten drugi wariant miar ryzyka jest rownie wazny, bowiem czgsto
umowe lichwy dyktuje osoba zaciagajaca dlug (np. w przypadku emisji
obligacji, czy wystawienia polisy ubezpieczeniowej).
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Przedstawiona tu wersja zasady najmniejszego ryzyka (obejmujaca m.in.
klas¢ probleméw minimaksowych) opisuje wiele sytuacji sposrod zjawisk przy-
rodniczych i spotecznych, ktorych przyktady - znajac istot¢ zadania o zonglowa-
niu - tatwo mnozy¢, wigc poshugiwanie si¢ owa zasada nie powinno wywolywac
jakichkolwiek kontrowersji. Réwnowazne rachunkowo omowienie problemu,
odnoszace si¢ jednak do zagadnien probabilistycznych, mozna odnalezé w
artykule Steinhausa [20].

5. PRZYKLAD LICHWY STATYSTYCZNEJ: UBEZPIECZENIA
KAPITALOWE

Autor pozostawia zainteresowanym = sprecyzowanie stosownych
interpretacji ekonomicznych, powstalych przez traktowanie natgzen f,(¢f) (w

modelach dyskretnych ¢, (k)) jako wielkosci stochastycznych. Analogie w

bogatym wachlarzu zastosowan probabilistyki powoduja, Zze czynno$ci takie
stanowig przyjemne, skazane na sukces do$wiadczenie. Przejdzmy zatem od
razu do przyktadu lichwy statystycznej tak dobranego, aby maksymalnie
uprosci¢ tlo czasowe modelu eksponujac jego aspekty losowe. Uogolnienie
problemu na ciagta dziedzing zdarzen mozna otrzymaé opierajac si¢ na pracy
[7], gdzie przedstawiono formuly prowadzace w szczegdlnym przypadku do
ponizszych wzorow.

Zaldzmy, ze ubezpieczony zaangazowal swoj kapitat p w oplacalne, lecz
ryzykowne przedsiewzigcie, wigc ubezpieczyt go na sum¢ alp =20. W wyniku
zdarzenia k (k=1,...,N) przedsigwzigcie to daje finalny kapital /,, po

zdyskontowaniu do chwili poczatkowej rowny kapitalowi wyjsciowemu
p=e L, czyli [, =e" [p, gdzie logarytmiczna stopa procentowa 7 jest
zmienng losowa, ktorej warto$¢ 7, pojawia si¢ z prawdopodobienstwem F, . Na

skutek tegoz zdarzenia ubezpieczyciel wyplaca ubezpieczonemu kwote
h,[p=0, ktora, po zdyskontowaniu zgodnym ze stopa ubezpieczyciela,

wynosi @,(k)=e' [h, [p (stopa asekurujacego s nie jest zmienna losowa).
Dla wygody wielko$ci A, zostaly wybrane tak, aby mierzyly wysokos¢

odszkodowania przypadajacego na jednostke ubezpieczonego kapitatu.
Zwro¢my uwagg, ze w zagadnieniach asekuracyjnych ubezpieczyciel
jako lichwiarz pozycza ubezpieczonemu ujemny kapitat.
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W lichwach statystycznych wymagamy, by odpowiednik III zasady
Newtona byt dla lichwiarza prawdziwy jedynie w sensie wartosci Srednich. Ase-
kurujacy przyrzeka skrzywdzonemu przez los ubezpieczonemu darmowy obiad,
jednak dywersyfikuje ryzyko takiego zdarzenia likwidujac swoje straty poprzez
rozproszenie pochodzacego ze sktadek kapitatu na duza liczbg ubezpieczonych.
W tym przypadku trzecia zasada stwierdza, ze

E[¢,(k)]=alp,

gdzie E[x] oznacza warto§¢ oczekiwana zmiennej losowej x. Po

przeksztatceniu otrzymamy, ze

et DZ h [P, =a. (5.1)

Pelny kapital ubezpieczajacego si¢ wynosit p,(0) = p(0) =(1+a)Lp, by po

wyplacie odszkodowania mie¢ warto$¢ nominalna
U,0) Ly () = p() =1, +h [p=(e" +h)Lp.

W przyjetej przez ubezpieczonego mierze uzytecznosci (czyli w jego uktadzie
odniesienia) przedsigwzigcie winno si¢ bilansowac, dlatego na podstawie drugiej
zasady wnioskujemy, ze

0= [ /o0t = py(T) = py(0) =UO,T)Te" +h)p=(1+a)p.

Powyzszy bilans byt dyskontowany na moment zawierania umowy. Dla tego
celu chwila ¢ =0 jest réwnie dobra jak kazda inna. Poniewaz U(0,T) = e *") |
wigc logarytmiczna stopa zysku ubezpieczonego (z przedsigwzigcia

kapitatowego uwzglednianego lacznie ze sktadka ubezpieczeniowa) wynosi
R(h)=In(e* +h)-In(1+a).

Z pozycji uzyteczno$ci ubezpieczyciela, czy uzytecznosci osoby trzeciej konto
ubezpieczonego nie musi si¢ bilansowa¢. Zbilansowanie jest konieczne w przy-
padku ubezpieczonego, bowiem stanowi ono jedyny sposob pomiaru uzyteczno-
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sci kapitalu. Uzyteczno$¢ nie jest miara subiektywnego sadu podmiotu rynko-
wego. Jest ona wynikiem rozrachunku jego obiektywnych decyzji, oraz nieza-
leznych od niego sytuacji rynkowych, generujacych wszystkie natg¢zenia prze-
ptywow, oddziatywujace bezposrednio na stan jego konta. Tyle mozemy wy-
wnioskowa¢ z odpowiednikow zasad mechanicznych (I zasada uprawnita nas do
przeprowadzenia przedstawionych kalkulacji).

Zatézmy teraz, ze rynkowo najbardziej atrakcyjnym jest wybranie ze
wszystkich zbioréw odszkodowan {h,} takiego sposobu wyptaty & :={h},
ktory gwarantuje statystycznie najwyzszy z mozliwych zysk ubezpieczonego. To
potrzebujacy wybiera ubezpieczalnig, za$ konkurujaca na rynku ubezpieczalnig
interesuje przede wszystkim przecigtny poziom zadowolenia klienta.
Ubezpieczalnia powinna wybra¢ zbidr odszkodowan h spetniajacych warunek
(5.1), przy ktorym $rednia logarytmiczna stopa zysku klienta jest najwyzsza

R(K") = max{E[R(h, )]}

Rozwiazanie tego zadania na ekstremum warunkowe jest nastgpujace
h, =max{0,e”(1+a")—e*},

gdzie a =e' q . h,: [P, , wigc powyzsza formuta ma charakter rekurencyjny.

Jednak nie stanowi to problemu obliczeniowego przy ustalaniu optymalnych
stawek odszkodowan {/,} w konkretnym przypadku wag P, i stop zysku 7,

dla réznych wariantow przedsigwzigcia kapitalowego. Praktyka ubezpieczen
kapitalowych niewiele odbiega od wyzej wypisanego rozwigzania optymalnego,
ktore nakazuje (dla s =0), by przy ruinie przedsigwzigcia (7, — — ) wyptacié
pelne odszkodowanie z nawiazka, réwna poniesionym wydatkom na
ubezpieczenie, za$§ w przypadku wyraznego sukcesu kapitatowego
(I, = (1+a") [p) nie wyptacaé nic.

Jezeli bezmyslnie przyja¢ w prezentowanym przyktadzie minimaksowe

preferencje optymalnego kredytowania, otrzymane rozwigzanie byloby catkowi-
cie rozbiezne z idea ubezpieczenia. Odszkodowania /, utracityby zalezno$¢ od

stop zysku ubezpieczonego 7, . Przyczyna dla ktorej decydujemy sig na ubezpie-

czenie kapitatu nie jest bezpieczenstwo sktadki, czy awersja do ryzyka (bo mo-
glaby by¢ nieoptacalna), lecz jedynie pragnienie maksymalizacji oczekiwanego
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zysku, co dobitnie ukazuje posta¢ znalezionego optymalnego rozwiazania h
Interesujacym byloby znalezienie miary ryzyka niezmienniczej przy operacji
transferu ryzyka, nastgpujacego podczas zawierania umowy ubezpieczenia, w
przypadku braku mozliwosci dywersyfikacji ryzyka z powodu wielo$ci umow.
Rynkowa warto$¢ stopy s wyznaczylaby wtedy koszty ponoszenia tak mierzo-
nego ryzyka.

Na koniec warto zapyta¢ o najwyzsza dopuszczalna stopg ubezpieczalni
s*, przy ktorej R(h",s") =0 . Jest ona dana wzorem

o2 AR
245

Sumowanie Zk przebiega te indeksy k , dla ktorych hZ =0,a zk pozostate

przypadki, wtedy gdy hZ # 0. Zysk ubezpieczalni powyzej stopy s spowoduje
statystycznie widoczng strat¢ ubezpieczajacych si¢ i1 powinien skutkowaé
zjawiskiem zaniku omawianego typu lichwy.

Ubezpieczenie dotyczylo przedsigwzigc kapitatowych, wigc statystyczny
brak zysku bedzie skutecznie do niego zniechgcal. Kazde rozwigzanie s,
rownania R(4,s) =0 wzgledem stopy s posiada wiasnosé s, <s , dlatego
empatia lichwiarza wzgledem ubezpieczonego, wyrazajaca si¢ jego propozycja
optymalnego scenariusza odszkodowan h, skutkuje mozliwoscia zwigkszenia
zysku ubezpieczonego. Pomimo antagonizmu graczy asekuracja kapitatowa nie
jest gra o sumie zerowej, zas§ maksymalizacja tej sumy lezy w interesie obydwu
stron umowy.

PODSUMOWANIE

Poznawanie przy pomocy porownywania przez szukanie analogonow
byto i1 pozostanie fundamentalna metoda badania rzeczywisto$ci. W czasach po-
glebiajacej sie specjalizacji uczonych, gdy problemy techniczne zajmujacych ich
zagadnien powoduja zjawisko utraty komunikacji pomigdzy réznymi dziedzi-
nami wiedzy, uchwycenie podobienstw budowy modeli wyjasniajacych naturg
odlegltych od siebie zjawisk moze przynies¢ wielorakie korzysci. Zadanie o zon-
glowaniu i analogiczne do niego zagadnienie najbezpieczniejszej lichwy wyraz-
nie obrazuje, ze problem ryzyka odnosi si¢ do wielu kontekstow deterministycz-
nych, w ktorych ryzyko nie posiada koniecznego tta zjawisk przypadkowych.



16 Edward W. Piotrowski

Zaproponowany sposob myslenia, oparty na analogonach zasad mechaniki kla-
sycznej, zachowuje swoja atrakcyjnos$¢ przy stosowaniu go w kontekScie pro-
blemoéw statystycznych, co obrazuje przyktad ubezpieczen kapitalowych. Same
zasady stanowia wyrazisty fundament rachunkowy, precyzyjnie okreslajacy sto-
sownie zdyskontowane przeptywy kapitalowe. Dopiero na tej podstawie uwy-
datniaja si¢ odpowiednie preferencje zainteresowanych stron lichwy, wyrazajace
sktonno$¢ do maksymalizacji zysku, czy tez gormy poziom akceptowanego ry-
zyka.

Autor prosi czytelnikow, ktorzy dobrngli do konca tego tekstu i
dostrzegaja nowe przyktady zastosotania_zasad mechaniki kv ekonomii, o

kontaktowanie si¢ z nim pod adresem: ep@l pha. uwb. edu. pl

DODATEK: FUNKCJA UZYTECZNOSCI KAPITALU U(t,T)

Funkcje uzyteczno$ci wyznacza wybor uktadu odniesienia, w ktorym
stosujemy zasady II i III. Istnienie takich uktadéw postuluje zasada 1. Funkcja
uzytecznos$ci kapitatu U (¢,T) posiada nastepujace wasnosci:

* monotoniczno$¢: Gdy ¢, <t, to U(¢,,t)>U(t,.t,), czyli U(t,,t)
jest malejaca funkcja drugiego argumentu. Dla ustalonej nominalnie
warto$ci pewnego dobra oznacza to, ze czym bardziej jest ono czasowo
odlegte, tym mniejsza jest jego obecna uzytecznosc.

* istnienie kresu gornego: lim, , U(#,,t) =1. Terazniejsza uzytecznos¢
dobra jest rowna jego wartosci.

* istnienie kresu dolnego: lim, _U(¢,,t)=0. Obecna uzytecznosé

dostatecznie odleglego w czasie dobra jest znikoma. Wraz z poprzednia
wlasno$ciq oznacza to, ze dla f=¢, wartoSci funkcji uzyteczno$ci

naleza do odcinka jednostkowego, U(¢,,#)[1(0,1] .

* racjonalno$é: Dla dowolnej chwili posredniej T U[#,,7] zachodzi
whasnos¢: U(t,,T) W (T,t) =U(t,,t). Oznacza to, ze uzyteczno$¢
dobra zdyskontowanana na chwilg f#, réwna jest jego uzytecznos$ci na
chwilg T, dodatkowo zdyskontowanej z chwili T do chwili ¢, .

* istnienie elementu odwrotnego: W zagadnieniach o charakterze deter-
ministycznym dla czaséw ¢ wczesniejszych od ¢, (¢ <t,), postuluje-
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my  funkcje  uzytecznosci  okreslona  nastgpujaca  formula:
Ulty,t) = (U(t,1,))" wiec wtedy U(t,,£) 0 (1,0) .
Powyzsze wlasnosci powoduja , ze uzytecznos¢ ustalonego dobra posiada
strukture grupy.

Po zlogarytmowaniu grupa uzytecznosci staje si¢ izomorficzna z grupa
liczb rzeczywistych (R,+). Logarytm funkcji uzytecznosci »(¢,7) :=In(U(z,T))
jest nazywany przedzialowa stopa dyskontowa, dotyczaca odcinka czasu [z,T].
Stopa ta pozwala na korzystanie z wlasno$ci uzytecznosci w sposob addytywny.
Zwyczajowo uzywane rodzaje stop procentowych (czy dyskontowych) nie
sumuja sig, co stanowi przyczyng wielu nieporozumien i naduzy¢ finansowych.

W prezentowanym ujeciu funkcja U (¢, T) multiplikatywnie wplywa na
dyskontowany kapitat, czyli np. wielkos¢ p, (1) =U(T,t)[p(¢) (gdzie p()
jest nominalnym stanem konta w chwili #) jest liniowa funkcja od p(f). W

ogo6lnosci wcale tak by¢ nie musi. Na przyktad banki z reguly dyskontuja
pozyczane kwoty w roézny sposob, m.in. zalezny od ich wysokosci. Ogolne
wlasnosci nieliniowej uzytecznosci przedstawione zostaly w opracowaniu [14].
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