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Prodrom

Niewatpliwie wazne sa wnikliwe badania relacji zachodzacych pomiedzy wy-
mienianymi na rynku dobrami a ich cenami. Przeciez dotycza one pod-
stawowych kategorii ekonomicznych, od ktérych we wszelkich rozwazaniach
odnoszacych si¢ do gospodarki rynkowej abstrahowa¢ niepodobna. Ta elemen-
tarna para poje¢ handlowych o charakterystykach liczbowych okazuje si¢ ciagle
malo rozpoznana pod wzgledem swej matematycznej struktury, podsuwajace;j
nowe mozliwosci metodologicznie poprawnego opisu rynku i ostatecznie wy-
znaczajacej horyzonty ich wykorzystania. Za$ badania takie prowadza — jak
czytelnik bedzie si¢ mogl przekona¢ — do ujawnienia zaskakujacych wlasciwo-
Sci, ktorych prozno by szuka¢ w innych ksiazkach. Jedynie przyszlo$¢ wladna
jest rozstrzyga¢ o tym, czy owe wykryte symetrie stana si¢ narzedziami uzu-
pelniajacymi warsztat ekonomii, pozwalajac jednoznacznie ocenia¢ rynek i for-
mulowac¢ o nim precyzyjne i przydatne prognozy. Jednak juz dzi§ wiadomo, ze
poslugiwanie si¢ prezentowana tu technika badawcza zaowocowalo rozwijana
we wspolpracy z Janem Sladkowskim teoria kwantowych gier rynkowych.
Jest to nowe spojrzenie na strategie i taktyki handlowania, dostepne zaledwie
od dwoch lat w internetowych archiwach. Przez specjalistow od modelowania
i symulacji juz zostalo ono uznane za wielkie wyzwanie'. Jeszcze kilka lat te-
mu nikt nawet nie spekulowal, ze teoria kwantéw i rynek moga mie¢ ze soba
co$ wspoélnego. Pod koniec 2002 roku ukazala sie pierwsza ksiazka, napisa-
na przez naczelnego dyrektora nowojorskiej Trilogy Advisors, wieszczaca, ze
kwantowe inwestycje zrewolucjonizuja w tym stuleciu nasza ekonomig¢ i nasze
zycie [Wai02]. Za$ dzi§ — autor zostal zaproszony przez wloskich ekonomi-
stow do unijnego grantu pod jakze znaczacym i kreujacym wizj¢ przysztosci
tytulem: Economics and Market as Quantum Based Information Processor.
Ta, wykazywana przez innych badaczy, duza dynamika percepciji idei autora’
wydaje si¢ wystarczajaca zacheta do zglebiania tajemnic dotyczacych dwoisto-
Sci kapitalowych. Wigkszoé¢ zamieszczonych w calej rozprawie wynikéw autor
opublikowal w odrebnych artykulach’.

! na konferencji poSwieconej tej tematyce, ktéra odbyta sie w 2002 roku w Orlando [CK02]

%sq one wysoce nieprzypadkowe, m.in. dlatego, ze krepuje je poddajaca sie drobiazgowe;
kontroli sp6jnoé¢ formalizmu rachunkowego, ktéra marginalizuje wszelkiego typu niejasnoéci
rozwazan werbalnych
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Proponowana ksiazka jest pierwsza z trzech czesci rozprawy o dwoisto-
Sciach, pojawiajacych si¢ w trakcie wyznaczania wartosci kapitalowej zbiorow
dobr. Obejmuje ona geometryczne aspekty tego zagadnienia. Autor wylaczyt z
rozwazan tematyke dotyczaca wlasnosci dwoistosci w zagadnieniach programo-
wania matematycznego, dobrze znana ekonomistom i szeroko reprezentowana
w dostepnych opracowaniach ksiazkowych.

Przejety z greki prodrom oznacza przedmowe, ale takze zwiastuna'. Autor
chcialby réowniez w tych poczatkowych zdaniach zawrze¢ owa dwuznacznosc,
by pozosta¢ w zgodzie z idea przewodnia calej rozprawy.

Ronstrukcje geometryczne dotyczace stopy maja swoje zrédto w fundamen-
talnych ideach ksiegowosci. Autorem ich byl Fra Luca Paciuolo (14457-15147).
Ow pomyslodawca skutecznego, ilosciowego oceniania elementarnych sytuaciji
rynkowych stworzyl wenecka metode prowadzenia ksiag rachunkowych. Za-
slynal traktatem Divina proportione, podziwianym przez mistrzow Renesansu,
Leonarda da Vinci i Albrechta Diirera. Mniej znanym jest fakt, ze postawil on
(1487 r.) pierwsze zagadnienie matematyczne dotyczace gier losowych’. Pro-
ponowane przez niego zapisy per cassa i a capitale staly si¢ podstawowym
sposobem przedsigbiorcéw na unikanie niepowodzen przez nastepujace potem
kolejne stulecia nieznanego wcze$niej rozwoju materialnego. Historyk gospoda-
rowania Sombart [Som17] poréwnuje system genialnego franciszkanina do osia-
gnie¢ Galileusza i Newtona — prekursorow fizyki, ktéra umozliwila pojawienie
sie¢ skomplikowanych urzadzen mechanicznych i odkrywanie kolejnych nowych
typoéw zrodel energii. Czyz jest mozliwe, ze odkrywca podwdjnej ksiggowosci
jedynie zbiegiem okolicznoéci byt takze mistrzem perspektywy? Wnioski wy-
nikajace z proby odpowiedzi na to pytanie doprowadza nas m.in. do nowego i
algorytmicznie prostego sposobu poréwnywania jakosci zarzadzania portfelami
inwestycyjnymi, ktéry uwzglednia nawet tak egzotyczne przypadki, jak skrajnie
duze zyski, osiagalne przez wielokrotne stosowanie dzZwigni finansowej w stanie
hiperinflacji.

Czes¢ druga rozprawy dotyczy algebraicznej struktury stopy i opiera si¢ na
ideach matematycznych odkrytych przez zyjacego takze w epoce Odrodzenia
Gerolamo Cardano (1501-1576). Ten wynalazca stosowanego w niezliczonych
mechanizmach przegubu mial odwage zaproponowaé stosowanie w rachun-
kach pierwiastka kwadratowego z —1. W 1524 roku opublikowal Liber de Ludo
Aleae (Ksiega o grach losowych) — pierwszy podrecznik rachunku prawdopo-
dobienistwa, reguly ktérego odkryl zajmujac sie hazardem (czym oplacal swe

Srobocze warianty tych i innych prac autora, w tym wszystkie trzy czesci tej rozprawy w nie-
drukowalnej formie, zlozone w najwiekszym internetowym archiwum prac ekonomicznych, do-
stepne sa w postaci elektronicznej pod adresem: http://ideas.uqam.ca/ideas/data/slaeakjkl.html.
Tam oraz pod adresem http://www.unifr.ch/econophysics/PHP/formulaire/rank.php mozna od-
nalez¢ ich aktualne notowania rankingowe.

‘zob. [S1o93]

Szob. [Ste00]


http://ideas.uqam.ca/ideas/data/slaeakjkl.html
http://www.unifr.ch/econophysics/PHP/formulaire/rank.php
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studia medyczne w Pawii). W roznych kontekstach zagadnien poruszanych w
czesci drugiej pojawi sie zasadnos$¢ uzycia liczby urojonej ¢ jako naturalnego
sposobu ujednolicenia wystepujacego tam formalizmu algebraicznego.

Cze$c¢ trzecia poswiecona jest slawnej ze swojego korpuskularno-falowego
dualizmu teorii kwantowej, proponujacej oparty na liczbach zespolonych i od-
mienny od tradycyjnego rachunek prawdopodobienstwa. Mechanika kwantowsa,
ktorej formalizm zaadoptowany zostal przez autora do opisu transakcji rynko-
wych, bezspornie stanowi dzi$ centralny rdzen paradygmatu naukowego, doty-
czacego sfery zjawisk Swiata materii nieozywionej. Intensywnie prowadzone w
ostatnich latach badania teoretyczne nad obliczeniami kwantowymi stwarzaja
wyjatkowa mozliwos¢ przezwycigzenia jakoSciowych ograniczen wyznaczaja-
cych kres mozliwosci rachunkowych wspoélczesnych komputeréw, opartych na
klasycznym wzorcu maszyny Turinga. Moze opisany tam formalizm rynkowych
gier kwantowych stanie si¢ przyczynkiem do unifikacji teorii nauk ekonomicz-
nych i Scislych, przy okazji wyjasniajacym znaczenie nieobliczeniowych roz-
strzygnie¢, stanowiacych niewzruszona podstawe wspodlczesnej praktyki ekono-
micznej. Gry te, jako poszukiwania strategii bedacej najlepsza riposta na ruch
przeciwnika, sa nie wymagajacymi przeplywu energii unitarnymi przeksztalce-
niami® sposobéw zachowan’, zmieniajacymi je w sposob ciagly i zachowujacymi
pelna prywatno$é’.

g N il
£ . - ‘.-1

btaktykami
7strategii
%nie tolerujacymi podshuchu
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[lustrujace rozprawe wspaniale grafiki Sir Johna Tenniela pelnia role meta-
for, wyrazajacych subiektywne skojarzenia autora, zwiazane z aktualnie oma-
wianym tematem.

Czytelnik poszukujacy w zapoczatkowanej tym tomem rozprawie wyjasnien
dla réznych probleméw ekonomiczno-finansowych, wertujac kartki moze od-
czuwacé niedosyt przekazywanej niezmatematyzowanym jezykiem informacii.
Pamieta¢ wtedy powinien o przykladach donioslych teorii fizycznych, jakimi sa
szczegOlna teoria wzglednosci, czy mechanika kwantowa, opartych odpowied-
nio na formalizmach geometrii nieeuklidesowej i przestrzeni Hilberta. W dyscy-
plinach tych wiele elementarnych opiséw rzeczywistych sytuacji nie poddaje si¢
przelozeniu na jezyk potoczny, gdyz sa one sprzeczne z wadliwie uksztaltowa-
nym zdrowym rozsadkiem. Opatrzenie ich nieformalnymi komentarzami staje
si¢ najczesciej powodem dwuznacznosci, oslabiajac wyjatkowa skutecznos$¢ ra-
chunkowa tych koncepcji. Jednak zaden metodolog nie uwaza wskazanej tu
wlasnosci fizycznych teorii za ich wade. Jest tak m.in. z tego powodu, ze prze-
niesienie naukowych sporéw z plaszczyzny luznych koncepcji na twardy jezyk
formul matematycznych zwykle owocowalo spektakularnym wzrostem pozio-
mu poznania naukowego oraz precyzyjniejszymi narze¢dziami prognostycznymi.
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Czesc 1

Geometryczna struktura rynku



Geometria analityczna rzutowa odznacza si¢ jednak - w poréwnaniu z geome-
tria metryczna - duzo wigksza symetria i og6lnoscia. Na odwrét, jezeli chcemy
zinterpretowa¢ geometrycznie subtelniejsze zwiazki algebraiczne, nadajemy im
zazwyczaj forme jednorodna i interpretujemy zmienne jako wspolrzedne jed-
norodne, gdyz interpretacja metryczna w ukladzie kartezjanskim bylaby nie-
przejrzysta. Mozemy nawet traktowac¢ metryke jako specjalna cze$¢ geometrii
rzutowej.

Dawid Hilbert, [HCV56]



Rozdzial 0

Dyrektywy

Zamek, petna koszmaréw powies¢ Franza Kafki, jest
wiasnie opisem zgubnych skutkéw zdalnego sterowania.
Geometra K. zatrudniony zostat przez wtadze, nikt jed-
nak nie wie jak ani dlaczego. Ludzie, ktérych spotyka,
mowig mu: ,,...niestety my nie potrzebujemy geometry.
[...] Do czegdz mbgtby przydal sie nam geometra?”.
Fritz Schumacher'[Sch81]

§ 1. Metodologia

Wydaje si¢, ze dynamiczna zmiana obszaréw intensywnych badan ekono-
micznych prowadzonych w ostatnich dziesigcioleciach w USA byla konsekwen-
cja glebokiej rewizji stosowanych przez nie narzedzi matematycznych i wdro-
zenia nowych technik, jakie zaproponowala informatyka. Przezyla si¢ zawsze
podejrzana teza, jakoby ze studiowania i doskonalenia jedynie samego formali-
zmu nie mozemy si¢ niczego naprawde nowego dowiedzie¢ o porzadkowanej
przy jego pomocy rzeczywistosci. Przecza jej najbardziej innowacyjne osia-
gniecia badawcze. Ograniczajaca si¢ jedynie do aparatu matematycznego pro-
ba Harry'ego Markowitza odpowiedzi na proste pytanie: jak mierzy¢ i dywer-
syfikowaé ryzyko finansowe? doprowadzila do powstania wykorzystywane;j
dzi$ przez kazdego nowoczesnego inwestora teorii portfela. Rozwiazanie za-
dania wyznaczenia oczekiwanej ceny opcji europejskiej na podstawie modelu
dyfuzji logarytméw cen’ wyposazylo nas w najczesciej uzywana formule ra-
chunkowa. Moze imponowac¢ powszechno$¢ wykorzystywania tych cieszacych

langielski ekonomista Fritz (Ernst Friedrich) Schumacher w latach 1946-50 byl doradca
ekonomicznym British Control Commission w Niemczech, potem m.in. pelnil funkcje doradcy
ekonomicznego rzadu brytyjskiego do spraw krajéow rozwijajacych sie

2czyli bazujacy na teorii Bacheliera model Blacka-Mertona-Scholesa

3



4 0. DYREKTYWY

sie szerokim uznaniem i nagrodzonych medalem noblowskim’ bezprecedenso-
wych osiagni¢é. Nawet teoria liczb, podawana kiedys$ jako koronny przyklad
niezdatnego nikomu formalizmu, w wyniku studiowania posiadajacego kluczo-
we kryptograficzne znaczenie problemu zlozonosci obliczeniowej algorytmow,
okazala si¢ dla badaczy wszelakich dyscyplin nauka wyjatkowo pouczajaca i
uzyteczna®. llo$¢ mozliwych do wygenerowania nierzeczywistych, acz formalnie
spojnych probleméw i prawidlowosci, w ramach twardej i rozwijanej w inte-
rakcji z teoriami empirycznymi matematyki, jest znikomo mala w poréwnaniu
z liczba skompromitowanych, cho¢ kiedys znaczacych teorii, ktére zbudowano
na bazie jezykéw miegkkich [Nal76]. Dla przykladu arystotelesowska ,nauka”,
mimo swej bez watpienia wyjatkowe;j logicznej spojnosci i ciagtego odwolywa-
nia si¢ do zjawisk rzeczywistych, charakteryzowala si¢ duza iloscia kompletnie
bezuzytecznych i blednie rozpoznajacych rzeczywistoéé, niefalsyfikowalnych® w
jej ramach wnioskéw’. Fascynujacy jest problem wystepowania tego, dla wielu
ewidentnego, paradoksu. Wybitny i uznany badacz David Deutsch objasnia go
w ramach swego szokujacego wielu, lecz w pelni zgodnego z cala wspolczesna
wiedza naukowa Swiatopogladu, ktéry prezentuje w popularnym i przetluma-
czonym na wiele jezykow dziele [Deu98|.

Mimo iz w minionych kilkudziesigciu latach obserwowalismy burzliwe pa-
smo przelomowych odkry¢ naukowych i wylaniania si¢ nowych dyscyplin po-
znawczych na stykach wielu dziedzin wiedzy, to w tym okresie nauki empi-
ryczne mogly cieszyc¢ sie wzgledna trwaloécia obowiazujacych paradygmatow’.
Jednak istnieja dziedziny badan nie pasujace do tej prawidlowoéci. Np. neokla-
syczna ekonomia — w niej ciagle koegzystuja wzajemnie sprzeczne koncepcje
i zwalczajace sie szkoly [Bla94, Bla95|. Moze, przynajmniej po czeSci, jest tak
dlatego, ze dominujace techniki badawcze nazbyt czesto bagatelizuja znaczenie,
jakie ma w nauce precyzyjne definiowanie wielkoéci mierzalnych, ktére wyste-
puja w modelach? Chodzi tu nie tyle o dokladne wykonywanie ich pomiaru®
ile o zgodne z wewnetrznq symetriq proceséow definiowanie zmiennych w
konstruowanych modelach. Brak takiej koherencji neci, gdyz z reguly znacz-
nie zwigksza sile predykcji teorii, atoli sukces ten jest pozorny, bo osiagany jest

3odpowiednio w 1990 i 1997 roku

*historia tego przypadku stanowi znakomita przestroge dla ,myslacych inaczej”, ktérzy w
wielu drodowiskach ciagle lansuja swe zdezawuowane poglady jako ,jedyne rozsadne stanowi-
sko”. Nawet wielki Godfrey Harold Hardy még} glosi¢ w swej Apologii [Har97] (ktora Graham
Green nazwal bodaj najlepszym opisem kreatywnego umysluy, jaki kiedykolwiek powstal) rychlo
skompromitowane stanowisko, lecz on czynil to trzydziesci lat przed nie dajaca sie zanegowac
kryptograficzna rewolucja konca lat 70-tych XX wieku.

Sksiazka Karla Poppera [Pop77] stanowi pierwsze pod kazdym wzgledem studium falsyfi-
kowalnosci teorii naukowej — kategorii majacej kluczowe znaczenie dla odkrycia naukowego

®kariera arystotelesowskich ,teorii” byla mozliwa jedynie w czasach prymitywnego i nie-
ewolucyjnego, autarkicznego i autorytarnego modelu ,nauki”

“wiec nie mieliémy do czynienia z rewolucja naukowa [Kuh63]

8z0b. pomiar pozbawiony teorii [Bla95]
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kosztem utraty podatnoSci teorii na falsyfikacje. Rozwazmy powszechnie znane z
innych nauk przyklady. Teoria ruchu planet wyposazona w arytmetyke i logike
klasyczna, lecz pozbawiona symetrii ptolomeuszowych epicykli, wspolzmienni-
kéow Johannesa Replera, czy niezmiennikéw energii i momentu pedu ukladu
stalaby sie jedynie pozbawiona waloréw poznawczych astrologia’. W szczeg6l-
nej teorii wzglednosci uwzglednianie addytywne kumulowanej predkosci przy
przechodzeniu do kolejnych, poruszajacych si¢ wzgledem siebie, ukladéw pro-
wadzi do blednych (cho¢ precyzyjnych liczbowo) wynikéw'’. Mierzenie ilosci
substancji kilogramami, a nie molami, nie pozwoliloby uchwyci¢ uniwersalnych
prawidtowosci bilansu rzadzacego reakcjami chemicznymi. Taksonomia formu-
lowala wiele tez, niedopuszczalnych z punktu widzenia genetyki. Za$ genetycy
musieli dokona¢ gruntownej rewizji swej wiedzy po odkryciu struktury kodu
genetycznego. Jednak ekonomista zapytany o symetri¢ opisywanych przez niego
zjawisk daleki jest od wyrazenia jej w dajacym si¢ zweryfikowac jezyku teorii
grup, czy przynajmniej opisania charakterystyki niezmiennikow badz wspoél-
zmiennikow, wlasciwych dla analizowanego zjawiska. Jest tak, gdyz wigkszos¢
stosowanych obecnie w ekonomii wielkosci liczbowych nie posiada wlasciwosci
niezmienniczych, badz wspolzmienniczych. A nie ma mowy o pelnym zrozumie-
niu glebokich konsekwencji wynikajacych z matematycznego modelu zjawiska
bez tej wiedzy. Przypomnijmy, ze niezmiennik danego procesu (transforma-
cji) to wielko$¢ liczbowa stala w trakcie tego procesu, w przeciwienstwie do
wspoélzmiennika, ktérego wartoéc liczbowa ma sens jedynie w kontekscie do
wybranego wczedniej ukladu odniesienia i podlega Scisle okre$lonym (zwykle
liniowym) przeksztalceniom. Poza tym warto jest zauwazy¢, ze w dominujacym
sposobie przedstawiania ekonomii wi¢kszos$¢ definicji i krzywych ilustrujacych
zjawiska rynkowe ma w pelni transcendentalny charakter. Wtedy staje si¢ nie-
mozliwe konstruowanie realizowalnych in posse myslowych eksperymentow
krzyzowych, ktore pozwolityby definitywnie rozstrzyga¢ pomiedzy znoszacymi
si¢ wzajemnie hipotezami. Za przyklad niech posluza wszechobecne w pod-
recznikach ekonomii krzywe podazy czy popytu, zob. np. [SN89, Bla94]'". Opi-
sywane przez nie zagregowane strumienie dobr, odnosnie ktérych zwykle ma-
my do czynienia z sybstytutami, przeplywami odroczonymi (lub zaniechanymi,

wiele ciekawych spostrzezen na temat zgubnych skutkéw toleranciji dla wszelkich pseudo-
nauk znajdziemy u wybitnego tropiciela tych omamoéw, wieloletniego autora stalego dzialu w
Scientific American, Martina Gardnera [Gar97]

10w rozdziale 2 tej czeéci monografii znajdziemy argumenty wskazujace na zwiazek cen czy
koszykéw rynkowych z symetriami szczegdlnej teorii wzglednosci. NieSwiadomo$¢ tej wlasnosci
musi prowadzi¢ do sprzecznoéci znanych fizykom z bledéw, jakie zwolennicy teorii Newtona
generuja w trakcie wyjaéniania zjawisk relatywistycznych.

"chociaz u tego samego Blauga w [Bla95] czytamy: ,Zamiast prébowaé obalaé testowal-
ne prognozy, wspolczesni ekonomisci ciagle zbyt czesto zadowalaja cie demonstrowaniem, ze
realny Swiat potwierdza ich przepowiednie, zastepujac w ten spos6b trudna falsyfikacje latwa
weryfikacja.”
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badz wtérnymi) czy z niezdeterminowana'” reakcja podmiotéw rynkowych na
informacje, sa w zasadzie wyobrazalne. Jednak na tle gospodarki rynkowej, do
ktorej odnosza sie te charakterystyki, nie sposéb wyobrazaé sobie jakikolwiek,
niezaburzajacych rynku, metod reprezentatywnego pozyskania takich danych'’,
nawet jesli nie dotycza one jedynie rzeczywistoéci wirtualnej'’. Takze niejasny
jest (wiec i nieprecyzowany) pelny zakres dziedziny tych relacji podazy i popy-
tu. A przeciez wcale tak by¢ nie musi'’. Przedstawione w kolejnych rozdziatach
koncepcje powinne przekona¢ czytelnika Swiadomego kluczowego znaczenia,
jakie, dla poznania glebokich prawidlowosci rzadzacych rzeczywistoscia, maja
w nauce badania nad symetria.

Celem dociekan przedstawionych w kolejnych rozdziatach wszystkich trzech
czesci tej rozprawy jest okreslenie precyzyjnej, matematycznie niesprzecznej i
posiadajacej duzy stopien geometrycznej symetrii metody badawczej, tj. struk-
tury abstrakcyjnych poje¢, zawierajacej elementarne ,cegielki”, ktére moga po-
sluzy¢ do konstrukceji jak najszerszego spektrum modeli ekonomicznych. Nauki
empiryczne zwykly skupia¢ si¢ na pojeciowo wyrazistych, acz czesto gleboko
abstrakcyjnych, elementarnych skladnikach teorii. Teoria jest osnowa, zlozona z
niesprzecznych relacji pomiedzy wszystkimi tymi elementami, uzupelniona o re-
guly korespondencji wiazace niektore z nich z rzeczywistymi czy symulowany-
mi zjawiskami. Owe podstawowe elementy wyselekcjonowane sa sposrod mul-
tum innych, potencjalnie mozliwych, przy uzyciu brzytwy Ockhama [Wie00]
i stanowia budulec konstrukcji pozwalajacych modelowa¢ obserwowane, czy
prognozowane, sytuacje. Bez watpienia centralnym obiektem zainteresowania
ekonomii jest gospodarujace spoleczenstwo. Jednak, w zgodzie z ockhamow-
ska zasada, gdzie to nie jest konieczne — artykulowac¢ tego autor nie bedzie.
Niech za argument uzasadniajacy taki styl rozprawy wystarczy znacznie dalej
idacy radykalizm naukowy samego Laplace’a. Podczas jednej z okazji Napoleon
zwrdcil sie do niego slowami [Morl5]: ,Powiedziano mi, ze napisale$ wielka
ksiege o systemie wszech$wiata i nigdzie nawet nie wspomniale$ o Stwoércy.”
Odpowiedzia byto: ,Nie potrzebowalem przyjmowac tej hipotezy.”

Wymieniony powyzej wymog matematycznej niesprzecznosci to fundamen-
talna cecha kazdej teorii naukowej, ktora jest konieczna dla ochrony badan
przed oszustwem. Czesto jest on marginalizowany przez dyscypliny stosujace
tzw. metode dialektyczna, postrzegajaca w sprzecznoSciach wywodzonych kon-
kluzji mechanizm postepu. Niestety teorie dialektyczne potrafia wyjasnia¢ nader

12zagadnieniu wolnej woli i jego zaskakujacemu rozwiazaniu w kontekécie kwantowych gier
rynkowych poswiecony jest koncowy rozdzial 3-ciej czesci tej rozprawy

Bbadania budzetéw rodzinnych pozwalaja wnioskowaé o zmianach popytu na skutek zmia-
ny dochodu, a nie na skutek zmian cenowych [Lan61]

Mdlatego np. skazywani jestesmy na przegladanie wykreséw notowan cen akcji spolek
gieldowych (czy innych instrumentéw finansowych) w sytuacjach, gdy marzyliby$my o wgladzie
w odpowiednie krzywe podazowe i popytowe

15por. definicje podazy i popytu zamieszczone w czeéci trzeciej tej rozprawy
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fatwo zbyt wiele zjawisk. Wlasnos¢ ta czyni je niezwykle odpornymi na jaka-
kolwiek falsyfikacje, upodabniajac tym do pseudonauk. Dlatego czesto przydaja
si¢ instrumentalnie m.in. w polityce i marketingu. Nawiasem warto jest zauwa-
zYy¢, iz nie jest prawdziwa postrzegana przez dialektykow za oczywista teza, ze
jednoczesne traktowanie podmiotu badajacego jako przedmiotu badan stanowi
immanentne zrédlo sprzecznosci. Pogladowi takiemu przeczy teoria kwanto-
wa, odnoszaca juz od stulecia bezprecedensowe sukcesy [TWO01] w naukach
Scistych.

Skladnikami tworzonej osnowy beda tak powszechne wystepujace w pod-
recznikach ekonomii pojecia jak np.: cena, pieniqdz, dobro rynkowe, czy
zysk'. Jednoczes$nie autor staral sie do minimum ograniczyé¢ uzywanie ter-
min6w ekonomicznych odwolujacych si¢ do ocen subiektywnych, takich jak
np.: praca, wartos¢"”, rozwoéj. Podjete rozwazania nie beda odnosic sie do za-
gadnien zwiazanych z procesami produkcji, cho¢ proponowany model pozwala
na to. W epoce spelniajacej si¢ wizji wioski McLuhana ograniczenie ekonomii
do zagadnien wytwarzania wydaje si¢ archaizmem. Zdominowanie nowocze-
snego rynku przez usltugi, techniki informatyczne, przemyst mediow, reklame
czy badania naukowe zmusza do pozostawienia branzowym specjalistom zadan
odnajdywania szczeg6lnych sposobéw wzrostu efektywnosci gospodarowania.
Mierzenie tej efektywnosci, sugerowanie zyskownych i bezpiecznych rozwiazan
inwestycyjnych, czy tylko konstruowanie obiektywnej prognozy w oparciu o
rozpoznawane rozwojowe badz destrukcyjne trendy, to zadania ktére beda wy-
magac ciagle dokladniejszego iloSciowego opisu rynku, rozdzielajacego istotna
informacje¢ od pozbawionych znaczenia syntaktycznych artefaktow.

16 literaturze ekonomicznej, ilosciowo opisujacej zysk czy wzrost, wielkosci te zwyklo
sie podawaé¢ w jednostkach pienieznych, badz w miarach wzglednych takich jak procent, czy
procent skladany. W zalezno$ci od przyjetego statystycznego modelu rachunkowego optymali-
zowanie wartoéci oczekiwanych tych zmiennych losowych prowadzi do odmiennych wnioskéw
(por. wskazujace problem, lecz metodologicznie osobliwe uwagi Johna R. Hicksa w [Hic78],
str. 46-47, ktéry w rozbieznosciach wynikéw powstalych na skutek odmiennego liczenia $red-
nich dostrzega jedynie immanentna niedoskonaloé¢ stochastycznego opisu), a wiec rézniacych
si¢ pomiedzy soba ,racjonalnych” preferencji. Dzieje si¢ tak m.in. z powodu nieprzemiennosci
operacji usredniania E(...) dowolnej rzeczywistej zmiennej losowej v z wyznaczaniem funkcji
rzeczywistej f(...) tej zmiennej E(f(v)) # f(E(v)).

Yslowo wartos¢ bedzie uzywane jedynie w swym obiektywnym znaczeniu, tj. jako wartosé
rynkowa, bez wdawania si¢ w rozwazania na temat czynnikéw majacych wplyw na ta wielkos¢.
Jak sie okaze w §10 rozdzialu 5, ona sama, jak i jej funkcyjne zaleznosci oraz réwnanie bilansu
z nig zwiazane, moga byc¢ postrzegane na wiele istotnie réznych, cho¢ w pelni rownowaznych
sposobéw
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§ 2. Antycypacja informacyjnego modelu rynku

Teoria z koniecznosci odlegla pod wzgledem jednoznacznosci logicznej od
takich wzorcow, jak dyscypliny czystej matematyki, czy niezwykle precyzyjne
w przewidywaniach modele fundamentalnych oddzialywan, posiada ogromna
ilo$¢ niemozliwych do pelnego przedstawienia, mniej lub bardziej istotnych za-
lozen, ktére prawie nigdy nie sa Swiadomie uzywane przez badaczy, a ktére
moga odegrac nieoczekiwanie istotna role w nowych konstrukcjach. Cala histo-
ri¢ nauki mozna w zasadzie postrzegac jako ciag Swiezych idei wylaniajacych
si¢ nie z nikad, lecz z wielokrotnie drobiazgowo studiowanych modeli. W tym
sensie teorie naukowe prawie nigdy nie stanowia systemoéw zamknietych, co
nie zwalnia nas z koniecznosci ciagtego ich ,przymykania” za pomoca stosow-
nej transformacji sformulowan oraz matematyzaciji jezyka.

2.1. Postulowane Pamietajac o powyzszych uwagach przejrzymy teraz
wlasciwoséci rynku podstawowe zalozenia modelu, ktére sformutowane zo-
staly dos¢ nietypowy sposodb ze wzgledu na poézniejsza
latwo$¢ badania wystepujacych na rynku dwoistosci. Zalozenia te daje si¢ po-
grupowac¢ w pary postulatow pozostajacych w dwoistej relacji wzgledem siebie
tak, ze jeden element kazdej pary odnosi si¢ do aspektow cenowych rynku,
a drugi do strategii dzialajacych na nim inwestoréw. Ta symetria pozwala na
latwy opis fundamentalnych zaleznosci ilosciowych modelu w jezyku geometrii
rzutowej. Niczym przejdziemy do postulatow rynkowych warto jest precyzyj-
nie scharakteryzowac interesujace nas pozniej cechy elementarnego zdarzenia
rynkowego, jakim jest transakcja. Otoz transakcja bedziemy nazywac kazda,
dokonana w pojedynczej chwili czasu, swobodna wymiane (wzajemne prze-
kazanie uprawnien wlascicielskich) niezerowych ilosci dwéch doébr, do ktorej
dochodzi pomiedzy dwoma ich, kierujacymi sie checia osiagniecia zysku'®, do-
tychczasowymi wlascicielami (zwanymi dalej takze uczestnikami rynku, badz
inwestorami). Proporcje' w jakiej dobra te sa wymieniane nazywac bedziemy
cenq transakcyjna . Okreslajac arbitralnie (lecz jednakowo dla calego rynku)
jednostki kolejnych débr mozemy ceny transakcyjne reprezentowac liczbami
bezwymiarowymi™.
Oto kolejne postulaty okreslajace zasadnicze wlasciwosci wyidealizowanego
rynku”’, dla wygody rozrézniania oznaczone kolorami karcianymi:

&. O wystarczajacej roznorodnosci transakcji

%a precyzyjniej — checia zwiekszenia natezenia zysku w calej czekajacej ich i przez nich
planowanej przysztosci (por. rozdzial o taktyce racjonalnego kupca w czeéci trzeciej Dwoistosci)

Ynp. 2 krzesta w zamian za 65 kg ryzu

Yciagle pamietajac jakiej pary débr dotycza



Antycypacja informacyjnego modelu rynku 9

&'. Wszystkie typy aktywéw™ i pasy- &”. Istnieje na tyle duza liczba inwe-
wow (dalej okreslane wspolnym mia-  storéw, ktorzy w obustronnie akcep-
nem dobr rynkowych) parami i w towanych chwilach zawieraja parami
niezerowych ilo$ciach nieprzerwanie”’  transakcje, ze handel kazdym dobrem
podlegaja transakcjom. rynkowym odbywa sie nieustannie”’.

Abstrahujemy od dobr charakteryzujacych sie niska ptynnoécia rynkowa, gdyz
wydaje si¢, ze m.in. dzigki rosnacej dostepnosci nowoczesnych technik infor-
matycznych ich udzial w rynku, juz dzi$ niewielki, stanie si¢ calkiem nieistotny.
Zgodnie z proponowanym podej$ciem dobra moga przyjmowac tak dodatnie,
jak i ujemne wartosci (wtedy zwykliémy nazywac je zobowiazaniami). Warto jest
wyzbyc¢ si¢ powszechnego przyzwyczajenia, jakim jest pejoratywne postrzega-
nie przez dluznika zobowiazan. We wlasciwie zbilansowanym portfelu dlugi
sa tej samej wielkosSci Zrodlem potencjalnych zyskow co aktywa, a prawidlowo
mierzony logarytmami zysk”* jest wypadkowa zaréwno wzrostu aktywoéw jak i
pomniejszenia si¢ zadluzenia. Pewne typy débr mozemy uzna¢ za rynkowe, np.
podatki, mimo iz nie podlegaja one transakcjom, wtedy ich warto$¢ powinna
by¢ precyzyjnie okreslona™, a ich przeplywy w pelni zdeterminowane.

$. O parametryzowalnoéci

¢'. Dobro znajdujace si¢ w obrocie <{". Przy arbitralnie narzuconych jed-
rynkowym ma w danej chwili dla nostkach doébr transakcje rynkowe
wszystkich potencjalnie’” jednakowa moga dotyczyé ich dowolnych czastek.
cene rynkowa™’.

ad ¢'. Jeédli nie istnieje odpowiedni, gwarantujacy jednolita cene mechanizm pro-
wadzenia transakcji*’, to mozemy uzna¢ za jednolita proporcje wymiany dobra

?Inie bedzie nas interesowaé pytanie, na ile ten ideal odpowiada rzeczywistosci. Wszel-
kie konstrukcje teoretyczne abstrahuja od ogromnej ilosci szczegdélow i w tym ich sila, jesli
tylko potrafia uchwyci¢ fundamentalne wiasciwosci opisywanej klasy zjawisk. O nieistotnosci
szczeg6low mozna orzekaé dopiero ex post.

2 tym takze kapital trwaly i ludzki, lecz jedynie woweczas, gdy sa zbywalne (odstepowalne)

234j. dostatecznie czesto, aby notowania cenowe mozna bylo efektywnie interpolowa¢ na
ciagla dziedzine czasowa. W opisie niekoniecznie ciaglej ewolucji cenowej wystarczy ograniczyc
sie do tej czeéci czasu astronomicznego, w ktérej funkcjonuje rynek, jednak wtedy nalezy kolejne
kawalki czasu ,sklei¢” w jedna zmienna rzeczywista; zob. takze str. 57.

Ypatrz §7 rozdz. 1

Zpatrz postulat &’

Zezyli o skutecznoéci i sensownoéci pelnego ilosciowego opisu rynku za pomoca zaleznych
od czasu zmiennych rzeczywistych

¥w kazdej chwili czasu zwykle znikoma cze$¢ inwestor6w zaangazowana jest w transakcje
z udzialem tego dobra

Biednakowy dla wszystkich inwestoréw parametr cenowy, do ktérego moga oni odnosié ce-
ny proponowane (czy akceptowane) w transakcjach nazwiemy cenq rynkowa, cenq jednolitq
albo po prostu ceng
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g, na dobro g, eksponent $redniej wazonej logarytméw odpowiednich proporcji
dobr wymienianych w aktualnie zawieranych transakcjach

(01) U(gy) gM) = eE(lnu(gwgu)) .

Naturalnymi wagami, niezaleznymi od warto$ci wyznaczonej tak jednolitej ceny,
sa tu unormowane intensywnoéci skumulowanych przeplywoéw jednostek dobra
g, (badz g,) w transakcjach g, < g,, na przedzialach cenowych dInil(g,,g,).
Jest to jedyna konsystentna, zbudowana w oparciu o $rednia wazona definicja,
ktora zachowuje symetrie proporcji, a wtedy (przy spelnionym postulacie §’)
zachodza pozadane wlasnosci” U(g,,g,) = 1/U(g.,g,) i U(g,,g,) — gy, 8,)
na rynkach z jednolitymi cenami.

ad ¢”. Dobra rynkowe powinny by¢ doskonale podzielne. Przyjmujemy, ze do-
bra moga uczestniczy¢ w obrocie rynkowym posrednio, za pomoca swobodnie
przekazywalnych, niefalszowalnych (niepowielalnych) i nie budzacych watpli-
wosci co do swej autentycznoéci’ praw wlasnosci do dowolnie (acz jednoznacz-
nie) okreslonej czesci jednostki dobra. Wtedy wystarczy przyja¢, ze wlasciwosé
podzielnosci na kawalki jest spelniana jedynie w powyzszym sensie formalnym.
W przypadku zastrzezenia niepodzielnoéci jakiego$ dobra mozna rozwaza¢™ lo-
terie z nim zwiazane. Z zasady nieklopotliwa dowolna podzielnoé¢ loteryjnych
loséw™ wyznacza specyficzny sposéb podziatu tego dobra. Postulat )" zezwala
na transakcje dotyczace w zasadzie kazdej, scharakteryzowanej liczba rzeczywi-
sta, ilosci jednostek jakiegokolwiek dobra rynkowego, co stwarza warunki, przy
spehnieniu zalozen & i O, swobodnego™ ksztaltowania sie cen transakcyjnych.

©. O konkurencji

@’. Dobro rynkowe nie moze prefero- Q”. Inwestor nie zdola uprzywilejowac
wac jakiegokolwiek inwestora. zadnego dobra.

ad O'. Postulujemy réownoé¢ inwestoréw. Zawierajacy transakcje maja zagwa-
rantowany dostep do rynku na tych samych dla wszystkich prawach, i nieogra-
niczona mozliwos¢ zaciagania czy udzielania pozyczek o jednolitej i wolnej od
ryzyka, cho¢ mogacej wykazywa¢ zmiennos$¢ czasowa, stopie. Wszyscy maja
takze jednakowy dostep do informacji o rynku. Lecz wiedza do jakiej dochodza

2iak np. sposéb rozliczania transakcji na WGPW w pierwszych latach funkcjonowania tej
gieldy, czy mechanizmy opisane w [PS02]

30z0b. wlasnosé 1.2

3lwlasnosci te cechuja pieniadz oraz wszelakie rzeczowe i zdematerializowane papiery
wartosciowe

32podobnie jak w teorii uzytecznoéci von Neumanna i Morgensterna [VNM53]; zob. takze
w $3 rozdz. 5 uzycie loterii w teorioinformacyjnej metodzie okreslenia wiedzy inwestora

$moga przeciez wystepowaé w zdematerializowanej postaci jako kryptograficznie uwie-
rzytelniona informacja [Sch95a]

34ceng moga przyjmowac dowolne niezerowe wartoéci rzeczywiste
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w oparciu o ta informacje i (w konsekwencji) takze ich zyski inwestycyjne nie
musza byc¢ takie same, bowiem stosowane przez nich algorytmy przetwarzania
informaciji sa zazwyczaj rézne. Jednakowe sa stopy podatku dochodowego. Za-
lozenie Q' dopuszcza zmienno$¢ podatkow w czasie. Naruszanie warunku O’
prowadzi, w zalezno$ci od rodzaju ingerencji, do zjawiska koncentracji (badz
dekoncentraciji) kapitalu.

ad ©”. Pojedynczy inwestor nie jest w stanie wplywac¢ na ceny doébr. Jednak
kursy cenowe sa wypadkowa pogladow i dziatan wszystkich inwestoréw. Dla-
tego warunek Q" przestaje by¢ spelniany w sytuacji zaniku réznorodnosci, gdy
zaczyna dominowac jeden jezyk (jeden poglad na skuteczno$¢ dzialan rynko-
wych), obowiazywaé jeden model zachowan (w tym konsumpcji i mody in-
westycyjnej). Tak wiec globalizacja i koncentracja kapitalu stanowia dla rynku
wzajemnie dwoiste tendencje.

Zalozenia O moglibydSmy nazwaé¢ warunkami koniecznymi (sprzyjajacymi) jakie
rynek (czy sektor rynku) powinien spelnia¢, aby w sposob niezaklécony mogl
osiagna¢ stan rownowagi’’. W takim rozumieniu w sytuacjach koncentrowania
sie kapitalu (przy stosownych ograniczeniach obowiazujacych monopole), czy
globalizacji (przy dodatkowych regulacjach oferujacych handicap nietypowym
inwestorom™) mozemy méwi¢ jedynie o rynku stanéw quasirbwnowagowych, w
ktérych zbiory doébr i inwestoréw sa rozwarstwione i moga bys$ rozwazane jako
wzajemnie na siebie slabo oddzialywujace rynki”. Jak sie¢ przekonamy (str. 14)
zalozenia ¢V moga by¢ spelniane tylko w ograniczonym sensie. Do warunkow

35 Ten stan réwnowagi czesto nazywany jest rynkiem efektywnym [MS01], tj. takim, na
ktérym nie sposoéb, nie ponoszac ryzyka, osiagna¢ ponadprzecietnych zyskéw. Trzecia czeéc
tej monografii poSwiecona jest rynkowym strategiom kwantowym. Rorzystanie z nich umozli-
wia zdobycie nadspodziewanie wysokich zyskow w stanach poprzedzajacych osiagniecie rynku
efektywnego. Wedlug tej kwantowej teorii logarytm ceny, dochodzac do stanu réwnowagi ryn-
kowej, przejawia w kroétkich skalach czasowych cechy tzw. czqstki Browna, w dluzszych —
cechy wladciwe tzw. czgstce Rayleigha. Cho¢ hipoteza rynku efektywnego zaklada natychmia-
stowa reakcje cen na nowa informacje rynkowa, to bez watpienia tempo przeplywu informa-
cji jest skonczone (jest ograniczone np. nieprzekraczalna bariera predkosci $wiatla). Splatanie
stanow kwantowych pozwala na stosowanie protokolu supergestego kodowania [NCO00] (no-
tabene posiadajacego ciekawa interpretacje w ramach strategii rynkowych, zob. przedostatni
rozdzial trzeciej czesci monografii). Umozliwia on przekazanie jedna elementarna porcja infor-
macji kwantowej (¢-bitem) dwoéch bitéw informaciji, skraca wiec tempo przeplywu informaciji o
polowe, co pozwala wyprzedzi¢ reakcje klasycznego rynku na nowa informacje i tym samym
otwiera droge do arbitrazu kwantowego, bazujacego na kwantowym splataniu [NCO00] strategii
w czasie poprzedzajacym osiagniecie rownowagi. Dodatkowo omoéwiony w drugim rozdziale
czesci trzeciej monografii kwantowy efekt Zenona spowalnia proces dochodzenia rynku do
stanu efektywnosci [PS02]. Cecha niepowielalno$ci kwantowych strategii (no cloning theorem
[NC00]) zabezpiecza przed przejeciem strategie przynoszaca zysk z takiego arbitrazu.

%np. premie za inwestycje ekologiczne, czy przywileje dla réznego rodzaju mniejszoéci

¥przedstawiona w rozdz. 5 i 5 metoda oceny strategii inwestycyjnych pozwala poréwnywaé
inwestoréw dzialajacych na réznych rynkach
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okreslonych przez © mozna jedynie zmierza¢, nalezy je ,lubi¢”. A jak definiu-
jemy w modelu stan réwnowagi? Ot6z na calym rynku (réwnowaga globalna),
badz na wyodrebnionej w wyniku rozwarstwienia jego czesci (rbwnowaga lo-
kalna) wraz z © powinne by¢ spelnione kolejne warunki:

#&. O przywracaniu konkurencji

#&'. Dobra zamienialne” (substytuty) &". Nie istnieje jakikolwiek powo6d, by
sa na rynku nierozréznialne cenowo.” rynek rozréznial jednakowo dzialaja-
cych inwestorow (strategie rynkowe).

ad #'. Lacznie z postulatem <)’ zalozenie to oznacza redukcje*’ opisu rynku do
zbioru dobr, ktérych notowania cenowe sa liniowo niezalezne. Dopiero dzigki
niej mozna efektywnie poszukiwac¢ odpowiedzi na pytania o rynek o charakte-
rze iloéciowym. Stopy podatkéw zwiazanych z wytwarzaniem, przetwarzaniem
i obrotem dobr mogacych podlega¢ substytucji sa jednakowe dla wszystkich
uczestnikow rynku.

ad #”. Operujaca na rynku w jawnej (zalegalizowanej) zmowie spolka, niefor-
malna (jawna, badz tajna), czy nawet przypadkowo stosujaca wspdlna strategie
klika, rozpatrywana jest w ramach modelu jako pojedynczy inwestor, nawet
jesli nie posiadamy jakichkolwiek innych przestanek ku takiemu utozsamieniu.
Inwestor reprezentuje w modelu cala klase rownowaznych strategii inwestycyj-
nych. W zaleznosci od stopnia precyzowania opisu mozemy utozsamiac stra-
tegie charakteryzujace si¢ w jednakowych warunkach rynkowych tym samym
zyskiem, albo tym samym zyskiem i ryzykiem, albo itd.*'. Postulat &#" wydaje sie
naturalny, gdyz badaczom mechanizméw funkcjonowania rynku powinno byc¢
calkowicie obojetne, czy korelacja strategii inwestycyjnych jest zaplanowana,
spowodowana manipulacja informacyjna, spontaniczna czy wreszcie przypad-
kowa, jesli tylko w kontekscie zmian cenowych i przeplywoéw kapitalowych
prowadzi ona do takich samych efektéow. M.in. umozliwi on nam w rozdziale 5
iloS§ciowe powiazanie wiedzy o ryku mierzonej narzedziami teorii informacji z
zyskami osiaganymi przez inwestora. Pojawiajaca si¢ nowa informacja wywolu-
je zmiany strategii inwestorow, stanowi wigc primum mobile odchodzenia rynku
od stanu réwnowagi. Przy braku jej naplywu do stabilizacji rynku przyczynia

3 wystarczy, ze zamienialne jedynie dla przytlaczajacej czesci tych inwestoréw, ktorzy ak-
tualnie wyrazaja che¢ nabycia ktéregos z dobr nazwanych zamienialnymi — w takim znaczeniu
uzywamy slowa substytut

Fstwierdzenie: dobra nierozréznialne cenowo sq zamienialne jest zawsze prawdziwe,
gdyz cenowo réwnowazne dobra sa jednakowo atrakcyjne jako lokaty kapitalowe

w kolosalnej skali, gdyi problem badania zbior6w débr o mocy continuum redukujemy
do zagadnien dotyczacych rynku skonczonej liczby débr

Hw zapoczatkowanym ciagu zbioréw parametréw wyznaczajacych kolejne kryteria utozsa-
miania strategii na k-tym miejscu znajduje sie pierwszych & momentéw kumulantowych [EP69]
zmiennej losowej, jaka jest zysk
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sie¢ uniwersalna wlasno$¢ rozpraszania sie (dezaktualizowania si¢) informacj,
czyli termodynamiczna zasada niemalenia entropii w ukladach izolowanych od
otoczenia*’. Uzasadnia ona przyjecie postulatow .

Jest sprawa oczyuwista, ze zdefiniowany za pomoca powyzszych zalozen in-
formacyjny model rynku (dalej oznaczany skrotem IMM) mozna by bylo okresli¢
za pomoca zbioré6w wielu odmiennie brzmiacych, acz réwnowaznych postula-
téw. Dla przykladu, ostatnia pare zalozen mozina zastapi¢'’ para ich czesciej
spotykanych w literaturze ekonomicznej odpowiednikéw*:

¥'. Brak jest okazji do arbitrazu ceno- §". Niemoznoé¢ uzyskania przychodu
wego. ze skali.

ad §'. Chociaz mozliwe sa ponadprzecietne zyski*’ osiagane w oparciu o in-

dywidualna wiedze inwestora o rynku, ktéra manifestuje si¢ stanowiacym o
jej wartosci algorytmem inwestycyjnym. Kierowanie si¢ wiedza zerowa (czy-
li postugiwanie sie tzw. algorytmem malpy *°) moze przynosi¢ jedynie calkiem
przypadkowe sukcesy badz porazki inwestycyjne. Uwzglednienie kosztow trans-
akcyjnych, nawet gdyby byly one dla wszystkich inwestoréw jednakowe i pro-
porcjonalne do warto$ci transakcji*’, wprowadziloby do modelu ryzyko osia-
gania zyskow z arbitrazu [PS03], co przy skoniczonych horyzontach czasowych
roznicowaloby postulaty &' i @'

ad ¢”. Wartoé¢ doébr ztozonych® jest suma wartoéci ich wszystkich skladni-
kow. Cho¢ warto$¢ rynkowa aktywoéw czesto nie stanowi sumy wartoéci ich
rodzajowo réznych komponent”, to jednak w takich przypadkach zalozenie o
addytywnosci wartoSci moze zawsze ex definitione byc spelnione przez wyod-
rebnienie, za Smithem, z dobra zlozonego (np. z N skladnikéw) jego wartosci
dodanej: av = u — ch\le u , gdzie u jest jego cena, a up — cena jego k-tego
skladnika. Model IMM nie wyklucza kreacji czy anihilacji kapitalu (dobr).

421y kontekscie modelu IMM epistemologicznie niezwykle interesujaca jest mozliwosé wy-
wiedzenia w teorii kwantowej tej zasady z prawa zachowania informacijil [HHDS03|

Budowodnienie tej mozliwosci warto jest potraktowac jako proste i interesujace ¢wiczenie

#70b. zamieszczona ma stronie 47 uwage na temat zlamania rzutowej symetrii rynku

lub straty pojawiajace sie w przypadkach ujemnej wiedzy inwestycyjnej, zob. rozdz. 5

#decyzje o zawieraniu transakcji podejmowane sa na podstawie loséw wyciaganych przez
malpe z kapelusza

#takie koszty nie generuja przychodu ze skali

48, komponent, powiazanych ze soba na skutek fizycznej, badz formalnoprawnej konstrukgji
dobra

Yprzykladami niech beda wartoéci: przedsiebiorstwa, ubezpieczenia kompleksowego, kom-
pozyciji potraw, czy kolekcjonerskiej butelki koniaku

%0z0b. [Smi49)], gdzie wystepuje okreslenie wartosé¢ dorzucana
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Warunki réwnowagi w postaci © i § latwo odnajdziemy miedzy wierszami
podrecznikowych dowodéw réwnowazenia sie podazy z popytem’'. Dla przy-
kladu rozwazmy nastepujacy tekst: ,Zadna inna cena (précz ceny réwnowagi
— dopisek autora) nie ma szans trwatosci na rynku. Wobec niewystarcza-
jacej ilosci danego towaru na rynku .. cena towaru bedzie wzrastata,
edyz znajdaq sie tacy, ktorzy chetnie zaplaca wyzsza cene, aby tylko nabyé
potrzebny towar. Jesli ... przeciwnie ..., to znajdq sie tacy, ktorzy gotowi
beda sprzedaé¢ po nizszej cenie, aby pozby¢ sie towaru. W konsekwencji
cena towaru ulegnie obnizce.” [Lan61]. Aby wykaza¢ prawdziwo$é wywodu
przedstawionego w powyzszym cytacie, trzeba przyjac¢, ze wszystko dzieje sie
w warunkach konkurencji, nie istnieja mozliwosci przychodu ze skali’?, a arbi-
traz jest mechanizmem dochodzenia do cen réwnowagi. Lecz o takich, badz o
rownowaznych im, warunkach autor cytowanego tekstu, podobnie jak wielu in-
nych, zapomnial napisa¢. Warto jeszcze zwrdéci¢ uwage, ze zalozenia ¢ i § nie
pociagaja za soba trwalosci cen. W czasach sprawnego przeplywu informacji
zjawiska trwalej ceny nie odnotowano na na zadnym konkurencyjnym rynku.
Zdaniem autora przyczyna owego hipotetycznego fenomenu bylaby fascynu-
jaca zagadka. Warunek braku arbitrazu @’ oznacza subtelniejsza niz stalos¢
(trwaloéé) wlasnosé, jaka jest przechodnio$é cen’.

Uwzglednienie postulatéw & pozwoli na rozwazania, w ktorych, dla zgle-
bienia dwoistych analogii, bedziemy zamienia¢ w modelu rynku formalne role
kurséw cenowych i portfeli inwestycyjnych. Jednakowy dostep do rynku (po-
stulat ') nie moze oznacza¢ pelnej o nim informacji, gdyz wtedy inwestorzy
powodowani checia maksymalizacji swego zysku probowaliby zawiera¢ w da-
nym momencie takie same (tj. najbardziej korzystne) transakcje, nierealizowalne,
gdyz zabraklo by w nich drugiej strony. Réwnowaga zostalaby zniweczona na
skutek zalamania si¢ postulatu ©”, bo mielibySmy do czynienia, zgodnie z zalo-
zeniem &, z jednym monstrualnym inwestorem. Owe wylaczanie sie mechani-
zmu konkurencji O” (w mikroskali odbywa sie ono nieustannie) wydaje sie thu-
maczyc zawirowania cenowe, wynikajace ze zjawiska owczego pedu na rynku.
Perturbacje w zawieraniu transakcji sa przyczyna zalamania si¢ kursow, ktére
niszczy warto$¢ posiadanej przez inwestoréw, juz zdezaktualizowanej informa-
cji o rynku, wiec znowu roéznia sie strategiami, a rozstrojone ceny transakcyjne
sa poépiesznie réownowazone na skutek dzialan arbitrazeréw™, ktére ci moga

prowadzi¢ az do bariery kosztow transakcyjnych. A czy istnieje przyczyna roz-

5w naszych postulatach poshugiwanie sie krzywymi podazy i popytu okazalo sie zbedne.
Zgodne z modelem IMM definicje tych krzywych odnajdziemy w czeéci trzeciej Dwoistosci
wartosci kapitatu.

529dyby istnialy, to np. mogliby sie nie znalezé¢ chetni do sprzedazy po nizszej cenie, bo nie
oplacalaby sie mniejsza i tansza produkcja

53patrz str. 26

Marbitrazer to osoba przeprowadzajaca arbitraz cenowy [Enc32, Szu23] W literaturze
wystepuje takze synonim: arbitrazysta [Bre93].
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regulowywania si¢ rynku generujaca scenariusz dwoisty do powyzszego? Tak,
mozna ja tatwo zauwazy¢ analizujac naturalne zjawisko wylaczajace postulat
O’. Wywolana czymkolwiek zmiana zapotrzebowania rynku na ktoére$ z doébr
wyroéznia (pozytywnie, badz negatywnie) w transakcjach inwestoréw, ktorzy je
aktualnie posiadaja. Jego cena ulega wig¢c zmianie w odpowiednim kierunku,
lecz ta tendencja do zmiany ceny nie moze by¢ trwala, co gwarantuje postulat
#'. Powodowani zyskiem inwestorzy™, na skutek wzrostu (badz spadku) ce-
ny dobra, zaczynaja kreowac¢™ (badz anihilowaé) jego substytuty, a poprzednio
omawiany efekt dualny powigksza tylko nieréwnowage. Potem tendencija ta-
ka zanika, bo dolaczaja si¢ nastepni inwestorzy, dopasowujace si¢ do sytuaciji
rynkowe strategie inwestorow wzajemnie si¢ modyfikuja, a rynek nasyca si¢
substytutami, co przywraca warunek konkurencji ¢’ Ow proces twa nieprze-
rwanie, gdyz subiektywne potrzeby uczestnikow rynku niezwykle rzadko staja
si¢ przyzwyczajeniami. Tak wigc konkurencji © nie da si¢ zagwarantowac. Za-
bezpieczajac # (i nie psujac © ingerencja w reguly gry rynkowej) mozna jedynie
chroni¢ mechanizmy ©, ktére ja ciagle odtwarzaja. W tym sensie rownowaga
rynkowa nie trwa lecz jest jedynie permanentnie przywracana. Przeto naduzy-
ciem byloby twierdzenie o logicznej prawdziwosci postulatow € w modelu
IMM. Nalezaloby raczej stwierdzi¢, ze IMM obejmuje te gry rynkowe, ktérych
zasady nie przecza postulatom O, gdzie gracze, dzieki prawdziwosci #' i che-
ci osiagania zysku, przyczyniaja si¢ do naprawy ¢, a ciagle psuja © zmienne
ze swej natury realne, badZz wyimaginowane, inne potrzeby tych graczy. Cheé
zysku jest wiec potrzeba wyjatkowa, gdyz choc¢, tak jak inne, moze ona po-
psu¢ O”) lecz jest konieczna do przywrocenia ©'. Za$ postulat Q" przywraca
pojawiajaca sie (na skutek zmiany cen) dezorientacja (negatywna zmiana wie-
dzy) inwestora. Dlatego dopiero mozliwo$¢ obiektywnego ilosciowego opisu’
informacji posiadanej przez inwestora i bilansowania jej z jego zyskiem™, czyni
model IMM konsystentnym™.

W powyzej przedstawiony sposob zalozenia &, >, O, # wyznaczaja model
,samonaprawiajacego si¢” rynku, ktéry powinien umozliwia¢ analityczny ilo-
Sciowy opis zmiennych efektéow strategii inwestycyjnych i generowac jeszcze
nierozpoznane dwoiste analogie kursowo-portfelowe. Model IMM nie postuluje,
ze poszczegolni inwestorzy musza podejmowac racjonalne decyzje, tzn. wybie-
rac¢ zawsze najkorzystniejsze dla siebie oferty transakcji, gdyz ich wiedza o tym,
co dla nich okaze si¢ najlepsze jest ograniczona i niejednakowa, a to znowu
stanowi warunek konieczny zaistnienia rownowagi. Osiagajacy najwyzsze zyski

%co zalozylismy w sformutowane;j na str. 8 definicji transakcji

Suzycie w tym miejscu stowa produkowaé znacznie zaweziloby zakres omawianego
zjawiska

57patrz rozdz. 5

58:hodzi tu o zasade 5.19

¥nazwa informacyjny model rynku oddaje fundamentalne znaczenie tego mechanizmu

dla modelu

rynek jest
gra przy-
wracania
rownowagi
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inwestorzy-liderzy potrafia dostatecznie skutecznie prognozowac trendy rynko-
we, a odkryty przez Darwina algorytm genetyczny” doskonale tlumaczy me-
chanizm wzrostu. Jednak nie wydaje si¢ mozliwym wykluczenie samobojczego
trendu rynku, wymuszonego przez ignorujaca realia wiekszo$¢ inwestorow®’.
Po odrzuceniu zalozenia #' (znanego z modelu APT® [EG98]) i przyjeciu
kilku istotnych, lecz bardzo restryktywnie dzialajacych postulatéow”’, odpowia-
dajacych m.in. za preferencje inwestoréw, specyficzna postac¢ ksztaltowania sie
stop zmiany cen dobr i za zalezno$ci pomiedzy stopami zwrotu a ryzykiem in-
westycyjnym, otrzymalibySmy w wyniku warunki rownowazne popularnemu w
literaturze ekonomicznej, konkurencyjnemu dla APT, modelowi CAPM"' [EG 98],
za ktéry William Sharp w 1990 roku zostal uhonorowany Nagroda Nobla. Mo-
del IMM kreuje wizje¢ rynku dwoista do proponowanej w modelach CAPM czy
APT. To inwestorzy (z powodu swego ograniczenia umiejetnosci prognozowa-
nia przysztosci, ktore paradoksalnie staje si¢ conditio sine qua non rynkowe;j
wyceny kapitalow) zachowuja sie chaotycznie, za§ powstale w wyniku tego
chaosu ceny sa zdeterminowane (na podobienstwo ci$nienia gazu). Nieprzy-
padkowa wycene kapitalow zapewnia niezerowa wiedza wzmacnianych za to
ponadprzecietnym zyskiem inwestoréw, za$ przypadkowe skladniki wystepu-
jace w formule (0.1) kasuja sie wzajemnie przy duzej réznorodnosci strategii
inwestycyjnych. W poréwnaniu do CAPM model IMM jest doktryna latwiejsza
w praktycznym uzyciu — we wspoélnej z CAPM sferze zastosowan nie wymaga
ciezkich statystycznych opracowan reprezentatywnych danych cenowych, mniej
agnostycystyczna i aplikacyjnie znacznie szersza, gdyz uwzglednia inwestoréw o
zroéznicowanych umiejetnosciach, obejmuje dowolne scenariusze ksztaltowania
si¢ stop procentowych oraz tlumaczy mechanizm osiagania rownowagi rynko-
wej.. Model IMM nie gwarantuje rownowagi, rynek mozna zniszczy¢ zmiana

0z0b. [Deu9s]

bltq ceche gier odwolujacych sie bezposrednio jedynie do wypadkowej mniej czy bardziej
praktycznych decyzji uczestnikéw doskonale ilustruje osobliwy wariant zakladéw bukmacher-
skich, ktory opisal Hugo Steinhaus: Przed kilku laty wymyslono we Wroclawiu taka gre:
Osoby zebrane w pokoju skladaja po 1 zt i kazda pisze na karteczce (niewidocznie dla
innych) wysokos¢ pokoju w centymetrach. Potem zbiera karteczki, sumuje liczby i ob-
licza sredniq — czyja liczba jest najblizsza tej sredniej, ten wygrywa calq pule [Ste59].
Dla wigkszego podobienstwa z modelem IMM mozemy przyja¢ modyfikacje, ktéra polega na
przesunieciu sufitu pokoju do wyznaczonej Sredniej wysokosci.

2Arbitrage Pricing Theory

%model IMM nie zawiera zalozen nr 1, 8 i 9 modelu CAPM (wg numeracji przyjetej w
[EG98)), za$ zalezno$ci pozostalych siedmiu zalozen CAPM i siedmiu postulatow IMM pozosta-
ja w nastepujacych relacjach: ¢ < 2, 0’ = 3, 0" < 4 &' A0V = 6,0 =7, SAO' AN < 10
(przy czym postulat & czesto ie jest wymieniany explicité). Poniewaz stopien sformalizowa-
nia wszystkich zalozen jest niewielki i wiele dodatkowych wlasnosci modeli jest zwyczajowo
przemilczanych, przeto powyzsze zwiazki sa nieostre i moga by¢ postrzegane nieco inaczej.

®Capital Asset Pricing Model
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regul gry (np. zniesieniem otoczenia prawnego, ktére mu sprzyja). Jednak kon-
systencja modelu IMM z kwantowym opisem transakcji®’ sugeruje, ze spelnienie
uniwersalnego zalozenia o przywracaniu rownowagi powinnidmy traktowac ja-
ko zasade antropiczna [PS01, ?]*°, gdyz jest ona koniecznym warunkiem naszej
egzystenciji, tak w wymiarze ewolucji wszechswiata, jak i w wymiarze spolecz-

nym.

2.2. Stawiane hipotezy Przedstawione wyzej zalozenia skladaja si¢ na mo-
del funkcjonowania rynku, ktéry powinien okazaé

si¢ przydatny zaréwno do opisu rynkéw finansowych jak i do badania strategii

inwestycyjnych, czy zmiennosci komponent bilansu przedsi¢biorstwa.

Wiele dojrzalych ilo$ciowych teorii naukowych doczekalo si¢ na konhcowym
etapie rozwoju swojego formalizmu specyficznych dla nich modeli geometrycz-
nych. Dla przykladu badanie rownan Newtona zaowocowalo sformulowaniem
geometrii symplektycznej, konstruowanie modeli kwantowych oswoito fizygkow
z przestrzeniami Hilberta, za$ penetrowanie zasad dziedziczenia doprowadzito
genetykow do modelu podwodjnej helisy. Rsiggowos¢ juz od setek lat z powo-
dzeniem operuje réownaniem bilansu, a cho¢by z uwagi na dwoisty charakter
widoczny np. w posmodelu IMM, powinna si¢ kry¢ za nim znacznie bogatsza
struktura formalna w poréwnaniu do operacji rownowazenia pozycji z jaka ma-
my do czynienia np. w bilansach handlowym, platniczym, materialowym czy
wodnym. Powinna ona przypomina¢ znane fizykom rézne form bilansu ciepl-
nego. Czy wiaze si¢ z tym jaka$ specyficzna dla ekonomii struktura metrycz-
na? Naturalnym odniesieniem, takze z uwagi na swe historyczne korzenie, sa
struktury budowane na bazie geometrii rzutowej. Stad centralna hipoteza, kto-
rej potwierdzenie przySwieca badaniom przedstawionym w nastepnych szesciu
rozdzialach:

Geomelria rzutowa, wyposazona (stosownie do kontekstu inwestycyjnego)
w strukture metrycznq i uzupetniona miarq informacji o skutecznosci
inwestora, stanowi precyzyjny formalizm, oferujacy obiektywny welad w
symetrie sytuacji oraz procesow inwestycyjnych.

Stwierdzenie, ze wyniki takiego podejécia beda wyjatkowo precyzyjne® jest
oczywiste, ze wzgledu na jego zmatematyzowany charakter. Dla wspolczesnej
nauki, gdy badanie symetrii stanowi chyba najpotezniejsze narzedzie iloscio-
wych analiz, bez watpienia waznymi powinne by¢ pytania: Czy homografie sa
symetriami, zweryfikowanej bardziej niz jakiekolwiek inne reguly skutecznego
dzialania, zasady podwoéjnego zapisu ksiegowego? Jaka postac i interpretacije

%5z0b. str. 102

%patrz takze zakonczenie czesci trzeciej Dwoistosci

674j. minimalnie rozmyte (w rozumieniu Nalimowa [Nal76]) i, z koniecznosci, rzadko trywial-
ne. Przyjete tu kryterium precyzji jest proste i uznawane przez wiekszo$¢ metodologéw nauki:
formalizm poznawczy dysponujacy bogatsza struktura matematyczna jest bardziej precyzyjny
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ekonomiczna maja ewentualne inne prawa charakteryzujace si¢ rzutowa sy-
metria? Czy proponowany geometryczny opis zysku pozwala uja¢é w swoich
ramach takze definicje miary ryzyka charakteryzujacego portfel kapitalowy?
W jaki spos6b wykorzystujaca informacje o rynku wiedza inwestora zmienia
warto$¢ jego portfela stan jego przedsiebiorstwa) i czy ten efekt ma odzwiercie-
dlenie w prawie ilosSciowym bedacym uogélnieniem podwdjnego zapisu ksiego-
wego? A jak w wynikajacych z IMM relacjach iloéciowych uwzgledni¢ wiedze
inwestycyjna? Odpowiedziom na te pytania poswigcone sa nastepne rozdzialy.
Przedstawiajac konsekwencje zalozen IMM za pomoca formalizmu statyki sta-
nu réwnowagi, podejmiemy probe rozszerzenia owego formalizmu na jeszcze
niezaadoptowanty do celéw ekonomii obszar naszej wiedzy, jakim jest teoria
informacji. Bedzie to mozliwe, gdyz analogiczne rozwinigcie formalizmu statyki
o elementy nalezace dzi$ do teorii informacji jest dobrze zbadane. W historii
nauki bylo ono juz raz wykonane przy budowaniu termodynamicznego opisu
materii. Realizacja nakreslonego wyzej przedsiewzigcia przyniesie w kolejnych
rozdzialach argumenty przemawiajace m.in. za slusznoscia kolejnych tez:

o W jezyku geometrii rzutowej model IMM posiada naturalnqg moz-
liwos¢ ujmowania i badania rynkowych relacji ilosciowych. — (roz-
dzialy 11 2)

e Niestochastyczny sposéb postrzegania zmian cenowych umozliwia
alternatywny opis ryzyka instrumentu finansowego i jego interpre-
tacje. — (rozdzial 3)

e Rsiegowos¢ inwestycyjna mozna prowadzié¢ w oparciu o odmienne
formalizmy, eksponujqce rézne zbiory parametréw niezaleznych.”
— (rozdzial 4)

e Model IMM prowadzi do réownan bilansu uwzgledniajqcych wiedze
inwestycyjnq. — (rozdzial 5)

%8 Taka relatywnosé¢ opisu rynku w réznych reprezentacjach (zob. rozdz. 4 i 5) $wiadczy o
tym, iz podejécie rzutowe jest de facto jego metamodelem. Proponujac mozliwe sposoby odejécia
od wynikajacych z przyzwyczajen i tradycji konwencji prowadzenia bilansu, pozwala odnalez¢
odpowiedzi na pytanie: co jest poprawnq ilosciowo (cho¢ moze jeszcze niepraktykowanaq)
forma ksiegowosci, a co ksiegowosciq juz nie jest? Wydaje sie to szczego6lnie wazne w kon-
tekécie zaistnialego ostatnio fenomenu kreatywnej ksiegowosci.
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e Istnieje obiektywny sposéb wyceny wartosci strategii inwestora.”
— (rozdzial 6)
Nie beda nas interesowa¢ motywy dzialania inwestoréw. Ocenimy ich wie-
dze (warto$¢ inwestora) jedynie na podstawie uzyskiwanego wyniku (zysku)
we wlasciwym kontekécie dynamiki zmian kurséw rynkowych™. Warto$¢ in-
westora musi by¢ w pelni wyznaczona z tych danych i zawsze odpowiednio
bilansowac¢ si¢ z zarzadzanym przez niego portfelem. W naszym modelu praca
ludzka jest rozwazana podobnie jak inne, typowe dobra. Dla przedstawienia wa-
loréw praktycznych IMM koncowa czeé¢ tekstu poswiecona bedzie wykazaniu
iz
e Algorytm oceny inwestycyjnej jest efektywny i obejmuje przypadki
skrajnie nietypowych strategii inwestowania. — (rozdzial 6)
Tak wiec w kolejnych rozdzialach Geometrycznej struktury rynku autor be-
dzie si¢ staral przekona¢ czytelnika o slusznoéci wszystkich wyzej sformulowa-
nych hipotez, konstruujac i analizujac proponowany formalizm. Nie zabraknie
takze przykladéw zastosowania badanego formalizmu. Sa nimi znana z wielu
podrecznikéw ekonomii analiza funkcji Cobba-Douglasa i CES™, czy oryginalna
propozycja pomiaru wartoéci informacyjnej strategii (temperaturg inwestora) w
skrajnie trudnym przypadku oscylatora Bagsika-Gasiorowskiego .

§3. Uzyte instrumentarium

Przedstawmy teraz najwazniejsze narzedzia niezbedne do przeprowadzenia
analiz opisanych w nastepnych rozdzialach, wskazujac na nie uzyciem po-
grubionej czcionki dla ich nazwania. Maja one rachunkowy charakter dzieki
zanurzeniu IMM w formalizmie geometrii rézniczkowej. Poczynione zalozenia
pozwalaja opisywac ceny i przeplywy dobr rynkowych roézniczkowalnymi

%9 W tym takze przedsiebiorstwa, ktore uwzgledniamy w ramach IMM jedynie jako specy-
ficzna forme inwestowania, wiec abstrahujemy od probleméw dotyczacych technologii, zarza-
dzania, prognoz dla branzy, prawa, innowacji itp.. Maja one kapitalne znaczenie dla konstrukc;ji
algorytmu inwestycyjnego, lecz nas nie interesuja, gdyz jedynie ich efekt, w postaci odniesionej
do reszty notowan krzywej wzrostu wartoéci rynkowej przedsiebiorstwa, dotyczy sposobu wy-
ceny jakosci inwestowania. Przedsiebiorstwa nie poddane permanentnemu procesowi wyceny
w modelu IMM nas nie interesuja. Stosowanie w ocenie wartoéci metod komparatywnych jest
nie sprawdzana przez rynek spekulacja wiec wykracza poza model IMM, w ktéorym bazujemy
na cenach transakcyjnych. Co sie¢ tyczy spekulaciji, to czesto dzialania arbitrazowe zyskuja miano
spekulacji. Szczegdlnie w powyzszym kontekscie wydaje sie to stawianiem spraw na glowie.

70patrz rozdz. 51 6

167 rozdz. 4

“rozdz. 6
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funkcjami ciaglymi. Za narzedzia badania IMM posluza standardowe kon-
strukcje geometryczne operujace niezmiennikami i wspolzmiennikami rzu-
towych symetrii, ktére posiadaja swoje nieostre odpowiedniki w intuicyjnie sto-
sowanym od stuleci heurystycznym instrumentarium finansowym. Tamto stare
instrumentarium nie wystarcza, jesli chcemy dostrzec, réznicowac, precyzyjnie
opisa¢ i wytlumaczy¢ iloéciowe zaleznoéci opisywane w nastepnych rozdzia-
lach. Latwo to zauwazyc studiujac niezmatematyzowane podreczniki rachun-
kowosci”. Uzyte tam narzedzia poznawcze powoduja koncentracje uwagi na
konkretnych implementacjach metody ksiegowej (techniki, czynnoéci, procedu-
ra, obrébka i przechowywanie danych), wiazac historyczny rozwdj ksiegowosci
przede wszystkim z technologicznym rozwojem narzedzi gromadzenia i prze-
twarzania danych. Autorowi wydaje sie¢ jednak, ze (odnoszac sie do problemu
celnym jezykiem teorii informaciji) istota ksiegowoéci jest software, a nie hardwa-
re. Niepodobna jej uchwyci¢ bez dostrzezonych przez pomystodawce (Paciu-
olo) symetrii rzutowych. Naturalnym jest méwienie o rachunku nowoczesnym
jezykiem rachunku i to szczeg6lnie wtedy, gdy poszukuje si¢ uniwersalnych
(ahistorycznych) wlasciwosci, ktore stanowia o jego sukcesie. Dopatrywanie sie
genezy sukcesu w osiagnieciach technologicznych czgsto jest wynikiem pomie-
szania przyczyn i skutkéw lub blednego postrzegania rozwoju cywlllzacy]nego
jako nieuchronnego postepu kierujacego sie interesem spolecznym™. Za prze-
stroge przed takim spojrzeniem niech starczy, wynikajace z zaniedbania ba-
dan nad ciagle jeszcze nieprecyzyjnymi, badz przyjetymi ad hoc™, zasadami,
zjawisko kreatywnej ksiegowosci, powstale przeciez w dobie funkcjonowania
niezwykle wydajnych narzedzi przetwarzania informaciji.

Dzi$ przyjety tu jezyk opisu zjawisk rynkowych jest ugruntowanym wielo-
wiekowa tradycja standardem matematycznym. To dzigki niemu budowniczo-
wie nowatorskich konstrukeiji inzynierskich i badacze fundamentalnych zjawisk
przyrody pierwsi stawiali pytania, ktére okazaly sie¢ kluczowe dla nowozytne-
go rozwoju geometrii. Kojarzenie nazewnictwa geometrycznego ze zjawiskami
rynkowymi jest usprawiedliwione proponowana technika badawcza. Stosowa-
nie okreslen spoza geometrii dla charakterystyki symetrii modelu opisujacego
wybrany aspekt rzeczywistosci rynkowej staloby w sprzecznoéci z epistemo-
logicznym fundamentem: metoda kartezjanska i (takze zdroworozsadkowa) re-
gula niemnozenia bytéw ™. Owa regula nie powinna jednak ogranicza¢ na-
szej precyzji opisu. Stad uzytym narzedziem bedzie uogoélniona, bo zalezna od
kontekstu (absolut), definicja stopy, ktéra (z powodu braku odpowiednika w
finansowej tradycji) okre$lamy matematycznym mianem dwustosunku. Poza
tym do generowania réznych formalizmoéw ksiggowania uzyjemy potencjalow

“3z0b. dla przgktadu [MB86, Now02]

“dteleologia znajduje racjonalnie uzasadnienie jedynie w sferach teologii, badz paranauk
(tysenkizm)

5 np. w wyniku wygody legislacyjnej, badz szkodliwych przyzwyczajen kulturowych

7%tj. brzytfa Ockhama (patrz str. 6)
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termodynamicznych. Nazywanie ich po prostu ,funkcjami” (co ma miejsce
w literaturze ekonomicznej) w kontekscie rozbudowanego formalizmu mate-
matycznego prowadzitoby do licznych i groteskowych nieporozumien. Istotny-
mi miejscami pozwalajacymi odnalez¢ interesujacy kontekst ekonomiczny beda
otrzymane roézne postaci rownan bilansu. Wreszcie obiektami pozwalajacymi
dopeki¢ owe rownania bilansu beda wychodzace poza deterministyczny obraz
rynku nowe (na gruncie ekonomii) parametry: zajmujaca centralne miejsce w
teorii informacji entropia i w naszym formalizmie geometrycznym kanonicznie
Z nig sprz¢zona temperatura strategii inwestycyjne;j.

Przedstawione tu instrumentarium jest jedynie osnowa przeprowadzonej ana-
lizy, ktorej istota sa raczej glebokie relacje pomiedzy wyzej wyliczonymi narze-
dziami badan. Dlatego na zakonczenie tego paragrafu przyjrzyjmy si¢ blizej
zwiazkowi, jaki zachodzi pomiedzy idea procentu a dwustosunkiem. Gdy dzi-
siaj rynek placi za kazde ¢g dolaréw kwote ge euro to powiemy, ze kurs dolara

. . . . . . qs
wynosi cg_.e = Z—Z euro. Po kilku dniach odpowiedni kurs wyniesie c;_ ¢ := i.

7. uwagi na nastepujace, tatwo dostrzegalne wlasnosci tej definicji kursu
Ce—$Cse = 1,
(0.2)
Cs—¥ C¥ € = C3€,
gdzie ¥ jest np. japonskim jenem, matematyk bez wahania stwierdzi, ze kurs wa-
luty ma strukture jednoparametrowej grupy (R, , -). Interesujacy nas opis sytu-
acji kursowej odnajdziemy na rysunku 0.1, gdzie euklidesowe dtugosci odcinkow

Rysunek 0.1. Uklad prostych pozwalajacy zmierzy¢ cene waluty
i zmiane tej ceny.

Q<€ i 3 sa proporcjonalne odpowiednio do ¢s i ge. Rorzystajac z twierdzenia
Talesa - najstarszego ze znanych historii starozytnych matematykoéw, prawdo-
podobnie pierwszego filozofa i moze pierwszego ekonomisty’’, dojdziemy do

""Talesowi przypisywane jest porzekadlo ,Kto reczy, ten jeczy” [Wie00]
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wniosku, ze zamiast na prostej $€ sytuacje kursowa mozemy obserwowac na
osiach O$, badz O€.
Dla uczestnika rynku ma jednak znaczenie nie sama wysokos§¢ kursu, lecz

wielko$¢ jego wzglednej zmiany iz*:, gdyz dopiero ta liczba okresli jego ewen-
tualne zyski, badz straty wzgledem posiadacza innej niz on waluty. Dzi¢ki pod-
stawowej wlasnosci funkcji logarytmicznej, ktéra mnozenie dodatnich liczb rze-

czywistych pozwala zamieni¢ na dodawanie ich logarytméw™, wlasciciel kapi-
talu, prowadzac obserwacje sumarycznej wartosci skladnikéow o postaci In Zﬁfz,
odpowiadajacych kolejnym notowaniom kursowym, precyzyjnie, jak przed Kkil-
kudziesieciu laty inzynier wyposazony nieodlacznie w suwak logarytmiczny,
okresli wzgledna zmiane wartoSci swojego pieniadza.

Zidentyfikujmy na rysunku 0.1, czym jest 6w logarytm. Poniewaz cztery troj-
katy Agso, Dgeo, Dgrso 1 Dgreo posiadaja jednakowa wysokosci wzgledem ich
podstaw lezacych na prostej $€, wiec mozemy stwierdzi¢, ze warto$¢ wzglednej
Zzmiany cen wynosi

(5.0.0. €} - G5.e _ds%e _ |Q€[QS] _ P(Ageo) P(Agso)
B csme  Gets |QS[|Q€]  P(Agso) P(Ageo)’
gdzie symbole P(A ) oznaczaja pola powierzchni odpowiednich trojkatow.

Poniewaz pole trojkata rowne jest polowie iloczynu dlugosci dowolnych jego
dwéch bokéw i sinusa kata zawartego pomiedzy nimi”’, wiec mozemy napisacé,

B 5.0.0.€) _ [2011€0] sin(£0'0€) [0 [$0) sin(£QOS)

P T Q0] 180 sin(£Q'08) QO] €0 sin(ZQO€)
W ten sposéb wzgledna zmiana cen okazuje sie jedynie funkcja katow lezacych
w punkcie O przecigcia peku prostych

(5.0.0. €} — s%n(éQ:O€) s.in(AQO$)7
sin(ZQ'08%) sin(£LQO~€)
dlatego tez rzutowanie symbolizujacych roézne ceny punktow na o$ O$, czy O€,
nie musialo by¢ réwnolegle!™ Dzieki zastosowaniu przeksztalcenia logarytmicz-
nego odcinek $€, przedstawiajacy wszystkie mozliwe warto$ci kursu, uzyskal
cechy euklidesowe”. To wielko$¢ wzglednej zmiany ceny {$, Q, Q', €} geome-
trzy nazywaja dwustosunkiem. Niezmiennicze wlasnoéci dwustosunku znal juz
Pappus z Aleksandrii.
Wyzej naszkicowana idea poslugiwania si¢ proporcjami jest motywem prze-
wodnim wielu rachunkowych konstrukcji, z ktérymi czytelnik zetknie si¢ we

Borupy (R, -) i (R,+) sa izomorficzne
jezeli jeden z bokéw uznaé za podstawe tréjkata, to sinusem odpowiedniego kata bedzie
iloraz wysokosci tréjkata i dlugoéci drugiego z bokow
80to wazne spostrzezenie uzasadnia wyr6zniona role geometrii rzutowej w formalizmie ma-
tematyki finansowe;j
8lgdyi po tym przeksztalceniu warto$ci zmian kursu mozna mierzy¢ linijka
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wszystkich trzech czesciach rozprawy o dwoistosciach kapitatu. Sledzac w ko-
lejnych rozdzialach szczegoly zamieszczonych tam wywodéw matematycznych,
pozwalajacych na podstawie prostych, odzwierciedlajacych zmiany cen i prze-
plywy kapitalu, zalozen wysnuc¢ czesto zaskakujace wnioski, sprobujmy odna-
lez¢ oparte na proporcjach fundamentalne symetrie cechujace procesy rynkowej
wyceny wartosci kapitatu. Niech kartezjanskie ,jak?”, a nie ,,co?”, pomaga nam
zrozumiec istot¢ zjawisk ekonomicznych, towarzyszacych znanej nam wszyst-
kim z autopsji wymianie débr.




Rozdziat 1
( Rzutowa struktura geometrii rynku

§ 1. Portfele i ceny

Rutynowa czynnoscia ekonomistéw jest badanie proporcji. W przypadku
odnotowywanych zestawoéw cen, czy wielkosci skladnikow majatku, proporcje
stanowia podstawowa warto$¢ informacyjna. Absolutne miary traca na swoim
znaczeniu, gdy udzial we wlasnoéci staje si¢ dostepny w ultamkowych czesciach
caloéci majatku, a powszechna skltonnoé¢ posiadaczy kapitalu do dywersyfika-
cji ryzyka czyni taka forme wlasnoSci dominujaca. Tekst tego rozdzialu sta-
ra si¢ zwroci¢ uwage czytelnika na wlasciwe miary zjawisk rynkowych, gdy
przedmiotem analiz sa odpowiednie proporcje wystepujace pomiedzy réznymi
cenami, czy skladnikami majatku.

Rynek to miejsce, gdzie dokonuje si¢ nieskrepowana wymiana pieniedzy,
towarow, czy uslug. W trakcie konstruowania elementéw teorii modelujacych
interesujacy nas aspekt rzeczywistoSci staramy si¢ uchwyci¢ charakterystyczne
cechy opisywanych obiektéw czy proceséw, posuwajac si¢ zwykle do ich ide-
alizacji. Przyjmijmy wiec, ze owe przedmioty zainteresowania kupcéw rozpinaja
(N +1)-wymiarowa przestrzen wektorowa G nad cialem liczb rzeczywistych.
Elementy przestrzeni G nazywamy koszykami. Niech nam si¢ kojarza z ko-
szykami, stanowiacymi rezultat calodniowych zakupéw, pelnymi przeréznych
rzeczy, w tym takze innych pomniejszych koszykéw (dodawanie), z ktorych
kazda moze by¢ w mniejszej badz wiekszej iloSci (mnozenie przez liczbe dodat-
nia). Roszyk taki, procz aktywoéw, moze réwnie dobrze zawiera¢ zobowiazania
(mnozenie przez -1). Rozwazanie zobowiazan, czy ulamkéw niepodzielnych ar-
tykuléw ' jest w pelni zasadne, gdyz nasze koszyki to raczej prawa wlasnosci (i
podijete zobowiazania), a te formalnie moga, poprzez stosownie zawierane umo-
wy posrednie, obejmowaé¢ dowolne czesci jednostkowych przedmiotéow. Wla-
sno$ci przemiennosci, tacznosci, itd. wspomnianych tu operacji algebraicznych,
ktére wyczerpuja charakterystyke przestrzeni wektorowej, sa oczywiste. Mi-
mo zamieszczenia powyzszych wyjasnien autor jest przekonany, ze do liniowe;j

liak np. bilet, krzeslo, skladka emerytalna
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struktury przestrzeni koszykéw G nie trzeba nikogo przekonywac, gdyz bez wat-
pienia to struktura (G, do$wiadczana w codziennej praktyce rynkowej, stanowila
pierwowzor dla wszystkich wlasciwosci przestrzeni wektorowej. Wybierzmy w
G baze {go,81,...,g~}. Element bazy g,€ G nazwiemy p-tym dobrem rynko-
wym. Dobra pelnia wyrézniona role wzgledem pozostalych koszykow — dzieki
nim mozna sprawnie ksiggowac¢ operacje rynkowe, prowadzi¢ rachunkowosc,
czy analizowac procesy gospodarcze.

Dla dowolnego koszgka p € G mamy zatem jednoznaczny rozklad na two-
rzace go dobra

N
b= Z PuBu-
n=0

Liczbe p,€ R nazywamy p-tg wspétrzednaq koszyka. Portfel to klasa réowno-
wazno$ci koszykow na zbiorze koszykow niepustych (tj. na zbiorze G\ {0}).
Dwa koszyki p' i p” sa rbwnowazne, jezeli istnieje takie A € R, ze p’ = A p”, to
zZnaczy

N N
Zp,/ugu = Z A p:ig;u
pn=0 n=0
czyli
(Po; -, P) = (AP, - -, APR)-
Jezeli dla ustalonego ;1 zachodzi p, # 0, to zawsze mozna tak dobra¢ )\, aby w

sklad koszpka reprezentujagcego portfel wchodzita jednostka dobra g,. Wspol-
rzedne portfela p sa wtedy rowne

(Pos - s Pu—15 1, Py 1y -, PN

Elementy powyzszego ciagu beda w dalszym tekscie nazywane wspoétrzednymi
niejednorodnymi portfela p wzgledem p-tego dobra.

Przypadek p, = 0 interpretujemy jako portfel nie podlegajacy wycenie w
jednostkach g,,, czyli portfel niewtasciwy dla y-tego dobra. Z powyzszych roz-
wazan wynika, ze wspolrzedne koszyka dla takiego portfela, wzgledem kazdego
innego dobra, maja 0 na p-tym miejscu, czyli sa nastepujace

(p07 s apu—hoapu—l—l) s apN)'

Podsumowujac, dowolny sposrod koszykéw zawierajacych niezerowa ilos¢
ktoregokolwiek z dobr g, (tzn. koszyk spelniajacy warunek p, #0) mozna prze-
skalowa¢ mnozac jego skladniki przez pewien wspolczynnik \. W ten spo-
sob otrzymamy wspolrzedne niejednorodne portfela do ktorego nalezy koszyk.
Wspolrzedne takie opisuja proporcje poszczegélnych dobr, wchodzacych w
sklad dowolnego koszyka sposérod koszykoéw nalezacych do jednego portfela,
wzgledem dobra g,,.

Rurs rynkowy U wzgledem v-tego dobra to dowolne odwzorowanie liniowe
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U(g,, - ): G — R. Odwzorowanie U przyporzadkowuje kazdemu koszykowi p
jego aktualna warto$¢, wyrazona w jednostkach dobra g,:

N
(1'1) (Up),, = U(guap) = Z U(gwgu)pm
n=0
edzie U(g,, g, ) jest cenq jednostki pi-tego dobra wyrazona w jednostkach v-tego
dobra. Wartoécia funkcji U jest zatem v-ta wspolrzedna koszyka, skladajacego
si¢ jedynie z tak okreslonej iloéci dobra g,.
Od cen rynkowych wymagamy” aby

Ul(gy, Ulgw: p)v)gn = Ulgu, p)gy
dla dowolnych p oraz g, i g, bedacych dobrami wzajemnie wymienialnymi
(czyli U(g,,8,) # 01 U(gy, g) # £00), wiec podstawiajac p = g, otrzymamy

(1.2) U(gu 8.)U(gv,80) = U(gp 8p)

dla dowolnych u, v, p. Tak wigc wzgledne wartosci kursowe dobr posiada-
ja wlasno$¢ przechodnioéci. Podstawiajac w (1.2) p = v = p otrzymamy dwie
mozliwosci
U(g,,g.)=1 albo U(g,,g,)=0.
Przypadek U(g,,g,) =1 implikuje wlasno$¢ odwzorowania rzutowego dla U,
czyli
U((Up)ugu)u = (Up)yu-

Natomiast przypadek U(g,,g,) =0 oznacza, ze p-te dobro nie funkcjonuje na
rynku (mozna nim jedynie kogo$ obdarowac).

Wstawiajac w (1.2) p=p dostajemy dla U(g,,g,)=1

Ulgu, 80) = (U(g,,,gu))

Przeprowadzone rozwazania pozwalaja nam na wprowadzenie macierzy kur-
su rynkowego. Jest to macierz o rozmiarach (N+1)x (N +1), ktérej (u, v)-ty
element dany jest wzorem U, := U(g,,g,). Najprostsza metoda wyznaczenia
tej macierzy prowadzi poprzez wskazanie pieniadza. Pieniqdzem bedziemy
nazywac arbitralnie wyréznione dobro, istniejace na rynku. Przyjmijmy, bez
utraty ogolnosci, ze dobrem tym jest go. W tym momencie ograniczamy si¢ do
rozwazenia tych sposréd portfeli, ktore dopuszczaja wspolrzedne jednorodne
wzgledem pieniadza. Portfele takie bedziemy nazywaé portfelami wtasciwy-
mi (lub, bardziej precyzyjnie, portfelami wladciwymi wzgledem gy). Macierz U,,,,
jest w pelni okre$lona przez znajomo$¢ N liczb uy, := U(go, gx) dla k=1,..., N.
Zauwazmy, ze Uyy=1. Jesli przyjmiemy, ze u, := 1, to wlasnos$¢ przechodniosci
(1.2) pozwala nam wyznaczy¢ wszystkie elementy macierzy (U, )

(1.3) Uw = u;, 'ty

-1

%patrz postulat ¢’
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Cecha ta tlumaczy potrzebe wystepowania pieniadza na rynku, ktéry w spo-
sob naturalny gwarantuje wlasnos$¢ przechodniosci dla cen wzglednych, czyli
proporcji pomiedzy wymienianymi na rynku towarami. W czasach stabilnej
gospodarki, gdy rozmiary inflacji pieniadza sa przewidywalne, obywatele przy-
zwyczajaja si¢ do obserwacji kursé6w rynkowych przy pomocy cenowej mapy
wspolrzednych niejednorodnych, w ktérej wyrdéznionym dobrem jest przyjeta
jednostka pieni¢zna. Zepsuty pieniadz oznacza nieprognozowalne skoki cen, w
wyniku ktérych informacje wynoszone z takiej mapy, z koniecznoéci rejestrowa-
nej fragmentami w réznych momentach czasowych, nie oddaja rzeczywistych
wzglednych proporcji wymiany, zachodzacej w transakcjach dotyczacych roz-
nych dobr. Ale i wtedy mamy naturalna sklonno$¢ do wyrazania proporcji
wymiany w mapach wspoélrzednych niejednorodnych, wyrédzniajac pewne do-
bro, nadajace si¢ na substytut pieniadza, w roli wzglednie stabilnego miernika
warto$ci, ktéry zazwyczaj staje sie faktycznym érodkiem platniczym’. Latwo
uzasadni¢ takie zachowania. Spelniana przez pieniadz i rozumiana jak wyzej
funkcja miernika wartoéci [Sch96] pozwala jako$ciowo obnizy¢ ilo$¢ informacii
o proporcjach znamionujacych handel. Symetryczna macierz cen (U, ) wymia-
N(N+1) o . . , : ‘
ny towar-towar z ——— niewiadomymi skladnikami zostaje zastapiona N pa-
rametrami u; wymiany towar-pieniadz. Ludzki mo6zg nie musi kontrolowaé np.
pieciu tysiecy rynkowych parametréw, gdyz wynalazek pieniadza sprowadza
te zagadnienie do operowania informacja ograniczona do ciagu zaledwie stu
liczb®,

Rozumowanie powyzsze jest poprawne, gdy wszystkie u; sa rézne od zera,
tzn. gdy wszystkie dobra sa wymienialne na pieniadz. W przypadku dobra
g, niewymienialnego na gy, gdy przestaje obowiazywac prawo przechodniosci,
zachodzi Uy, = Uy = 0.

Wzér (1.1) zalezy od liczb u, w nastepujacy sposéb

N
(1.4) (Up), = Zuupuu;l.
n=0

Dla uj, =0 wzér (1.3) pozostanie nadal poprawny, jezeli przyja¢ ze u; ' := 0.
Reasumujac, dla Uyy # 0 mozemy stwierdzi¢, ze kurs rynkowy jest jedno-
znacznie okres$lony poprzez zadanie ciagu wspolrzednych (tzw. wspotrzedne

3ciekawy, bo stanowiacy prototyp wspolczesnego zdematerializowanego pieniadza, kazus
to fei z wyspy Yap,. Fei niekoniecznie musial fizycznie uczestniczy¢ w transakcji, zob. [Fri94].

*pojawienie sie pieniadza to prawdopodobnie pierwszy przypadek jakosciowej redukcii zto-
zonosci obliczeniowej algorytmu, ktérym jest wyznaczanie zgodnej z rynkiem proporcji wymia-
ny dwoédch dobr w oparciu o znajomo$¢ proporcji obowiazujacych w odpowiednich wymianach
poérednich. Obecnie zagadnienia redukcji zlozonosci obliczeniowej badane sa niezwykle inten-
sywnie i wydaja sie znéw stanowi¢ centralng grupe wyzwan, okreslajacych tak bariery jak i
perspektywy dalszego postepu cywilizacyjnego [Pen00, Mil00, CR02]. Wiele uwag zwiazanych
z tym tematem czytelnik odnajdzie w poSwieconej obliczeniom (taktykom) kwantowym cze$ci
trzeciej tej rozprawy (zob. takze [PS04)).
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niejednorodne kursu U wzgledem pieniadza g)
U= (1,U1, .. .,UN).

Zdarza sie, ze zachodzi potrzeba wyrazenia cen u; w jednostkach proporcjo-
nalnych do gy, np. gdy gy jest akcja i nastepuje jej split, po denominacji pienia-
dza, przy przeliczaniu wartosci dlugu pieni¢znego na jego ekwiwalent w postaci
konkretnego dobra gy, itp. Przeskalowanie ma znaczenie dla U jedynie formalne,
jednak z tej przyczyny warto U utozsamia¢ z dowolnym ciagiem wspolrzednych

U= ()\,)\Ul,...,)\UN),

gdzie A€R\{0} jest dowolna stala. Takie wspodlrzedne nazywamy wspotrzed-
nymi jednorodnymi kursu. Mozna dostrzec pelna analogi¢ miedzy wspoirzed-
nymi jednorodnymi kursu, a wspdélrzednymi koszyka nalezacego do portfela.

Przypadek Uy, = 0 interpretujemy jako rynek, na ktérym nie funkcjonuje
pieniadz gy. Odpowiednie wspoélrzedne kursu beda wtedy réowne

U'::(O’...%

gdzie ostatnich N liczb zostaje okreslonych w sposéb analogiczny jak powyzej,
lecz juz z innym dobrem g; w roli pieniadza.

Rurs, ktorego ji-ta wspoélrzedna jest 0, nazywamy kursem niewtasciwym dla

dobra g,. Uwzglednienie sytuacji niewlasciwych dla danego dobra podykto-
wane jest potrzeba objecia dwoéch grup proceséw obserwowanych z pozycji
kursu. Do pierwszej grupy naleza np. bankructwa spowodowane sytuacja, gdy
niechciane dobro przestaje istnie¢ jako walor rynkowy (nie bedac juz nawet
zobowiazaniem), nieodwracalnie tracac warto$¢. Ceny pozostalych doébr, wy-
razone w proporcji do wartosci zniszczen, ,uciekaja” do +oo (odpowiada to
u~! =0), a rynek ze swym kursem ,przenosi si¢” do podprzestirzeni niewla-
Sciwej dla zniszczen. Okre$lenie ,zniszczenia” zostalo tu uzyte dla nazwania
dobr, ktore przestaly byc¢ przedmiotami obrotu rynkowego, bowiem najczesciej
sytuacja taka dotyczy zdekapitalizowanych narzedzi, lub przeterminowanych
produktow.
Jednak nade wszystko istotna jest druga grupa proceséw obejmujaca przedsie-
wziecia gospodarcze, w wyniku ktérych dobro sumarycznie nic niewarte (gdy
zobowiazania réwne sa aktywom) prowadzi do powstania wartoéci dodane;j,
czyli w efekcie do portfela o wartosci roznej od zera.

Wariant wszystkich U,, =0 wykluczamy, bowiem bylby to kurs rynku try-

wialnego, traktujacego wszystkie dobra jako niewymienialne.
Zbilansowanie portfela p na kursie U to sytuacja , w ktorej istnieje dobro g,
w ktorego jednostkach wartos¢ portfela p, wedlug kursu U, jest rowna 0.

N N
(Up), = Z U(gu, 8. )py = Z’pr,,u;1 —0.
v=0 v=0
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Gdy dobrem tym jest pieniadz, powyzsze rownanie przyjmuje postac:

N
(1.5) Zuupu = 0.
n=0

Rownanie to wyraza wlasnos¢ zbilansowanego przy kursie U portfela p, ktory
sklada sie z takich dobr py, ze koszyk zlozony z kolejnych dobr w nastepuja-
cych ilosciach —py,...,—py wart jest, wedlug cen U, jedna jednostke pieni¢zna
go (bowiem py=wup=1). Przy ustalonym kursie, sparametryzowane wspolrzed-
nymi niejednorodnymi, zbilansowane portfele sa poréwnywalne, tzn. zawarty w
kazdym portfelu wlasciwym zestaw odpowiednich débr wart jest w powyzszym
sensie jednostke pienigzna, za$ analogiczny zestaw dobr g;,. . . ,gx wchodzacych
w sklad kazdego portfela niewlasciwego nic nie jest wart dlatego, ze dla portfeli
niewlasciwych mamy py=0.

Zmiana pieniadza, w ktéorym wyliczamy warto$¢ portfela p, polega na po-
mnozeniu réwnania bilansu przez stala

N N

-1
§ :uupugo - E :“upuuy 8v;
pu=0 u=0

dlatego wlasnoé¢ zbilansowania portfela (Up), = 0 nie zalezy od wyboru dobra
g, wzgledem ktérego kurs wyliczamy, a tym samym od wyboru pienigdza.
Zbilansowanie p na U mozemy oznacza¢ pomijajac indeks wskazujacy dobro
gy, czyli Up = 0.

Dla dowolnych doébr, jako jednostek, w ktorych sa wyrazane wielkosci kur-
sow i portfeli, wlasnoé¢ ta jest konsekwencja wykazanej ponizej ogoélniejszej
wlasnosci (1.11). Oznacza ona, ze bilans jest niezmiennikiem rzutowym.

7. tych samych powodoéw, dla ustalonego portfela p, rézne kursy rynkowe,
na ktorych si¢ bilansuje, sa rownie atrakcyjne.

§2. Rynek a geometria rzutowa

Geometra z latwoscia zauwazy, ze przestrzen wszystkich mozliwych port-
feli tworzy dobrze znana rzeczywista przestrzen rzutowa RPY. Przystepny opis
geometrii rzutowej mozna znalez¢ w ksiazkach [CR98, Hal06], a wiele technicz-
nych szczeg6tow np. w podrecznikach [VY46, Bor76, Ber77, BK53]. Portfele
p sa w tej geometrii punktami, a kursy U sa obiektami dwoistymi do nich, czyli
(N —1)-wymiarowymi hiperplaszczyznami (w najbardziej rozpowszechnionym
przez rysownikoéw przypadku N =2 sa to proste — zeglarzom kurs powinien ko-
jarzyc¢ si¢ z kierunkiem, czyli prosta). Zbilansowanie portfela p na kursie U jest
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niczym innym, jak wlasnoscia nalezenia punktu do hiperplaszczyzny (w RP?
lezenia na prostej). Ten fundamentalny zwiazek pomiedzy portfelem a kursem
nie powinien by¢ obcy ekonomistom, przywyklym do koncepcji podwojnego
ksiegowania (bilans prowadzi do wyniku 0) i doceniajacym od pieciuset lat jej
zasadnos$¢. Jeden ze wspoltworcow podwojnej ksiegowosci, Fra Luca Paciuolo,
byl jednoczesnie dla Leonarda da Vinci mistrzem, zaznajamiajacym go z tajni-
kami perspektywy zbieznej’ (czyli dzisiejszej geometrii rzutowej). To nie artysci
Renesansu wymyslili odmienny sposoéb ogladania przedmiotéw, nauczyli ich
tego renesansowi ksiegowi. Powyzsze domniemanie, dla wielu kontrowersyjne,
thumaczy niemoznos$¢ wczesniejszego odkrycia perspektywy, ktoérej przyczyna
byt brak jakichkolwiek metod algebraicznych, potrzebnych do wyliczania pro-
porcji’. Dlatego calkiem prawdopodobna jest hipoteza, ze juz Luca Paciuolo
mogl postrzegac rynek w spos6b bardzo podobny do prezentowanego w bieza-
cym rozdziale. W czasie ostatnich stuleci rysownik przeobrazil si¢ w inzyniera,
projektujacego precyzyjne rysunki techniczne, zawierajace zdumiewajaco wiele
ilosciowych informacji. Moze juz wkroétce, w dziedzinie inzynierii finansowej,
bedzie mozna dostrzec podobnie rozwijajace si¢ umiejetnosci.

Podsumujmy rynkowe okreslenia podstawowych poje¢ geometrii rzutowe;j
RPY, zestawiajac je w tabeli 1.1.

rynek geometria rzutowa
D portfel punkt
U kurs hiperptaszczyzna
Up = 0 | kurs bilansuje portfel | hiperptlaszczyzna zawiera punkt

Tabela 1.1. Rynkowe odpowiedniki podstawowych pojeé geome-
trii rzutowe;.

/!

Ronfiguracja i obrazuje dwa roézne portfele p’ i

U
p”, bilansujace sie na tym samym kursie U, za$ zamieszczona ponizej konfigu-
racja przedstawia jeden portfel p bilansujacy si¢ na dwoch roéznych kursach
U’ i U". Rysunki te sa do siebie dwoiste. In-
teresujacym byloby odszukiwanie dwoistych P
odpowiednikéw dla bardziej skomplikowa- U’ U’
nych konfiguracji. Regulami rachunkowymi i
interpretacjami sytuacji rynkowych, zwiazanych z takimi parami, rzadza w isto-
cie te same prawa. Aby je dostrzec, nalezy zagadnienia finansowe przeformulo-
wac na jezyk geometrii rzutowe;.

5z0b. [Ber97]
bpor. [Parss|
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Wyrdzniona role pieniadza (czyli dobra ktorym okreslamy warto$¢ pozo-
stalych doébr) moze pelnic¢ nie tylko ktores z pozostalych dobr g, lecz tak-
ze dowolny niezbilansowany koszyk. Zmiana jednostki pienieznej jest w RPY
transformacja rzutowa. Opis prawidlowosci rynkowych nie powinien zalezec¢
od wyboru jednostek pomiarowych. Te spostrzezenie wymusza przestrzeganie
nastepujacej zasady.

Zasada symetrii rynku. Wnioski z kazdego logicznie spojnego modelu
dotyczqcego rynku sq niezmiennikiami wzgledem przeksztalcen rzuto-
wych.

Twierdzenia Desargues’a, Pappusa, czy Pascala okazuja si¢ prawami opisu-
jacymi losy naszych pieniedzy, czy zatem powinni$my je traktowac jako inte-
lektualne igraszki, dalekie od probleméw gospodarczej rzeczywistosci?

§3. Homografie przestrzeni wspétrzednych portfela

Na poczatku pierwszego paragrafu wybraliSmy w przestrzeni G pewna ba-

z¢. Zbadajmy jakie konsekwencje pociqga za sobq jej zmiana. Ustalmy dwie ba-

7y, pierwsza z nich oznaczmy gV = {go e ,gN } druga g = {g e ,g%)}.

Wspdlczynniki A, ktére sa wspdlrzednymi dobra
=2 Awg)

w bazie gV, tworza macierz przejicia A z bazy g do bazy g?. Ze wzgledu na
zasadnoéé¢ przejscia odwrotnego, od bazy g® do bazy g!), macierz A posiada
wlasnoé¢ odwracalnosci, czyli det A # 0.

Wymagamy, by zmiana bazy nie miala wplywu na materialna zawartos¢

koszyka, czyli
p= Zpu gV Zpu g

dla wszystkich koszykéw p. Warunek ten pociaga za soba nastepujacy wzor
na transformacj¢ wspoirzednych dowolnego koszyka, polegajaca na zamianie
bazy.

1 1
(1.6) Zp( AL
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gdzie A~! oznacza macierz odwrotna do macierzy A. Wlasno$¢ (1.2) przechod-

niodci kursu powoduje, ze U (g,(}), p) U(p, g,&l)) = 1 dla dowolnego niezbilanso-

wanego portfela p, zatem dla p = g&z) otrzymamy
-1
U(g?,gl)) (Z A, Ugl, gl ))

Z. ostatniej rownosci wynika, ze

A, Z A pup
Ug?, e ZAypUg ) => .
1 1 14 p Zk AMO— (U(pl)) Ug-l) Z A O-Uo-

Powyzisza zaleznoéé okreéla zwiazek cen débr bazowych w bazie g® z cenami
débr bazowych w bazie g

> A Jul)
u? =U(g), g?) = =1

Zp AOPUP
co we wspodlrzednych jednorodnych réownowazne jest nastepujacej zaleznosci
1) = A

Pomigdzy réznymi bazami odniesienia kursy rynkowe transformuja si¢ tak, jak
dobra bazowe, a portfele odwrotnie do nich.

§4. Wspolrzedne kursu

Potraktujmy ciag (uo, . .., uy) jako wspdtrzedne Pliickera” hiperplaszczyzny
okreslonej rownaniem (1.5). Portfele p, spelniajace réwnanie (1.5), mozna spa-
rametryzowac ciggiem liczb f,

b b
(1.8) p(f) = Z f,uu/zlgu + Z fu8u,

gdzie sumowanie z symbolem ,b” przebiega po indeksach y, dla ktérych u, #0,
a sumowanie z symbolem ,5” po pozostalych v, dla ktérych u, =0.
W geometrii hiperplaszczyzna p(f) nazywana jest zfgczem® punktow u;lgu

zob. [Bor76]
ob. [Bor76|
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dla v, #0 i punktow g, dla u, =0.
Portfel lezacy w parametryzowanej hiperplaszczyznie bilansuje si¢, wiec

b b
Up(f) = (Up(f))o =Y fuuy up =Y fu =0,

czyli punkty hiperplaszczyzny kursu mozna opisa¢ liczbami f, przy pomocy
parametryzacji (1.8), przy czym wspoélrzedne f, spelniaja warunek

b
(1.9) > f.=0,

gdzie wszystkie f, nie moga jednoczeénie by¢ rowne 0 (p(f) nie bytby wtedy
portfelem).

Dowolny zbilansowany portfel, nalezacy
do zlacza p(f), przedstawiony jak wyzej,
przy pomocy wspoéirzednych jednorodnych f,,,
badz niejednorodnych f;, nazwiemy portfe-
lem wspotzmienniczym z kursem U. Znacze-
nie portfeli wspolzmienniczych polega na tym,
ze jedynie na nich potrafimy w sposéb popraw-
ny mierzyc zyski, w sposéb opisany nizej.

We wspdlrzednych niejednorodnych, w
ktorych fy=—1, pozostale wspolrzedne f, dla
k # 0 spelniaja warunek Zbk fr =1, dlatego portfel wspolzmienniczy jest roz-
ktadem jedynki. Gdy ograniczymy si¢ do czesci hiperplaszczyzny, gdzie dla
wszystkich fi, dla ktoérych wuy # 0, zachodzi f; > 0, to p(f) jest zlaczem wy-
puktym. W przypadku portfeli i kursow niewlasciwych dla dobra g, portfele
wspo6lzmiennicze mozna tworzyé zgodnie z powyzsza definicja, odrzucajac do-
bro gy i wybierajac jako pieniadz inne stosowne dobro ze zbioru débr bazowych
g.

W dalszym tekscie biezacego paragrafu zalozymy, ze kurs jest wlasciwy dla
wszystkich doébr (czyli kazde u, jest rézne od 0). Dla punktéw niewladciwych
mozna przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania w odpowiednich przestrzeniach
rzutowych o mniejszym wymiarze.

Wielkos¢ fHu;1 bedac wspdlrzedna portfela, transformuje si¢ przy zmianie
bazy zgodnie z regula (1.6), czyli

FO =u® 3" O (u) AL,

wiec

(1.10) F2 =3 0 @) A A ulD.
vp
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Zatem
(111) DA =D S W) L =T,
B vp B

gdzie [ jest macierza jednostkowa.
W szczego6lnosdci wlasnoé¢ rozkladu jedynki ) f, = 0 nie zalezy od wyboru
bazy, czyli jest niezmiennikiem rzutowym.

Jezeli rozwazy¢ zmiane kursu jako transformacije alias, czyli polegajaca
nie na przejéciu do nowej hiperplaszczyzny kursowej, lecz na zmianie ukla-
du wspdlrzednych opisujacych kurs, to taka zmiane¢ opisuje macierz diagonalna
o elementach A,, = u/(u/,)~", co wynika ze wzoru (1.7). W tej sytuacji wzor
(1.10) redukuje si¢ do postaci

" 14— Y /
fu = (uu) AM;AWuufu = Ju

Diagonalna transformacja wspoélrzednych, jaka jest zmiana kursu, zachowuje
wartoéci wspolrzednych f,. Dopiero ta wlasno$¢ portfela wspoélzmienniczego
(a nie tylko zbilansowanie na dowolnym kursie) umozliwia wyznaczenie zysku
(badz straty) wynikajacego ze zmiany kursu.

§5. Zysk z handlu pojedynczym dobrem

Nieznanym obszarem zagadnien wartym zbadania sa problemy rynkowe do-
tyczace kursow i portfeli, rozwazane w kontekscie wszystkich dotyczacych ich
przeksztalcen rzutowych. Zanim wolna od jakichkolwiek jednostek geometria
rynku, badana w duchu von Staudta, zyska stosowne zainteresowanie, warto
skupi¢ uwage na przestrzeniach o mniejszej symetrii, budujac w ramach geo-
metrii rzutowej metryczne modele rynku. Jednak przed zglebieniem tego tematu
zatrzymajmy si¢ na samej kategorii zysku.

Niezmiennikiem odwzorowan rzutowych jest dwustosunek czterech punk-
tow lezacych na prostej [VY46, BR53|. Z uwagi na niezmienniczo$¢, wielko$¢ ta
powinna spelnia¢ kluczowa role w opisie rynku. Wszystkie popularne indeksy
rynkowe (gieldowe) odnosza swoje wartoéci do konkretnych dobr (najczesciej
waluty $). W momentach krytycznych taki relatywizm moze zaklocaé identy-
fikacje wielu charakterystycznych sytuacji rynkowych. W przestrzeni rzutowe;j
RPY 6w dwustosunek’

[Q57 U‘*(‘ﬁa U@*H $]

9patrz strona 22
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dotyczy pary punktow'’
(1.12) U_e = (v,vel=® ..) i Us., == (w,weP®—,...)

oraz dwoch innych punktéow & i §, ktére powstaja w wyniku przeciecia prostej
U_sUs_ z jednoskladnikowymi portfelami-hiperplaszczyznami & i $, zlozony-
mi jedynie z dobra &, badz $. Zastapione znakiem wielokropka ,,...” wartoSci
pozostalych wspolrzednych kurséow U_, g, Us_. sa dowolne i niekoniecznie jed-
nakowe dla obydwu punktéw. Prosta, przechodzaca przez punkty U_g i Ug_.,
reprezentuje jednoparametrowa rodzina wektoréw, ktorych p-te wspolrzedne
majg postac
0, (V) = A () (1= A) ()

Tak to punktom $, & przeciecia tej prostej z hiperplaszczyznami $ i & odpo-
wiadaja wartoéci parametru A, ktore spelniaja ponizsze warunki

uo(As) = As (u—e)o + (1 = As) (us—)o =0
i Ul()\g) = )\@ (Uﬂg)l + (1 — )\@) (UQSH)l = O,

czyli, wykorzystujac wspoélrzedne (1.12), otrzymamy

s = —

w—uv’
wepﬂiﬁ

Ao =

wePe— — peP—e

Liczac logarytm dwustosunku [&, U_.s, Us_,, 3| na prostej U_,sUgs_. w rezultacie
dostajemy wyrazenie

P —
In[6, U_e, Us_., $] = In[——— 1,0, — ] =
wepPs— — y eP—o w—v
(1.13) 0w 6PO—
N e PO P—e

Powyzsza formula zostanie wykorzystana w rozdziale poSwigconym taktyce ra-
cjonalnego kupca (cze$¢ trzecia Dwoistosci) przy konstrukcji modelu, ktory
opisuje podstawowa strategi¢ rynkowa, gdy poglady kupca na temat korzystnej
ceny nabycia dobra (badz jego sprzedazy) sa w pelni zdeterminowane.

§6. Metryzacja przestrzeni rynkowej

W wielu przypadkach nie wystarcza nam znajomo$¢ zysku osiagnietego z
portfela wspolzmienniczego z kursem rynkowym. Interesuje nas np. jakie sytu-
acje na rynku sa rownowazne pewnej przebudowie portfela, czyli parze dwoch

0sparametryzowanych, dla rachunkowej wygody, wspélrzednymi jednorodnymi
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punktéw (tj. odcinkowi). Wprowadzenie odpowiednio$ci (kongruentnoéci) od-
cinkdéw oznacza zadanie struktury metrycznej na przestrzeni rzutowej. Sytuacja
dwoista do tu omawianej byloby wskazanie kongruentnych zmian kursowych.

6.1. Przyklad Wpybranie na absolut pewnych dwoéch hiperplaszczyzn noto-

wan kursowych stanowiloby uzasadnienie dla np. nastepuja-
cego stwierdzenia ,Moja sytuacja wynikajqca z podjetych decyzji przystaje
do twojej (jest z twojq zgodna), gdyz zmiany jakie przeprowadzitem w mo-
im portfelu w kontekscie ostatnich wydarzen na gieldzie sq réwnie udane,
jak twoje poczynania inwestycyjne”.

Zbadajmy wiec, co mierzy dwustosunek odnoszacy si¢ do zmiennych w
swej naturze kurséw rynkowych. Dwa rézne kursy U’ i U” wyznaczaja pro-
sta rzutowa. Na prostej nalezy wskazac jeszcze dwa charakterystyczne punkty,
by méc wyliczyé dwustosunek czworki punktéow. Wydaje sie by¢ naturalnym
posluzenie si¢ w tym celu hiperplaszczyznami kurséw niewlasciwych dla po-
szczeg6lnych dobr bazowych gi. Rozcinaja one zbior kurséw wlasciwych dla
débr bazowych g w RPY na 2V symplekséw N-wymiarowych. W analogicz-
ny sposo6b rozpadaja si¢ hiperplaszczyzny kurséw niewlasciwych, rekurencja ta
dotyczy wszystkich wyodrebnionych hiperprzestrzeni niewlasciwych, o wymia-
rze mniejszym od N. Zalézmy, ze dwa rozwazane kursy wyznaczajace prosta
naleza do tego samego sympleksu — tylko kursy o tej wlasnosci beda znajdo-
wac¢ si¢ w skoficzonej odlegtosci. Dla wszystkich p wspoétrzedne u, i v, kursow
nalezacych do jednego sympleksu sa jednoczes$nie dodatnie, badz jednoczes$nie
ujemne. Razda hiperplaszczyzna kurséw niewlasciwych dla dobra g, przecina
nasza prosta. Punktow przecie¢ jest N+1, ale tylko dwa z nich, oznaczone P,
i P., leza w bezposrednim sasiedztwie punktéow U’ i U” i tylko one naleza do
brzegu sympleksu zawierajacego U’ i U”. Z przedstawionych powodéw punkty
P, i P. najlepiej nadaja si¢ do wyznaczenia dwustosunku. Sytuacje dla N =2
ilustruje rysunek 1.1. Trzy, poza centralnie polozonym, sympleksy (w RP? sa to
trojkaty) mozna posklejaé, taczac na rysunku odpowiednie punkty skrajne (w
nieskonczonoéci). Utozsamienie to zostalo zaznaczone w punktach a, b, ¢ i m,
oznaczonych niewypelnionymi kéteczkami. Sympleksy kurséow wlasciwych dla
doébr bazowych g oznaczono liczbami rzymskimi 7, 11, I11 i IV. Punkty Uy, U;
i U maja wspolrzedne jednorodne odpowiednio (A, 0,0), (0,A,0) i (0,0, A). Li-
tery a, b i ¢ moga takze symbolizowa¢ hiperplaszczyzny kurséw niewlasciwych
dla débr odpowiednio: gy, g; i g2, a m moze oznaczac prosta wyznaczona przez
kursy U’ i U”.

Prosta ta przecina hiperplaszczyzny a, b i ¢ w punktach P, P, i P., lecz punkt
P, nie znajduje si¢ w bezposrednim sasiedztwie punktéw U’ i U”. Oznaczmy
szukany dwustosunek przez [P, U’,U", P, wtedy odlegloé¢ kurséw d(U’, U")
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Rysunek 1.1. Przestrzen rzutowa RP? kurséw rynku trzech débr.

bedzie réwna

1o 1o ‘U,PC||U”Pb|

(1.14) AU, U") =In([R,,U",U",P.]) =1In UR[07F

gdzie | P, P,| oznacza euklidesowa odleglo$¢ punktow P; i P, a In jest standar-
dowym oznaczeniem dla logarytmu naturalnego. W ogolnosci, zamiast liczby
Eulera e mozemy przyjac¢ dla funkcji logarytmicznej dowolna podstawe. Zmo-
dyfikowane do innej podstawy logarytmu odlegloéci beda si¢ rézni¢ od wyj-
Sciowych jedynie stala multiplikatywna, jednakowa dla dowolnej pary kursoéw
uiu”.

Wspélrzedne punktéw na prostej m maja posta¢ A(u;, — u),) + u,, gdzie
dla A réwnego 0 i 1 otrzymamy odpowiednio punkty U’ i U”. Punkt prostej
m nalezy do podprzestrzeni kurséow niewlasciwych, gdy przynajmniej jedna
wspolrzedna kursu jest zerem: [, (AMu), = ul,) 4+ u/,) = 0. Punkt P, otrzymamy
dla \ takiego, przy ktérym zeruje si¢ k-ta wspoélrzedna i jednoczesnie liczba —%
jest najwigksza z mozliwych. Punkt P,, analogicznie, dla A takiego, przy ktorym
zeruje si¢ v-ta wspolrzedna i jednoczesnie liczba = jest najmniejsza. Oznacza
to, ze punkt P, jest wyznaczony przez parametr

1 u//
— =1 —max (—f‘) ,
)\pb 1 UM

a punkt P, przez parametr



38 1. RZUTOWA STRUKRTURA GEOMETRII RYNRU

Potrzebne do obliczenia dwustosunku odleglosci euklidesowe sa réwne:
|U'P,.| = \p,, \U"P.| = \p, — 1,
\U'Py| = —Ap,, |U"Py| =1— Ap,.

Oznaczajac r,(U’, U") := In - i spostrzegajac ze, ze wzgledu na monotonicznos¢
“w
funkcji logarytmicznej, mozna przestawic¢ ja z operacja max, badz min, wzoér
(1.14) na odleglos¢ U’ i U” mozna przeksztalci¢ do nastepujacej postaci
"

au’,u"y = 1n<max(%)> - ln(mﬂm(Z—?)) =
n n

I

(1.15) max (r,(U',U")) — muin(ru(U/, U”) =

n
max (r,(U',U")) 4+ max(r,(U",U")).
n

w

Funkcja 7,(U’,U") jest znana w finansach przedziatowq stopq'' procentowa
wzrostu warto$ci dobra g, wyznaczonego wzgledem dobra gy. Jezeli, dla przy-

ktadu, wartosci uﬁ i uj; okreslaja w zlotdwkach kurs pewnej obligacji ¢ dla

chwil ¢ i t,, to r,(k,m) = an—g jest przedzialowa'’ stopa dyskonta dla tej
obligaciji. '

Minimaksowa metryka (1.15) ma przejrzysta interpretacje — jest to rozpieto$é
stop zyskow, wynikajacych ze zmiany kursu. Przesuwajacy sie w RPY, wraz z
uplywem czasu punkt (czyli kurs rynkowy) wyznacza w tej przestrzeni krzywa-
trajektorie. Dlugos¢ wycinka tej trajektorii jest stopa zysku ze zréwnowazone-
go koszyka jasnowidza, posiadajacego wszystkie aktywa kapitalowe ulokowane
zawsze w tym dobrze, ktére najbardziej zwyzkuje na wartoéci, a pasywa prze-
ciwnie — w dobrze najszybciej taniejacym. Zysk jasnowidza wyznaczony jest
w odniesieniu do koszyka skrajnego pechowca, bedacego podmiotem rynko-
wym, majacym swoje aktywa w dobrze, w ktérym jasnowidz lokuje pasywa i
vice versa. Roszyki jasnowidza i pechowca naleza do tego samego portfela w
RPY. Uwzglednienie kosztéw operacyjnych zwiazanych z przeplywem kapitatu
prowadzi do zastosowania popularnego w fizyce statystycznej modelu Isinga'”.
Odlegloé¢ kurséw jest energia tancucha spinowego wystepujacego w tym mo-
delu. Opis metryk, odpowiadajacych dowolnym graczom dzialajacym na ryn-
ku, pozbawionym nierealistycznej wiedzy jasnowidza, osiaga si¢ w sposob dla
fizyka standardowy — przez wyznaczenie energii spinbw w niezerowych tem-
peraturach. Sposob uwzgledniania stopnia niewiedzy gracza rynkowego, wpro-
wadzajacy do do teorii nowy parametr liczbowy — temperature 7', poznamy
w rozdziale 5. Temperaturowe uogdlnienie metryki minimaksowej (1.15) ma

Upor. [KP99)
2ha przedziale czasu [ty tm]
Bzob. [Pio95]
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nastepujaca postac

S UL U T S U U e T
a %
(1.16) AU U T) = (0707 + o
Ze T Ze -
g 0

Temperatura (a raczej wielko$¢ termodynamicznie z nia sprzezona, czyli en-
tropia) okre$la stopien dezinformacji odno$nie rynku, jaki cechuje wyznaczaja-
cego odleglo$ci pomiedzy notowaniami kursu. Pelna niewiedza (nieskonczona
temperatura) prowadzi do degeneracji metryki, to jest sytuacji, gdy odleglosc
dowolnych dwdéch punktéow, nalezacych do wnetrza sympleksu, maleje do zera.
Podobnie jak w termodynamice stan6w rownowagi, temperatura rynkowa nigdy
nie przyjmuje wartoéci ujemnych. Dla rynku jest to konsekwencja rzutowych
wlasnoéci kursu (jasnowidz i pechowiec sa ujeci jednym portfelem). Tempe-
raturowy sposob okreslania odleglo$ci pomiedzy ré6znymi kursami bierze pod
uwage, procz wspoélrzednych doznajacych najbardziej skrajnych zmian, takze
przyczynki od wolniej zmieniajacych si¢ cen wzglednych. Oznacza to wzigcie
pod uwage nastepnych przecie¢ wyznaczonej przez pare kursow prostej z hi-
perplaszczyznami kurséw niewlaéciwych. Szerszy opis rodziny zaleznych od
temperatury metryk rynkowych jest przygotowywany przez autora.

Powracajac do metryki dwustosunku warto zauwazy¢, ze dla rynku dwoch
débr (N=2) odleglo$¢ kurséw, wyznaczona za pomoca formuly (1.15), jest rowna
przedzialowej stopie procentowej wzrostu kursu wymiany dobra zyskujacego
na atrakcyjnosci, wzgledem dobra, dla ktoérego proporcja wymiany rynkowej
staje si¢ mniej korzystna. Taka odleglo$¢ kurséw od dawna mierza finansisci,
czego dowodem jest popularno$¢ obrazowania notowan za pomoca wykresow
logarytmicznych.

Dla wygody zalézmy, ze odleglos¢ dwoch punktéw nalezacych do réznych
sympleks6w ma sens, lecz jest nieskonczona. Brzeg sympleksu, w ktérym odle-
glosci pomiedzy kursami sa skonczone, w literaturze nazywany jest absolutem,
opisana wyzej metryczna geometria kurséw nalezy do tzw. geometrii Hilberta
[Ber77, BR53].

Geodezyjnymi nazywamy linie, wzdluz ktérych pomiar odleglosci pomiedzy
ustalonymi punktami, przy pomocy metryki d(U’, U"), daje najmniejsza warto$¢.
Znajomos¢ ich ksztaltow pozwala analizowaé¢ wlasno$ci metryczne przestrzeni.

Rysunek 1.2 przedstawia pek linii geodezyjnych, w RP? z metryka d(U’,U"),
wychodzacych z punktu o wspoélrzednych (1,2, 4). Na rysunku 1.3 umieszczono
kilka linii geodezyjnych, zgrupowanych w trojkaty. Pobiezne obserwacje pro-
wadza do hipotezy ze, w zaleznosci od usytuowania trojkata, odstepstwo od
geometrii Euklidesa, wyznaczone defektem sumy katéow tréjkata wzgledem eu-
klidesowych 180°, jest dodatnie, badz ujemne.
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Rysunek 1.2. Wychodzace z jednego punktu linie geodezyjne w
RP? z metryka minimaksowa.

- J

Rysunek 1.3. Trojkaty w RP? z metryka minimaksowsa.

Zmiany kurséw daja si¢ z duza dokladnoscia modelowac¢ za pomoca ruchow
Browna (tzn. ruchéw caltkowicie przypadkowych, nie wyrézniajacych zadnego
kierunku przestrzennego i niezaleznych od ksztaltu przebytej juz drogi) w prze-
strzeni RP”, zaopatrzonej w metryke d(U’, U"”). Abstrahowanie od struktury me-
trycznej przestrzeni kurséw (czy portfeli) de facto uniemozliwia prowadzenie
konsystentnego opisu ewolucji parametréow rynkowych i prowadzi do wynikow
zaleznych od zawsze subiektywnego wyboru jednostkowych débr bazowych
{g0,81,...,8n}

Ze wzgledu na techniczne zaawansowanie i rozleglo$¢ zagadnienia dyfuzji na
rozmaito$ciach nieriemannowskich, szersze odniesienie si¢ do sygnalizowanych
tu tylko problemoéw jest zadaniem wykraczajacym poza ramy tej ksiazki.
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Powyzsze rozwazania dotyczace odlegloéci kursow przenosza si¢ na opis
metrycznych wlasnoéci portfeli, dzigki obowiazujacej w geometrii rzutowej za-
sadzie dwoistosci [V Y46].

Mozemy rozwaza¢ metryczne wlasnosci portfeli, dla ktéorych absolutem sa
hiperplaszczyzny dwoéch wyrdznionych kurséw (np. sprzed roku i dzisiejszy).
W przypadku N =1 model taki jest rownowazny dwuwymiarowemu warian-
towi szczegodlnej teorii wzglednosci'’. Grupa symetrii przestrzeni wektorowej
dobr, zachowujaca strukture metryczna przestrzeni portfeli, jest wtedy dobrze
znana fizykom-relatywistom grupa Lorentza. Grupa ta implikuje wszystkie kon-
sekwencje szczegolnej teorii wzglednosci, a jej struktura byla dobrze poznana
jeszcze przed powstaniem tej teorii [Ber99]. Rontekst rynkowy grupy Lorentza
zostanie szerzej opisany w nastepnym rozdziale.

Razda konstrukcja metryki d(U’, U") pozwoli mierzy¢ jedynie zmiany zacho-
dzace na rynku, bez odniesienia si¢ do wyceny wartoéci konkretnego portfela.
Przejdzmy wiec do zagadnienia pomiaru wplywu zmian kursowych na osiagane
zyski.

§ 7. Stopa zysku z portfela

We wnetrzu jednego z symplekséw zmiane¢ kursu mozna postrzegac nie jak
transformacije¢ alias, lecz jak transformacje alibi, gdy nie zmieniamy wspol-
rzednych, a portfel wspolzmienniczy odnajdujemy w innym miejscu, na nowe;j
hiperplaszczyznie kursu. Transformacja alibi w opisach ekonomicznych jest
konwencja dominujaca — powszechnie dostrzegamy zmiany kurséw walut, czy
zaskakujace ruchy cenowe pewnych towaréw, czy ustug. Stronimy zwykle od
dualnego (i rownowaznego!) spojrzenia ujmujacego dobra w konwencji alias,
gdy mimo pozornego braku zmian ilosci skladnikow w opisywanym przez nas
koszyku (bowiem jego dysponent nie wykonal zadnego przegrupowania kapita-
lowego) proporcje pomiedzy komponentami koszyka sie zmieniaja, bo jednostki
doébr sa juz inne np. z przyczyny uwzglednienia dyskonta, inflacji, zmian ce-
nowych, czy innych czynnikéw. Dlatego ponizszy rachunek prowadzony jest w
konwenciji alibi.

Rozwazmy jeden z portfeli nalezacych do p(f), z ustalonymi parametrami f,
dla wspotrzednych p, = f,u,;", przy dwéch réznych kursach U i U +dU. Gdyby
wagi p, portfela wspoélzmienniczego pozostawi¢ niezmienione to, zgodnie ze
wzorem (1.4), warto$¢ portfela na kursie U + dU, w jednostkach g,, wyniostaby

M70b. rozdz.3 §25 w [Pau21]
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(1.17) > futy (uy + duy,).

Powstala roznice miedzy iloScia pieniadza w portfelu, a wartoécia pozostalych
skladnikow, nalezy zniwelowa¢ (wykonujac stosowne transakcje rynkowe) tak,
aby mog! si¢ on na powroét sta¢ zbilansowanym przy kursie U +dU. Zysk z
portfela, w postaci (1.17), przy infinitezymalnie malej zmianie kursu dU, wynosi

k k

co wynika z warunku (1.9) i faktu, ze rézniczka logarytmu wartoéci bezwzgled-
nej jest nastepujaca: d Inju| = u=!du.

Calkowity zysk na portfelu p(f)|s=constans, pomiedzy kursem poczatkowym
U’, a koncowym U”, obydwoma nalezacymi do tego samego sympleksu, bedzie
suma (calka) wszystkich infinitezymalnych zyskéw, osiagnietych przy przejsciu
od U’ do U".

U’ u”
/ S fud ) = 3 fu(infl] = ) = 37 fn 2
v © % U

Powyzsza wielko$¢, cho¢ mierzy zmiane wartoéci portfela wzgledem gy, nie
zalezy od wyboru pieniadza. Jezeli na dobra, wzgledem ktoérych mierzyc zysk,
wybierzemy (zamiast gy) dowolne portfele: p’ (nie bilansujacy si¢ na U’) i p” (nie
bilansujacy si¢ na U”), zysk na zmianie kursu wyniesie

U/ U// . U” p g,u U/ U/l
(1.18) qu Tl e Zf,ﬂ“u ).

Funkcja r;(U’, U") posiada wlasno$¢ addytywnosci®
(1.19) T’f(U/,U)—I—Tf(U,U”) :Tf(U,,U”)

oraz réwnie wazng wlasno$¢ niezaleznosci od wyboru portfeli p' i p”, w relacji
do ktérych zysk jest okreslany, bowiem

p gu u'w'd’) | U”(q”,gu)) _
Zf“ Zf“( U’p Q) i U'(q!,8,)
. "(q", gu)
qu U/ q/ gu)

co zachodzi na skutek zbilansowania portfela wspoélzmienniczego.
Wynik ten obrazuje podstawowa zalet¢ stosowania podwojnej ksiegowosci.

Bdlatego (U, U’) warto by nazywac¢ stopa logarytmiczna
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Ostatnia wlasno$c¢ jest wlasnoscia jednorodnosci zerowego stopnia funkcji zy-
sku wzgledem wspolrzednych kursu:

ri(AUU") = (U, U)

dla A#0. Z tej przyczyny, po prawej stronie definicji (1.18) brak jest argumentéw
p’ i p”, wskazujacych na niezbilansowane portfele, wzgledem ktorych zysk jest
mierzony — sa one dowolne.

Funkcja r¢(U, U’) jest przedzialowa stopa procentowa zbilansowanego port-
fela, zapisana w postaci niezmienniczej. Wspélrzedne f, sa wspoélrzednymi jed-
norodnymi, okreslonymi z dokladnoscia do statego mnoznika, dlatego porow-
nywanie zysku z réznych portfeli wspolzmienniczych (zaleznego od tej stalej)
powinno si¢ odbywa¢ w tym samym niejednorodnym ukladzie wspolrzednych.

§8. Dynamika rynku

Z. uplywem czasu rynek ciagle koryguje swoj kurs (kursy), a ewolucja tych
zmian jest gtdbwnym przedmiotem zainteresowania ekonomistéw. Na zmieniaja-
ce si¢ kursy mozna spojrze¢ jak na ciagly potok, polegajacy na ,przechodze-
niu” w czasie rynku z jednej hiperplaszczyzny (kursu) w RP” na druga, badz
dwoiscie, jak na ciagla krzywa w RPY, Warto znalez¢ stosowny portfel, ktory
obrazowalby owa dwoistoé¢, posiadajac jednoczesnie uzyteczna interpretacje
finansowa.

W literaturze spotykamy portfele, ktore nie zawsze si¢ bilansuja, bowiem raz
ustalonego skladu débr nie koryguje sie juz potem z uplywem czasu (wiec moz-
na je zbilansowac najcze$ciej tylko w jednej chwili czasu). Na skutek ewolucji
kurséw proporcje wartosci skladnikoéw portfela czesto sie zmieniaja, a okre-
Slanie wartoSci takiego syntetycznego dobra jest bardzo subiektywne, bowiem
zalezy od wyboru miernika tej wartoéci (czyli pieniadza). Ten sam kapital mie-
rzony jedna waluta moze by¢ coraz drozszy, a druga coraz tanszy. Zdarza sig¢, ze
6w mechanizm prowadzi do klopotliwych paradokséw'®, gdy logicznie spdjna
prognoza przewiduje wzrost kursu waluty & wzgledem waluty &’ i jednoczednie
wzrost kursu waluty &' wzgledem waluty &. Proponowane ujecie opisu rynku
koncentruje si¢ na specyficznym rodzaju portfeli, ktéorych badanie jest pozba-
wione wspomnianych irracjonalnych paradokséw, umozliwiajac przy tym opra-
cowywanie wielu réznych zagadnien. Pozwala na to wspolzmienniczos¢ wiel-
kosci dobr portfela wraz ze zmiana kursu rynkowego, co nie wyréznia zadnych
szczeg6lnych kursow, np. w chwilach tworzenia, modyfikacji, czy sprzedazy ca-
lego portfela. Wszystko to dzigki temu, ze portfel wspolzmienniczy bilansuje

1620b. §5 rozdz.17 i [Pio97]
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si¢ na dowolnym kursie rynkowym. Przy tym, jako obiekt dwoisty do biezace-
go kursu, znakomicie (bo wiernie) obrazuje zmieniajaca sie sytuacje rynkowa.
Znajac biezacy kurs rynkowy U, konstruujemy portfel wspélzmienniczy z
kursem (nalezacy do hiperplaszczyzny kursu) p(f,t), zgodny z parametryzacja

(1.8),
p(f,t) = Z fuuu(t)ilgua

gdzie dla arbitralnie okreslonej chwili ¢, wyznaczamy wspoélrzedne f, korzy-
stajac z zaleznoéci f, = u,(to) pu(f,to). Potok hiperptaszczyzn w RP", beda-
cy zbiorem trajektorii ewolucji czasowej portfeli wspoélzmienniczych, opisuje
wszystkie iloéciowe konsekwencje zmian kurséw. Podczas zmiany kursu w cza-

sie przedzialowa stope zysku z portfela wspolzmienniczego okresla formula
(1.18).



Rozdzial 2
( Grupa symetrii Lorentza

Chociaz rynek stanowi przedmiot badan znajdujacy si¢ poza dziedzina fizyki,
jednak wlasnoéci najprostszych symetrii rynkowych, wskazane w paragrafie
6 poprzedniego rozdzialu sa doskonale znane fizykom. Z tej przyczyny mo-
ga oni dostarczy¢ wielu nieoczekiwanych przez ekonomistow, czy socjologoéw
spostrzezen dotyczacych mechanizméw rynkowych. W ostatnich latach uzna-
no za niezwykle owocne aplikacje koncepcji fizycznych w zakresie matema-
tyki finansowej'. Poszukujace iloéciowych wyjaénien zagadnien nurtujacych fi-
nansistow modele bazuja na zalozeniach dotyczacych metrycznych wlasnosci
ekonomicznych wielkoéci okreslajacych wartos¢ kapitalu, czy generowanego
przez niego zysku. Dla przykladu warto wymieni¢ wyro6zniony nagroda Nobla
model Blacka-Scholesa wyceny opcji [W W 98], bazujacy, dla logarytmu ceny
papierow warto$ciowych (na ktére wystawione sa opcje), na modelu Bachelie-
ra, tj. przyjmujacy istnienie zjawiska dryfujacej dyfuzji . Dryf, czyli jednostajne
zmniejszanie si¢ najbardziej prawdopodobnej wartoéci logarytmu ceny, wyni-
ka z zalozenia o niezmiennej proporcji spodziewanej ceny tych papieréw do
ceny papieréow pozbawionych ryzyka. W tym przypadku wystepujacy w row-
naniu dyfuzji rézniczkowy operator Laplace’a wymaga zalozenia dotyczacego
metrycznej struktury przestrzeni dyfundujacego parametru. Brak nalezytej sta-
rannosci w wyborze owych metryk prowadzi do wystepowania niepokojacego
paradoksu [Pio97]. W Swietle przedstawionych w poprzednim rozdziale wy-
wodoéw rutynowe przyjmowanie euklidesowej miary nie znajduje uzasadnienia.
By zrozumiec¢ istot¢ m.in. tego zagadnienia przeanalizujmy w szczegélach naj-
prostsza sytuacje, gdy na rynku z minimalna liczba débr dwie hiperplaszczyzny
wyznaczaja absolut. W tym celu sporzadzmy résumé poprzedniego rozdzialu,
ktore precyzowaloby przedmiot naszego zainteresowania, w kontek$cie wymia-
ny dwoch dobr.

Ipatrz np. [Sti98]
45
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§ 1. Roszyki i cenniki, portfele i kursy

Rynek jest miejscem wymiany przeréznych form kapitalu, towaréw czy
ustug. Zalozylidmy, ze owe przedmioty zainteresowania kupcow tworza tzw. prze-
strzen koszykow P, majaca strukture rzeczywistej przestrzeni wektorowej. Ko-
szyki skladajace si¢ na arbitralnie wybrana baze przestrzeni P nazwaliSmy do-
brami. Ograniczamy si¢ teraz do skrajnie zredukowanego, lecz jeszcze nietry-
wialnego rynku, na ktéorym przebiega nieskrepowana wymiana tylko dwoch
dobr. Owe wektory bazowe gy, g; € P nalezace do przestrzeni koszykoéw oznacz-
my odpowiednio przez $ i € Wspoélrzedne koszyka p € P w bazie g = {$,€}
stanowia pare liczb (gp,, ¢p,), czyli koszyk ma postaé p = ;p,3$ + zp, €. Prefikso-
wy indeks g, wystepujacy przy wspolrzednych koszyka, wskazuje baze do ktorej
odnosza si¢ owe parametry koszyka. Ujemna wspoélrzedna koszyka oznacza zo-
bowiazanie (w tym kontekscie pojawila sie trzynascie wiekéw temu koncepcja
liczb ujemnych).

Cennikiem nazwali$my odwzorowanie liniowe #(™ takie, ze II 3 #(™ :
P — P! dim P! =1, wyznaczajace warto$¢ dowolnego koszyka w jednostkach
jednego z dwoch doébr (np. $), ze wzgledu na taki wyboér zwanego pieniqgdzem.
Wskaznik m przyjmuje warto$¢ 0, badz 1, w zaleznosci od rodzaju dobra wy-
branego na jednostke¢ pieni¢zna. Warto$¢ cennika 7 na koszyku p wyraza si¢
nastepujaco:

(2.1) 7O (p) = 7O (gpyS + g0, €) = 0,7V ($) + gp, 7O (€).

Analogiczny wzér zachodzi dla cennika #Y) z dobrem € w roli pieniadza.
Oznaczmy wystepujaca w powyzszym wzorze cen¢ jednostki dobra g w jed-
nostkach dobra g,, przez .p;’, czyli

Wszystkie koszyki, ktérych odpowiednie wspolrzedne pozostaja wzgledem
siebie w ustalonych proporcjach, traktujemy jako rownowazne. Portfelem p* na-
zywamy klase rownowaznosci okre$lona w zbiorze koszykow niepustych P\{0}.
W dalszym tekscie tego rozdzialu symbol ,*” bedzie sugerowal klase réwno-
waznosci obiektow, przy ktéorych zostanie postawiony. Gdy koszyki nalezace
do klasy p* skladaja sie z réznej od zera ilo$ci dobra $, na reprezentanta klasy

by
1’ gl
wszystkich portfeli P* tworzy jednowymiarowa rzeczywista przestrzen rzuto-

wa’ RPL. Wyzej wybrane wspolrzedne portfela p* nazywamy wspotrzednymi
niejednorodnymi. Portfel w ktérym brak jest jednego z débr (np. dla ktorego

wybierzemy koszyk ( ) Za$ w sytuacji przeciwnej — koszyk (0,1). Zbior

2wyjasnienie pojawiajacych sie w tekécie okreslen charakterystycznych dla geometrii rzu-

towej znajdziemy np. w monografiach [VY46, BK53]
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pierwsza wspolrzedna reprezentanta klasy znika, gpf = 0) okreslamy mianem
portfela niewtasciwego (np. gdy ¢p; = 0 — niewlasciwego wzgledem dobra ).

W czeéci prezentowanego tekstu, gdy rozwazania nie beda zalezaly od wy-
miaru przestrzeni P, zastosowana notacja wspoélrzednych nie bedzie w sposoéb
jawny eksponowala indeksow , " i ,1”. Wtedy tez, dla zachowania ogé6lnoéci
stwierdzef, wystepowac bedzie pojecie hiperplaszczyzny, mimo ze w P* = RP?
hlperplaszczyzna jest po prostu punktem tej przestrzeni.

Przestrzen P* kurséw rynkowych P* II tworza wszystkie cenniki prze-
chodnie, tzn. cenniki spelniajace wlasnos¢

(2.3) P eP =V, p O (p) =5 (p).

Przestrzen takich cennikéw obejmuje kursy niewtasciwe (np. dla dobra $), wy-
stepujace w sytuacjach, gdy dobro zostaje wyeliminowane z obrotu rynkowego.
Wspolrzedne kursu mozna wybraé w postaci (1, 457), gdzie zdefiniowana réw-
noécia (2.2) liczba 4! wskazuje ilos¢ dobra g; =<, jaka po tym kursie mozna
wymieni¢ na jednostke dobra gy =9 (w przypadku kursu niewlasciwego dla $
w postaci (0,1)). Wlasnos¢ przechodnioéci (2.3) polaczona z liniowoscia kur-
sow (2.1) prowadzi do wniosku, ze przestrzen p jest przestrzenia rzutowa RP?,
dwoista wzgledem przestrzeni portfeli P*. Dwoisto$¢ rynkowych przestrzeni
jest konsekwencja relacji zbilansowania portfela na kursie (w jezyku geome-
trii relacja ta jest nalezenie punktu do hiperplaszczyzny), ktéra ma miejsce, gdy
odpowiednie wspoélrzedne portfela p* i kursu p* spelniaja rownanie

Z gDy el = 0.

l

PrzyjeliSmy notacje, w ktorej [-ta wspoélrzedna jednorodna portfela p*zostala
oznaczona przez gp,, a odpowiednia jednorodna wspolrzedna kursu p* przez

. Liczba gp, jest wspoélrzedna gpz dla dowolnego sposobu wyceny doébr za
pomoca jednego ustalonego dobra g;’ wymienialnego na rynku. Dla konsy-
stencji notacji oznaczmy przestrzen parametréw jednorodnych dla elementéow
(kurséw) z przestrzeni rzutowej p+ przez P. Powyzsza konstrukcje przestrzeni
portfeli P* i przestrzeni kurséw p+ uogolniamy, jak w poprzednim rozdziale, na
rynek wymiany dowolnej liczby débr (czyli na dwoiste rzeczywiste przestrzenie
rzutowe o dowolnym wymiarze).

Opisany wyzej zwiazek dwoistosci posiada rozlegle konsekwencje. Jako przy-
klad mozna poda¢ dwoistos¢ zachodzaca miedzy modelami arbitrazu cenowego,
a modelami, w ktéorych wystepuje przychdd ze skali. Obydwa zjawiska doty-
cza tego samego, popularnego w teorii pola mechanizmu: zlamania rzutowe;j
symetrii przestrzeni cennikow (badz koszykéw), wynikajacego z nieprzechod-
niodci cennikéw (czy nieréwnowazno$ci proporcjonalnych koszykéw). Dlatego

Stzw. jednostki pienieznej
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tak rézne w zastosowaniach modele powinny mie¢ identyczna strukture mate-
matyczna. Ze wzgledu na techniczny aspekt specyfikacji kontekstu ekonomicz-
nego owych modeli sygnalizowana wyzej tematyka wychodzi poza teoretyczne
ramy tej ksiazki.

[T

Pojawienie si¢ przestrzeni rzutowej w opisie rynku jest nieprzypadkowe,
bowiem wynika z faktu, ze istotnymi parametrami informacji rynkowej sa pro-
porcje odpowiednich wielkoéci, a nie same ich wartosci bezwzgledne. Wzajem-
ne powiazania idei oraz formalizméw geometrii rzutowe;j i teorii wzglednosci,
z czastki ktorych skorzystaliémy, wplywaly na rozwoéj tych dwoéch dyscyplin,
patrz np. [Pau21] czy [Veb33|.

Grupa symetrii przestrzeni P* i p+ jest grupa homografii. W ponizszych roz-
wazaniach korzystamy z tej wlasnosci w celu zrozumienia symetrii rynkowych,
a takze dla dbalosci o przejrzysto$¢ notaciji.

§2. Wspodlrzedne fizyczne koszykéw

Rozwazmy notowania kursu rynkowego w dwdch roéznych chwilach czasu ¢/
i t”. Niech wspoélrzedne jednorodne kursu w tych chwilach wynosza odpowied-
~x// ~11

nio p* = (ghy, gP,) oraz p*’ = (gPy, ¢P) ); kursy te sa rozne p* # p*”. Dokonujac
przeksztalcenia liniowego

A~ N 1 _ 25/ + ﬁ” ]5/ _ ﬁ”

S =9 ﬁ*/,ﬁ*” = — — ( gl g1 eho &0

( ) gp6 gplll - gpf)' gpll _gpll - gp,ll ng) + gpg
mozna przedstawi¢ kursy rynkowe p* i p*” za pomoca bazy fizycznej, w
ktorej owe kursy maja odpowiednio nastepujace wspoélrzedne p' = (1,—1)
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i ¢p” := (1,1). Okreslenie takiej bazy przymiotnikiem ,fizyczna” spowodowa-

ne jest analogia do bazy standardowo uzywanej dla opisu czasoprzestrzeni.
Wektory bazy rozpinajacej przestrzen zdarzen odpowiadaja jednostkowej zmia-
nie czasu (rok), badz polozenia (rok $wietlny), odmierzonej przez obserwatora,
znajdujacego sie w inercyjnym ukladzie odniesienia’. Kierunki (1,—1) i (1,1)
wyznaczaja bieg promieni $wiatla w lewo lub w prawo, bo w dwuwymiarowym
wariancie szczeg6lnej teorii wzglednosci tylko te dwie mozliwosci wchodza w
rachube. Przyjecie kierunkéw rozchodzenia si¢ $Swiatla za absolut, zawsze ta-
ki sam, niezaleznie od predkosci z jaka porusza si¢ nasz obserwator’, zadaje
laczace roézne uklady odniesienia izomorfizmy, ktére tworza grupe Lorentza®.

Wspélrzedne portfeli w bazie fizycznej (badZ wspolrzedne jednorodne kur-
s6w w bazie dualnej) beda dalej nazywane wspétrzednymi fizycznymi. Ma-
cierz S moina pomnozyé przez dowolna (rozna od zera) stala, gdyz po takiej
modyfikacji reprezentuje ona dalej ta sama homografie. W notacji macierzowej
zwiazki pomiedzy wspolrzednymi kurséw rynkowych, a ich odpowiednikami
w bazie fizycznej (bazie, w ktorej wektory parametryzujemy wspolrzednymi
fizycznymi), sa nastepujace:

(2.4) fﬁ, _ Sgﬁ/, f]5// _ Sgﬁ”'
Po przejéciu do ukladu wspodlrzednych kursu w bazie fizycznej, nalezy odpo-

wiednio przeksztalci¢ wspolrzedne portfeli. Stosowna transformacja ma postaé
(indeks T oznacza transpozycje macierzy):

) N 1 z’j/ + ﬁ// z’j/ _'_ z’j//
2.5 =S,p, edzie S:= (S H)T == &% " ebo el T ell )
(2.5) P gl 8 (57) 5 < — P+ ghl — gl + gD
Warto jeszcze przypomnie¢, ze dobra przeksztalcaja si¢ tak samo jak kursy,
zob. (2.4).

§3. Metryka przestrzeni rzutowej portfeli

Wiemy juz, ze wlasnoéci metryczne przestrzeni portfeli moga by¢ wywie-
dzione z przeslanek o charakterze finansowym na kilka sposobéw. W tym miej-
scu zajmiemy si¢ jednym z nich, posiadajacym najstabsze zalozenia, bowiem nie
absolutyzujacym zadnego dobra, a zakladajacym symetrie¢, w ktorej hiperplasz-
czyzny kursow p* i p*” (wyznaczone réownaniem p*'(p*) = 0 lub p*'(p*) = 0 w

*z0b. definicje na str. 56 oraz znaczenie inercyjnego ukladu odniesienia w ekonomii, przed-
stawione w pracy [Pio99b)]

Sczyli uwzgledniamy fundamentalng wlasnoéé $wiata, w ktérym mierzona predko$é roz-
chodzenia sie fal elektromagnetycznych nie zalezy od predkosci aparatu pomiarowego

bpatrz dalsze komentarze w §4
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I

Rysunek 2.1. Przestrzen Minkowskiego rynku dwdéch débr.

przestrzeni portfeli P*) pozostaja niezmiennicze. Przyjmujemy wiec metryke w
przestrzeni portfeli P* =RP! taka, ze portfele zbilansowane na kursach p* i p*”
(nalezace do tych hiperplaszczyzn) sa nieskonczenie oddalone od pozostalych;
nieskonczenie odlegle sa takze portfele rozdzielone hiperplaszczyznami kursow
p* i p*”. Rysunek 2.1 ilustruje nasza konstrukcje metryki d w przestrzeni P=R?
koszykow, na rynku dwoéch débr $i €. W tym celu wybierzmy w P dwa nie-
zbilansowane koszyki p’ i p”, p’ #p”, oba lezace w jednym z dwo6ch obszarow
(I, lub I1), na jakie dziela przestrzen rzutowa portfeli hiperplaszczyzny kursow
p* i p*. Niech bedzie to obszar I — okreélenie metryki w obszarze I prze-
biega analogiczne, w otrzymywanych formulach wystarczy zamieni¢ numeracje
dobr stanowiacych baze fizyczna. Niejednorodne wspoélrzedne fizyczne v := z—(l)

portfeli nalezacych do tego obszaru spelniaja warunek |v| < 1. Dla wyznaczenia
odlegloéci d(p*, p*) nalezy znalezc punkty przeciecia prostej p'p” z absolutem
(tzn. z hiperplaszczyznami p* i p*”, czyli punktami w P*= RP!, w P reprezento-
wanymi przez koszyki p spelniajace ktére$ z rownan p*'(p)=0, badz p*(p) =0),
ktore oznaczymy odpowiednio przez ¢’ i ¢”. Odleglo$¢ jest proporcjonalna do
warto$ci bezwzglednej logarytmu dwustosunku czwérki punktow ¢/, p/, p” i ¢"°
Dla prostoty koncowych zapiséw ustalmy wspotczynnik proporcjonalnosci na
3. Wtedy

vy 1|y [P
20 W)= gy g

gdzie |p q| jest dlugoscia euklidesowa odcinka p ¢ w przestrzeni P, czyli w zbio-
/ M

rze parametréow jednorodnych dla portfeli p* € P*. Punkty prostej p'p” maja

"z0b[VY46]
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wspolrzedne {\,p; + \gp}, przy czym parametry prostej spelniaja zaleznoéc
N+ N =1 Parametry przeciecia prostej p'p” z hiperplaszczyzna p* spelniaja

wiec réwnanie
XZ gb) gP| + X/Z ebrgP] = 0.
! l

lloraz r tych parametrow w punkcie przeciecia z hiperplaszczyzna p* wynosi

- i’ Zz eDl el
N q > eDighl

Analogiczny wzoér zachodzi dla ilorazu r” parametréow prostej p'p” w punkcie,
w ktéorym przecina ona hiperplaszczyzne p*”.

"n._ i, Zl gﬁgl gpl
A" q > gD el

Po dokonaniu wyboru hiperplaszczyzn kurséw p* i p*’ jako absolutu, formula
(2.6) okreslajaca metryke przybiera postac:

r

r//

T 147

,r.//

27 A7) =

| = %|1n|r”| —In|r'[].

1"

1+r

Wyrazenie (2.7) wyznacza poprawnie wlasnoéci metryczne rynku z dowolna
iloscia dobr, bowiem przy jego wyprowadzeniu nie wykorzystano zalozenia o
ilosci dobr. W przypadku rynku dwoéch doébr, dla portfeli p* i p*” otrzymamy
nastepujace wartoéci ilorazéw ' i r” (w ukladzie wspoélrzednych fizycznych,
gdzie v = %(1) jest niejednorodna wspoélrzedna portfela p* w bazie fizycznej, na
rynku wlasciwym dla dobra, ktére jest wektorem bazy o indeksie 0):

o o — 1 _ g 10" s o+ 1 _ g 1+0"
wh— Ly L= fp6+fp1 o 1+
Rorzystajac z przedstawionego sposobu transformowania portfeli do ukladu
wspolrzednych fizycznych (2.5), otrzymamy wzér na v, opisujacy ta wielkos¢
przy pomocy parametrow (gp,, p,) W bazie g portfela p*. Zapisany w sposéb
nie wyrdzniajacy ktoregokolwiek z dwoch dobr bazowych przedstawia si¢ on
nastepujgco

ok gPo(ghy — gPo) + gP1(eh] — ghh)
v=uv(p",p",p”") = = e
gPo(ghy + gbp) + gP1(ghi + £1)

Po wstawieniu wielkosci 7’ i 7 do wyrazenia (2.7) otrzymamy nastepujaca for-
mule na odleglo$¢ dwoch portfeli

(2.8) d(p”,p*") = | arctgh(v') — arctgh(v")].

Analizujac powyzsza miare odlegloéci dochodzimy do wniosku, ze gdy dokona-
my nieliniowej zamiany wspolrzednych portfela p* — v — arctgh(v), mozemy
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go traktowac jako obiekt w euklidesowej przestrzeni metrycznej i to pod wa-
runkiem ograniczenia rozwazan do rynku dwoéch dobr.

§4. Transformacje Lorentza

Przestrzenie z metryka zadana wzorem (2.7) naleza do znanych w literatu-
rze geometrii hiperbolicznych [VY46]. Wielkoé¢ arctgh(v) pojawiajaca sie we
wzorze (2.8) na odleglos¢ dwoch portfeli znana jest fizykom-relatywistom pod
nazwa parametru predkosci’ (w szczegodlnej teorii wzglednosci v jest predko-
Scia obiektu fizycznego, obserwowanego z inercyjnego ukladu odniesienia). O
analogii miedzy regula skladania predkosci w szczegdlnej teorii wzglednosci,
a sumowaniem odleglo$ci w geometrii Bolyai-t.obaczewskiego pisali juz przed
dziewigcdziesieciu laty V. Vari¢ak [Pau2l] i A. Sommerfeld [Smo76].

Na podstawie przeprowadzonych tu rozwazan, dotyczacych konstrukceji geo-
metrii hiperbolicznej rynku, dochodzimy do zwiazku miedzy geometria dwu-
skladnikowych koszykéw, a opisem relatywistycznych obiektéw w (1+1)-wymia-
rowej teorii wzglednosci. Gdy opis rynku prowadzimy na poziomie koszykow i
cennikow, a nie portfeli i kurséow (w przestrzeni R? wspotrzednych jednorod-
nych przestrzeni rzutowej R P'), odpowiednikiem fizycznego ukladu inercyjnego
jest uklad wspolrzednych fizycznych pary kurséw rynkowych (np. dla dwoch
réznych dni). Wskazanie na rynku przestrzeni wektorowej P koszykow, z wy-
rozniona baza dobr, jest rownowazne wyborowi w afinicznej czasoprzestrzeni
repera, wprowadzajacego parametryzacj¢ przy pomocy ukladu wspélrzednych
fizycznych (czas + przestrzen)’. Jezeli pominaé¢ procesy gospodarcze tworzace
kapital, zmiana skladu koszyka jest mozliwa jedynie dzieki rynkowym ,podro-
zom z predkoscia Swiatla”, czyli przez dolozenie do koszyka aktywoéw i pasy-
wow o aktualnie tacznej zerowej wartoéci. Odpowiednikiem absolutu utworzo-
nego przez dwa rozne kursy p* i p*’ jest stozek Swiatla. Grupa symetrii ryn-
kowych jest zbiér odwzorowan liniowych zachowujacych absolut, czyli grupa
Lorentza. W pierwotnym ukladzie wspolrzednych przestrzeni koszykoéw grupe
ta tworzy zbiér macierzy postaci S~'L S, gdzie L jest macierza przeksztalcenia
Lorentza ukladu wspélrzednych czasoprzestrzennych [Pau21, TW72].

W celu prezentacji zwiazku pomiedzy stopa a wlasnoéciami metrycznymi
rynku dwoch dobr obierzmy uklad wspoélrzednych przestrzeni P, dla ktérego
wektory bazy leza wszystkie na hiperpowierzchni rynkowego ,stozka Swiatla”.

8patrz np. [TW72, KT81]
por. np. [KT81]
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4.1. Wspolrzedne Wybierzmy wektory $',€’ € P tak, aby kazdy z nich le-
izotropowe zal na innej hiperpowierzchni tworzacych absolut. Ta-

ka baze nazywamy baza izotropowa, badz baza zerowa
[RT81|. Zamiana wspodlrzednych jest tak dobrana, aby doprowadzila nas do
sytuacji znanej juz z rachunku zamieszczonego w paragrafie 5 poprzedniego
rozdzialu. Teraz latwo zauwazymy, ze formula wyznaczajaca odleglos¢ dwoch
dowolnych kurséw to warto$¢ bezwzgledna wyrazenia (1.13). W izotropowym
ukladzie wspolrzednych uzyskaliSmy metryke lokalnie plaska i jedynie w tym
sensie mozemy mowic o niej jako o mierze ,euklidesowej”.

§5. Mankamenty geometryzacji rynku

Ujmujacy dualnie zasoby kapitalowe i ceny, przedstawiony tu geometrycz-
ny model rynku pozwala na stosowanie niezwykle skutecznych i precyzyjnych
metod rachunkowych geometrii rézniczkowej, znanych badaczom teorii pola.
W minionym stuleciu osiagneli oni jedyne w swoim rodzaju bogactwo precy-
zyjnych wynikéw. Rozdzialy 4 i 5 prezentuja pewien wariant formalizmu statyki
rownowagi, z wyeksponowana rola przeksztalcen rzutowych, uzupelniony ele-
mentami rachunku prawdopodobienistwa. Pomimo takich perspektyw rozwoju,
z geometrycznym modelem rynku wiaza si¢ pewne zagrozenia, mogace znacz-
nie oslabi¢ jego przyszle znaczenie. W kontekscie obecnie przydatnych w eko-
nomii metod matematycznych latwo spostrzec, ze modele, w ktorych centralna
role odgrywaja wlasnosci metryczne konstruowanych przestrzeni, niezaleznie
od wartos$ci uzyskanych w ich ramach wynikéw, sa latwiejsze w odbiorze dla
fizykéw (nie znajdujac sie w obszarze ich zainteresowan), niz dla specjalistow
zajmujacych si¢ zagadnieniami rynkowymi. Niewielka jest takze ilos¢ wspartych
teoria empirycznych badan rynkowych, wyraznie kontrastujaca z fundamental-
nym znaczeniem eksperymentu w fizyce. Nie sprzyja to mozliwoéciom odkrycia
charakteryzujacych rynki geometrycznych niezmiennikéw, czy wspolzmienni-
kow. Przede wszystkim nalezy jednak wskaza¢ podstawowy mankament propo-
nowanego tu, rzutowego opisu rynku. Ot6z wyrazny jest brak konstrukcji dyna-
miki rynku, ktéra przy pomocy narzedzi matematycznych pozwalalaby (cho¢by
w zarysie) opisywac takie procesy, jak dochodzenie rynku do réwnowagi, czy
tlumaczy¢ przy pomocy swych obiektéw, czym np. jest rynek efektywny. Zda-
niem autora taka role moze spelnia¢ przedstawiona w ostatnich rozdzialach
ksiazki kwantowa teoria gier rynkowych. Jej umiejetne ,sklejenie” z formali-
zmem rzutowym wydaje si¢ w przyszloéci mozliwe.
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Przejdzmy obecnie do propozycji nowego spojrzenia na ryzyko finansowe,
w ktorym znane wyniki geometryczne, bazujace na dwoistoéci punkt-prosta
rzutowa w RP?, podpowiadaja rozwiazanie problemu.



Rozdzial 3
( Osiagalnos¢ — miara ryzyka finansowego

Skale wyrazane sa czesto w jednostkach (walutach), ktérych
kursy sa zmienne w czasie, a same transakcje przeprowadzane
sa w chwilach zupetnie przypadkowych i z przypadkowa inten-
sywnoscig. Z tego powodu nalezy zachowac daleko idaca ostroz-
nos¢ w wyborze najwtasciwszych wskaznikéw, majac na uwadze
takze niejawne zatozenia zwigzane z konkretnym wyborem.
Rosario N. Mantegna, H. Eugene Stanley [MS01]

PrzyzwyczailiSmy si¢ do sytuacji, w ktoérej analityk finansowy podajac Sred-
nie odchylenie kwadratowe zysku wzgledem jego wartosci oczekiwanej wska-
zuje stopien ryzyka zwiazanego z posiadaniem instrumentu finansowego. Czasy,
w ktorych sceptycznie odnoszono si¢ do teorii Harryego M. Markowitza naleza
juz do historii. Obowiazujacy dzi$ standard iloSciowego okreslania ryzyka fi-
nansowego do tego stopnia zdominowal Swiat finanséw, ze trudno jest rozwijaé
alternatywne narzedzia stuzace do mierzenia ryzyka rynkowych aktywoéow kapi-
talowych. Jednak ryzyko finansowe jest na tyle wazna kategoria ekonomiczna,
probujaca uchwyci¢ przyczyny réznicowania si¢ kosztow formalnie podobnych
przedsiewzie¢ kapitalowych [Arr79], ze warto sie¢ do niej odnie$¢ z pozycji nie-
rownowaznych, aczkolwiek uzasadnionych metod rachunkowych.

Wzorujac si¢ na opracowanych dla celow nauk fizycznych, klasycznych
newtonowskich metodach analizy zjawisk mechanicznych autor opisal w pra-
cy [Pio99b] deterministyczna reinterpretacje ryzyka finansowego. Zostalo tam
wykazane, ze przy pewnych dodatkowych zalozeniach jest ona formalnie row-
nowazna standardowemu sposobowi opisu ryzyka. Jednak i w takim przypadku
pozostaje wiele wariantéw rachunkowych, dajacych odmienne liczbowe oceny
ryzyka. Ta réznorodnoé¢ moze byc¢ konsekwencja np. przyjecia odmiennego ho-
ryzontu czasowego dla gromadzonych danych statystycznych. Na jego wybor
ma wplyw zalozona skala i specyfika okresu trwania analizowanego portfe-
la inwestycyjnego. Statystyczna metoda oceny ryzyka zwykle nie radzi sobie
z uwzglednieniem szczegdlnych chwil dotyczacych istotnych skladnikéw port-
fela, takich jak np. terminy bilansu spoélki gieldowej, wyplaty dywidend itp.
Podobne ulomnoéci wlaéciwe pomiarom pragmatycznym interesujaco parafra-
zuje nastepujaca uwaga Hugona Steinhausa [Ste73]: Te dtugosci, ktore podaje
praktyk (np. na bilecie kolejowym) odnoszq sie raczej do definicji osi toru

55
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kolejowego, podanej matematycznie, niz do realnego toru. Jak bliski zwia-
zek moze zachodzi¢ pomiedzy dlugoscia krzywych a ryzykiem ukaze tres¢ tego
rozdziatu.

Interesujace sa powody, dla ktérych statystyczna nieokreslonos¢ zysku od-
zwierciedla tak szanse jego zwiekszenia, jak i niebezpieczenstwa, na jakie na-
razony jest wlasciciel wycenianego przez rynek dobra. Jezeli racje te wiaza
sie z ilodcia sposobnoéci nabycia, czy mozliwoéci utracenia instrumentu (np.
na skutek sceptycznych ocen dotyczacych przyszltych zyskéw generowanych w
oparciu o to dobro), to miare takiego ryzyka lepiej oddaje proponowana nizej
przez autora definicja osiqgalnosci instrumentu finansowego.

Jezeli zalozymy, ze miara prostych (czyli ich ilo$¢') przecinajacych krzywa
calkowa jest niezmiennikiem symetrii euklidesowej, to rowna jest ona euklide-
sowej dlugosci tej krzywej. Spostrzezenie to znane jest jako formula Croftona.
W XIX wieku zapoczatkowala ona rozwoéj geometrii calkowej i badanie geo-
metrycznych aspektéw rachunku prawdopodobienstwa [Enc97, KM63].

§ 1. Finansowe uklady odniesienia

Okreslmy mianem zbioru instrumentow finansowych I wszelakie plyn-
ne, permanentnie wyceniane jednostki dobr, badz zobowiazan. Do zbioru tego
naleza wiec réowniez portfele, bedace zestawieniami okreslonych ilosci instru-
mentoéw finansowych notowanych bezposrednio na rynku, czy dowolne, plynne
instrumenty pochodne.

Wycena instrumentu finansowego zawsze musi si¢ odnosi¢ do pewnej ilosci
wyrdznionego dobra, wzgledem ktdérego instrument ten jest wyceniany. Zwykle
tym wyrdznionym dobrem jest jednostka pieniezna (takze instrument finanso-
wy), wiec bedziemy je dalej nazywaé po prostu pieniqdzem. Dodatkowo wy-
r6znijmy w zbiorze I dowolny inny (r6zny od pieniadza) instrument finansowy
i nazwijmy go instrumentem wzorcowym.

Uktad odniesienia to uporzadkowana para wyréznionych instrumentéw, czyli
para (pieniadz, instrument wzorcowy).

Niech 7 oznacza czas astronomiczny, wyznaczany w dowolnych jednostkach
(rok, tydzien, sekunda). Przez r(7) bedziemy oznacza¢ funkcje, bedaca réznicz-
kowaq stopa wzrostu instrumentu wzorcowego wzgledem pieniadza, okreslona
w jednostce bedacej odwrotnoscia jednostki czasu 7 wzorem
(3.1) r(r) = L desr) _ d

= —1
cs(T) dr dr nes(7),

Iprostych tych jest nieskoniczenie wiele, wiec zreczniej jest mowié o ich mierze, a nie o ich
ilosci
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gdzie cg(7) jest cena w chwili 7 instrumentu wzorcowego wyrazona w jednost-
kach pienieznych.

Zdefiniujmy czas wzorcowy t = t(7) jako calke oznaczona z rézniczkowe;j
stopy wzrostu instrumentu wzorcowego 7(7) wzieta wzgledem pewnej chwili
poczatkowej 7

(3.2) t(7) == /TT(T’)dT'.

Moment 7, jest dowolnie wybrana, lecz ustalona chwila czasu astronomiczne-
go, wyznaczajaca punkt zerowy czasu wzorcowego (t(m) = f:oo r(r)dr" = 0).
Zwr6¢my uwage, ze czas wzorcowy jest definiowany relatywnie — zalezy od
wyboru pieniadza i instrumentu wzorcowego. Gdy dobra okreslajace pieniadz
i instrument wzorcowy w ukladzie odniesienia zamienimy miejscami réznicz-
kowa stopa wzrostu nowego instrumentu wzorcowego wzgledem nowego pie-
niadza bedzie rowna —r(7), wiec czas wzorcowy zdefiniowany formula (3.2)
zmieni znak na przeciwny. Dlatego taka zamiang roél instrumentéw definiujacych
finansowy uklad odniesienia bedziemy nazywac inwersjq czasu wzorcowego.
Dla dowolnego instrumentu finansowego o cenie ¢(7)* wykresem instru-
mentu nazwiemy krzywa w w R?, okreslona parametrycznie nastepujaco

w = (t(T),y(T)zln c(t) —1In c(TO)).

Rrzywa w jest sparametryzowana czasem astronomicznym 7, badz jakakolwiek
inna zmienna rzeczywista, bedaca ciagla i réznowarto$ciowa funkcja czasu 7.
Przedstawienie wykresu instrumentu finansowego w skali logarytmicznej wzgle-
dem cen pozwala m.in. uniezalezni¢ prezentowany opis ryzyka od jakichkolwiek
splitobw jednostek opisywanych instrumentéw (takich jak waluta, akcja, opcja
itp.). Oczywistym wnioskiem z powyzszej definicji jest spostrzezenie, ze na wy-
kres instrumentu mozemy patrze¢ jak na trajektorie (krzywa) zakre$lona przez
wektor nalezacy do pewnej przestrzeni liniowej. Jest nia iloczyn kartezjanski
zbioru wartoéci logarytmu ceny instrumentu wzorcowego i zbioru wartosci loga-
rytmu ceny instrumentu, ktérego wykres nas interesuje. Drugi czynnik iloczynu
kartezjanskiego jest zatem wspolnym zbiorem wartosci logarytmoéw cen wzgle-
dem pieniadza wszystkich instrumentéw finansowych. PrzywykliSmy do obra-
zowania zmian cenowych na wykresach semilogarytmicznych, ktérych ksztalt
odpowiada wykresom tych instrumentéw w ukladzie odniesienia, w ktérym
pieniadz jest obowiazujaca waluta, a instrumentem wzorcowym jest dowolny
plynny walor o stalej (w czasie astronomicznym) rézniczkowej stopie wzrostu
wzgledem waluty, nazywany instrumentem pozbawionym ryzyka. Czas wzorco-
wy jest wielkoscia bezwymiarowa, gdyz rézniczkowa stopa wzrostu ma wymiar

%cena ¢s(7) wyrdznionego instrumentu wzorcowego postuzylta nam do konstrukeji czasu

wzorcowego, teraz zaé mamy do czynienia z cena ¢(7) dowolnego elementu ze zbioru I
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bedacy odwrotnoécia astronomicznej jednostki czasowej. Wlasno$¢ ta umozli-
wia m.in. p6zZniejsze przyjecie zalozenia o niezmienniczosSci osiagalnosci instru-
mentow finansowych przy obrotach ich wykreséw wzgledem ustalonego ukladu
odniesienia.

Z. definicji (3.1) i (3.2) wynika, ze

t(r) = Incg(7) — Incg(m),

wiec np. wykresy

instrumentu wzorcowego,

pieniadza,

instrumentu zmieniajacego swa cen¢ w specyficznym okresie stalej ceny
instrumentu wzorcowego,

pieniadza w ukladzie odniesienia, w ktorym zamieniliémy role instru-
mentoéw okreslonych jako pieniadz i instrument wzorcowy,

beda leze¢ odpowiednio na prostych

o y—1t=0,
o y =0,
ot =0,
o y+1t=0.

Posta¢ ostatniego z przytoczonych réwnan prostych wynika z symetrii wzgle-
dem inwersji czasu wzorcowego tzn. ze spostrzezenia, ze gdy cena instrumentu
wzorcowego wyrazona w jednostkach pienieznych jest cg, to odpowiadajaca jej
cena pieniadza, wyrazona w jednostkach instrumentu wzorcowego, wynosi é
oraz z wlasnoéci logarytmu liczby odwrotnej In é =—Incg. Prosta ta jest takze
symetryczna do prostej y — ¢t = 0 wzgledem osi ¢ = 0, co oznacza, ze te czeSci
wykresow, ktore leza na niej, obrazuja zyski z pozycji krotkiej zajetej wzgledem
instrumentu wzorcowego, a rozliczanej w pieniadzu.

§ 2. Osiqgalnos¢ instrumentu finansowego

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby procz wykreséow instrumentéw finanso-
wych rozwaza¢ wykresy dowolnych doébr, dla ktérych znamy ewolucje czaso-
wa wykazywanych przez podmiot rynkowy funkcji ich uzytecznosci o wlasno-
Sciach oméwionych w rozdziale poswieconym dwoistosci konwencji kredytowa-
nia (cze$¢ druga rozprawy). Instrumenty finansowe maja jednak ta zalete, ze sa
wyceniane przez rynek, wiec ksztalt ich wykreséw ma charakter obiektywny —
ich ceny sa wynikiem funkcjonowania mechanizméw rynkowych, niezaleznych
od subiektywnych emociji i pogladow.
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Nazwijmy zbiorem instrumentéw prostych I, rodzine tych instrumentéw
finansowych [, C I, ktérych wykres w ustalonym ukladzie odniesienia jest od-
cinkiem prostej opisanej rownaniem

(3.3) at+by+1=0,

gdzie t=t(7) i y=y(7). W dalszych rozwazaniach mogliby$my uwzgledniac¢ tak-
ze pozostale proste, ktore przechodza przez poczatek ukladu wspoéirzednych,
jednak ich kazdorazowe odrebne omawianie spowodowaloby utrate przejrzy-
stoSci rozwazan, nie wplywajac na koncowe wnioski. Wystarczy nam zauwazyc,
ze spelnianie przez 6w pek wlasnoéci, jakie zostana wykazane dla reszty (pra-
wie wszystkich) prostych instrumentéw finansowych, wynika choéby z zaloze-
nia o symetrii euklidesowej’, jakiej ponizej wymagamy od przestrzeni wykresow
instrumentéw finansowych, obserwowanych wzgledem wybranego ukladu od-
niesienia. Tak wigc, abstrahujac od parametréw czasu astronomicznego, ktére
cechuja okres posiadania instrumentu prostego przez podmiot rynkowy, instru-
ment ten mozemy scharakteryzowac para liczb reprezentujacych w okreslonym
ukladzie odniesienia jego wspoélrzedne w, := (a,b). To czy dany instrument
finansowy jest prosty, czy nie, zalezy od wyboru ukladu odniesienia.

Za miare¢ osiqgalnosci instrumentu finansowego na przedziale czasowym
[t1,t2] przyjmijmy ilo§¢ V' przecie¢ jego wykresu ze zbiorem I,

(3.4) V:/d,u+/d,u+/d,u—|—...,
<1 <2 <3

gdzie [_, du oznacza miare (ilo$¢) prostych przecinajacych wykres instrumentu
finansowego przynajmniej k razy.

§3. Co mierzy osiqgalnosc¢?

3przyjetego zalozenia o euklidesowej symetrii nie bedziemy uzasadniaé (to ambitne dla
matematyki finansowej zadanie wymaga odrebnego opracowania). Prezentowane tu rozwazania
ograniczaja si¢ do uzyskania postaci miary osiagalnoéci, ktéra wynika z owego zalozenia.
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Przy ustalonym modus operandi pod-

miotu rynkowego, bedacego aktualnym
wlascicielem instrumentu finansowego, mo-
zliwoé¢ utracenia instrumentu w przyszlosci
jest wprost proporcjonalna do miary mozli-
wosci pozbycia si¢ tego instrumentu w okre-
Slonym przedziale czasowym, czyli zalezy
liniowo od jego osiagalnosci. Jest tak, gdyz czestos¢ z ja-
ka co$ tracimy jest takze miernikiem liczby okazji ku temu.
Jesli zalozymy, ze podmiot dziala racjonalnie, to wowczas
taka miare mozliwosci utracenia pozadanego dobra rynko-
wego mozemy utozsamic z ryzykiem jego posiadania. Z tego
powodu osiagalnos$¢ stanowi naturalna miare ryzyka finan-
sowego.
W poszerzonym i zaktualizowanym wydaniu Stownika wy-
razéw bliskoznacznych [slo98| przymiotnik osiqgalny zaopatrzony jest w od-
sylacz do synonimu tani, za§ w analogicznej sytuacji tezaurus procesora tekstu
Word firmy Microsoft odsyla nas do wyrazu dostepny. Jednakze zastapienie
osiagalnosci terminem dostepnos¢ nie wydaje si¢ trafne, gdyz ten, cho¢ cze-
Sciej spotykany w slownikach, kojarzy sie z prostota, patrz [Dor69], a proste
wykresy okazuja sie najmniej osiagalne’. Ryzykowny (osiagalny) walor rynko-
wy jest tatwy do zdobycia, lecz przez to niechciany. Slowo osiqgalnosé oddaje
wiec dobrze sens wprowadzonej w biezacym paragrafie definicji tego pojecia
w odniesieniu do instrumentu finansowego. Tak mierzaca ryzyko wielko$¢ ma
relatywny charakter — zalezy od arbitralnego sposobu wskazania ukladu od-
niesienia sluzacego do opisu zachowan kurséw cenowych dowolnych waloréw
finansowych.

Przypadkowo wylosowana prosta ma znacznie wigksza szanse przecinaé
wielokrotnie kawalek wykresu postrzepiony, czy o licznych zakolach, niz wy-
gladzony, o przebiegu regularnym. Przy statystycznej interpretacji ryzyka jako
dyspers;ji, zmiennej losowej o duzym rozrzucie (a wiec duzej wariancji) przypi-
sujemy duze ryzyko. Zgodnie z taka idea wigksza osiagalno$¢ instrumentu po-
winna (przy niezmienionej stopie zwrotu) odpowiada¢ wiekszemu ryzyku towa-
rzyszacemu jego posiadaniu. Psychologicznie tfumaczy si¢ to zwigkszona obawa
aktualnego wlasciciela ,siedzacego” na instrumencie przed jego ,zrzuceniem”.
Istnieje takze nastepujacy obiektywny powdd takiej interpretacji ryzykownego
instrumentu. Cho¢ osiagalno$¢ czyli miara okazji wejScia w taki instrument (za-
mienienia innego instrumentu na wlasnie ten) jest duza, to réwna jest ona mierze
wyjécia z niego, wiec nie brakuje sposobnosci, by go utraci¢. Dlatego, jesli instru-
ment taki jest zyskowny, zwigkszenie jego osiagalnosci powoduje zwigkszenie

*co zostanie pokazane nizej w paragrafie 6
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ryzyka jego utraty, co ma negatywne konsekwencje dla wlasciciela. Dla okre-
Slonego inwestora instrument o dwukrotnie wigkszej osiagalnosci stwarza dwa
razy wiecej pokus jego sprzedazy. Nalezy podkresli¢, ze wlasno$c ta jest unikal-
na cecha osiagalnosci, nie wystepujaca w przypadku standardowego okreslania
ryzyka przy uzyciu dyspersji. W przypadku strat ktérych nie potrafimy unik-
na¢ duza osiagalno$c¢ instrumentu jest pozadanym zjawiskiem. Wydaje si¢, ze w
okresach hossy dobrze jest posiada¢ instrumenty o malej osiagalnoéci w pozyciji
dlugiej, badz (jezeli to konieczne) w pozycji krotkiej instrumenty latwo osiagalne.
Inwersja ukladu odniesienia pociaga za soba odpowiednie przeformulowanie
tych spostrzezen dla okresow bessy. I tak np. w trakcie bessy na WGPW, gdy
niemozliwy byl zakup odpowiednich warrantéw, czy krétka sprzedaz, najmniej
stratnymi na parkiecie inwestorami okazali si¢ posiadacze ryzykownych akcji
— trudnoé¢ z utrzymaniem ich posiadania stala si¢ w czasach dominacji rynku
niedzwiedzia zaleta tych papierow.

§ 4. Euklidesowa niezmienniczos¢ miary prostych

Znajdzmy miare, ktorej warto$¢ pozostaje niezmienna w trakcie zmiany roz-
niczkowych stop wzrostu wszystkich prostych instrumentéw finansowych o do-
wolna stala oraz przy zmianie momentu czasu 7y, wzgledem ktérego instrumenty
te byly okreslone. Dla dwuwymiarowego zbioru prostych (3.3) rozwazmy klase
miar rézniczkowych postaci

ldu(a,b) :== p(a,b)dadb.

Parametryzacja (3.3) nie obejmuje prostych przechodzacych przez érodek ukla-
du wspolrzednych, lecz nie ma to wplywu na uzyskane rezultaty, gdyz zbior
tych prostych, bedacy zbiorem jednowymiarowym, posiada miare zero.

Dowolna globalna zmianeg stopy, polegajaca na zmianie kata nachylenia pro-
stych instrumentéw finansowych do osi odcietych, przesunigcie poczatku ukla-
du wspoirzednych w prawo, badz w lewo, oraz zmiane¢ aktywa-pasywa mozemy
uzyskac dzigki nastepujacej zamianie zmiennych:

t=tcosa—ocy'sina+f, y=tsna+oy cosa,

wyznaczonej rodzina parametréw o, «, (3 takich, ze o =+1, a €[0,27), F€R.
Pociaga ona za soba transformacj¢ wspoirzednych prostej

w, = (a,0) — (d', V),
gdzie zwiazek pomiedzy nowymi a starymi wspolrzednymi ma postaé

, acosa+bsina bcosa — asina
a = ;b =0
1+ap ’ 1+ap
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Jakobian tej transformacji jest rowny
o, V) o

a(a’ b) B (1 + aﬁ)g .

Spelniona jest nastepujaca tozsamosc

ltaf— | 200
afl = ,
a? +b?
wiec niezmienniczo$¢ miary

du(d' V) = p(d’ V) dd'db’ = (1+ af)p(d’, V) dadb =
= p(a,b) dadb = du(a,b)

wymaga, aby

(3.5) (a® +b°) gp(a, b) = (a’2 + b’z) gp(a', '),

co implikuje ponizsza posta¢ euklidesowo niezmienniczej miary prostych
(3.6) dp(a,b) = (a® +4?) " *dadb,

bowiem tylko taka miara du z dokladnoscia do nieistotnej stalej multiplikatywnej
spelnia warunek (3.5).

§5. Wspélrzedne biegunowe prostej

Sparametryzujmy prosta m (patrz rysunek 3.1), ktérej parametry okreslaja
jej rownanie (3.3), przy pomocy biegunowego ukladu wspolrzednych. Zazwy-
czaj w oznaczeniach wspolrzednych biegunowych wystepuje para liter r, ¢.
W celu unikniecia kolizji ze standardem symbolizowania stopy procentowej,
niech litera ¢ = |OQ)| oznacza odleglos¢ prostej m od $rodka ukladu wspol-
rzednych O°, za$ ¢ niech bedzie katem pomiedzy osia odcietych a odcinkiem
OQ. Tak okreslone wspolrzedne biegunowe prostej, w kontekscie obrazowania
krzywych przy pomocy zbioréw prostych przecinajacych te krzywe, nazywane
sa wspodirzednymi croftonowskimi. Tworza one rure Croftona® P2, czyli zbior
bedacy iloczynem kartezjanskim domknietej polprostej i okregu.

Stzn. euklidesowa dlugosé odcinka prostopadlego do m i zaczepionego w $rodku uktadu

b¢dy badamy wlasnoéci réiniczkowe funkcji okreslonych na zbiorze prostych P2, to wy-
godnie jest zamiast P? rozwaza¢ iloczyn kartezjanski prostej i okregu R x S (ktory dwu-
krotnie nakrywa P?) oraz okreslone na tym iloczynie funkcje f(q,) spelniajace wlasnoéé
fla.9) = f(—q,0+m)
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O] t

Rysunek 3.1. Wspoélrzedne croftonowskie proste;j.

W nowych wspélrzednych réownanie prostej (3.3) jest nastepujace
t cosp 4y sinp = g,
wigc taka zamiana zmiennych-parametréw prostych
a=—q 'cosp, b= —q sinoy,

gdzie ¢~! = v/a? + b2, o jakobianie g((g’f;)) = ¢~ daje na rurze Croftona plaska

posta¢ miary niezmienniczej prostych, bowiem korzystajac z zaleznosci (3.6)
otrzymamy ponizszy rezultat

J(a,b)

w(a,b) = (a® + v? _%dadb:q3
(0:0)= (o +0) 30.9)

dgdp =

=dqdy = pu(q, ¢).

W paragrafie 1 Uzupetnieri zamieszczone sa rysunki z wykresami trzech po-
pularnych krzywych przedstawionych nie, jak to zwyklo si¢ robi¢, we wspol-
rzednych (¢,y), lecz we wspoédlrzednych croftonowskich (g, ).

§ 6. Formuta Croftona

Rozwazmy gladki fragment wykresu instrumentu finansowego ktory jest tu-
kiem, czyli ograniczona, rozna od prostej krzywa taka, ze dowolna przecinajaca
ja prosta ma z nia najwyzej dwa punkty wspoélne. Wyznaczymy osiagalnoéc
dla takiej krzywej. W tym celu uzupelnijmy luk doklejajac do niego jego obraz
otrzymany wzgledem symetrii $Srodkowej (jedna z symetrii grupy euklidesowse;j).
Jezeli do pomiaru osiagalnosci tak otrzymanego brzegu obszaru wypuklego
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uzyjemy miary niezmienniczej wzgledem grupy symetrii euklidesowych, wte-
dy osiagalno$c¢ tego brzegu bedzie dwa razy wigksza od osiagalnosci pojedyn-
czego tuku (ktéry wystepuje w naszej konstrukcji dwukrotnie). Wynika to z
wlasnosci addytywnosci miary. Dokonajmy transformacji euklidesowej tak, by
srodek ukladu wspélrzednych znajdowal si¢ we wnetrzu obszaru wypuklego.
Wybierzmy dowolny punkt A na jego brzegu, o wspoélrzednych (q, ), gdzie
q=|0A] i rozwazmy takie proste, ktorych pierwsza ze wspolrzednych biegu-
nowych ¢’ jest mniejsza niz ¢, a druga réwna jest . Na rysunku 3.2 zaznaczono
je liniami przerywanymi.

Rysunek 3.2. Wyznaczanie osiagalnosci podwojonego tuku.

Wklad tych prostych, okreslonych dla infinitezymalnego przyrostu wspolrzed-
nej ¢, do osiagalnosci brzegu obszaru wypuklego wynosi

a(p)
(3.7) (/du+:/du::i{/du=:2d¢/lM/: 2q(p) do,
<1 <2 <2 0

ale q() dy jest euklidesowa dlugoécia fragmentu brzegu zawartego w kacie dyp,
wiec w wyrazeniu (3.7) calka wzgledem ¢ od 0 do 7 (wtedy uwzglednimy wklad
wszystkich prostych do osiagalnosci) jest dlugoscia brzegu obszaru wypuklego.
Skladajac tuk krzywej z wypuklych kawalkéw i zauwazajac, ze dlugoséc catego
luku réwna jest sumie dlugosci tych kawalkéw dochodzimy do wniosku, ze
osiagalnos¢ (3.7) takiego luku réwna jest jego dlugosci

(3.6) V:/d

Przypomnijmy, ze prosty instrument finansowy charakteryzuje sie stalym (w
tempie czasu wzorcowego) wzrostem warto$ci wzgledem pieniadza. Natural-
nym staje sie teraz wniosek, ze jest on najmniej ryzykowny, bo najtrudniej (naj-
mniej) osiagalny w klasie instrumentéw dajacych jednakowe zyski w okreslonym
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przedziale czasowym. Jest on ksenofobiczny — sposrod waloréw o takiej samej
dochodowoéci wykazuje najmniejsza sklonnos¢ do zmiany wlasciciela'.

§ 7. Wykresy o nieskonczonej dtugosci

Wzoér Croftona (3.8) jest stuszny dla wszystkich lukéw, dla ktorych sze-
reg (3.4) jest zbiezny — luki o tej wlasno$ci nazywamy prostowalnymi. Jezeli
w dowolnie malym ustalonym otoczeniu krzywej zmodyfikujemy jej ksztalt, to
mozemy doprowadzi¢ do dowolnego wzrostu jej dlugoéci. Ow paradoks jest bez-
posrednim wynikiem nieciaglosci tego funkcjonalu i stanowi przyczyne wielu
praktycznych niedogodnoéci [Ste54, Ste89, Per58]. Rrzywymi o tukach niepro-
stowalnych sa krzywe fraktalne. W skonczonych obszarach ich osiagalnosc jest
rozbiezna. Jednak i wtedy mozemy okresli¢ skonczona miare na krzywej mo-
dyfikujac definicje¢ osiagalnosci przez ustalenie rzedu n na ktérym decydujemy
sie obcia¢ szereg (3.4). Osiagalnos¢ V,, okreslona jest teraz wzorem

Vn:/du+/du +...+/du.
<1 <2

<n

W podanych w paragrafie 1 Uzupetnien przykladach obrazéw krzywych ja-
ko obszar6w na rurze Croftona osiagalnosci V; odpowiadaja fragmenty rysun-
kow charakteryzujace si¢ jednakowym stopniem szaroSci. Takie ograniczenie
liczby zliczanych przecie¢ wykresu instrumentu finansowego z instrumentami
prostymi jest praktyczne nie tylko z powoddéw rachunkowych. Wydaje sie, ze
realistyczne jest uwzglednienie w definicji osiagalnoéci takiej skonczonej licz-
by mozliwosci zbycia instrumentu finansowego. W skonczonych okresach cza-
sowych mierzymy jedynie ograniczona z gory ilos¢ potencjalnych mozliwosci
sprzedazy (czy nabycia) instrumentu. Jednak nawet w przypadku rezygnaciji
z bezpodredniego postugiwania si¢ obcieta osiagalno$cia mozemy wybrac za
wzorzec dlugoéci krzywa fraktalna o szczegélnych wlasnoéciach i cho¢ dla niej
otrzymamy lim V"*°"¢° = o0, to wyznaczanie dlugosci innych fraktali wzgledem
n—oo

tego wzorca przez obliczenie granicy

(3.9) v = lim Vo

n—00 Vﬁnzorzec

“jesli przyjmujemy, ze podmioty rynkowe zachowuja si¢ racjonalne, to ich strategie sa w
pelni zdeterminowane, w przeciwienstwie do ksztaltujacych sie swobodnie cen instrumentéw
finansowych. Przy takim spojrzeniu na rynek to nieprzewidywalnie wyceniany instrument de
facto "decyduje” o zmianie swojego wlasciciela, za$ racjonalny inwestor zmuszony jest do naj-
korzystniejszego wyboru. Oczywiscie na rynku moga dziala¢ inwestorzy nieracjonalni, ale oni
nas tu nie interesuja.
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moze prowadzi¢ do wartosci skonczonych. W ten sposob pojecie osiagalnosci
obejmuje dowolnie szeroka klase wykreséw instrumentéw finansowych o do-
wolnie skomplikowanych ksztaltach krzywych.

§ 8. Srednia dlugos$¢ rzutu na prostq

Hugo Steinhaus [Ste54| zwrocil uwage na zwiazek formuly Croftona z za-
leznoScia miedzy dlugoscia luku, a przecigtna wartoécia dlugosci jego cienia,
jaki tworzy si¢ przy rzucie prostopadlym na prosta. Doprowadzilo go to do
konstrukeji longimetru — przyrzadu do pomiaru dlugosci krzywych empirycz-
nych (np. drogi czy rzeki na mapie, czy linii obserwowanej pod mikroskopem)
[Sted9, Per58|. Na plaszczyznie euklidesowej dlugos¢ rzutu prostopadlego do-
wolnego odcinka o dlugosci I na pewna prosta, z ktoéra tworzy on kat ¢, wynosi
l| cos ¢|, wiec przecietna dlugo$¢ jego cienia jest rowna:

2m
1 2
—/l|cosg0|dg0:—l.
2m T
0

Przedstawiajac krzywa w postaci sekwencji infinitezymalnie malych odcinkéw
stwierdzamy, ze np. na rysunku 3.3 dlugoé¢ rzutu krzywej na prosta m wynosi

Rysunek 3.3. Wyznaczanie dlugosci krzywej na podstawie Sred-
niej dlugosci jej cienia.
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(3.10) d(y) = |AB| + |AD| + |CD| + |CE| = 2|AB| + |BC| + 3|CD| + | DE|.

Wynikajaca z powyzszych rozwazan dlugos¢ luku krzywej jest wiec stala cze-
Scia przecietnej wartosci dlugoéci jej cienia na przypadkowo wybranej prostej

vngww»

gdzie dla segmentow luku, ktérych cienie si¢ nakladaja, powinniSmy uwzgled-
ni¢ w rachunku ich krotnoé¢ (analogicznie jak przy wyznaczaniu osiagalno$ci),
co zostalo uwzglednione we wzorze (3.10).

Przedstawiona tu metode wyznaczania dlugosci krzywej zasugerowatl jeszcze w
1812 roku P.S. Laplace [Ste54|. Pozwala ona na wyrazenie dlugosci sparame-
tryzowanej krzywej za pomoca podwojnej calki

T1 2T T1

do(r)\2  rdy(T)N2, dx(r) dy(7) .
Y (Bt = [ 0 4 | e
0 0 70

Powyzszy wzér mozna juz znalezé w pracach Cauchy’ego’. Pamieta¢ jednak
nalezy, ze ten spos6b wyznaczania osiagalnosci jest poprawny jedynie w przy-
padku euklidesowo symetrycznej miary prostych instrumentéw finansowych.

§9. Czas finansowy

Niejasnym dla autora jest popularne przekonanie, ze wzorzec astronomiczny
stanowi naturalna miare tempa uplywu czasu w finansach. Jest niewatpliwie
praktyczny (i praktykowany), cho¢ na pewno nie charakterystyczny dla zjawisk
finansowych. Oczywiscie okresla on wszelakie cykle fizyczne, chemiczne, czy
biologiczne, jednak dla poszerzenia obszaru jego przydatnosci na procesy ryn-
kowe nalezaloby za pomoca danych empirycznych wykaza¢, ze np. parametry
cen rynkowych posiadaja specyficzna periodycznos¢ w cyklach o jednakowej
ilosci godzin. Duza nieprzewidywalna zmiennoé¢ wartoéci kontraktéow termi-
nowych prowadzi raczej do odmiennych wnioskéw. Ten powdd oraz proba
geometryzacji’ przestrzeni parametréw notowan rynkowych sklonity autora do
wprowadzenia pojgcia czasu wzorcowego.

Zasade okre$lania ukladu od-
niesienia dla wyznaczenia konkret-
nego ryzyka instrumentu finanso-
wego mozna stosowac niezaleznie

820b. [Stes54]
patrz rozdzial 1
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od pojecia osiagalnosci, np. przy

standardowym sposobie wyliczania

ryzyka, gdyz przebieg funkcji zy-

sku zalezy od przyjetego ukladu

odniesienia. W tych przypadkach

proponowana metoda moze wyja-

$ni¢ pozapsychologiczne mechani-

zmy odmiennej oceny ryzykowno-

Sci tego samego instrumentu przez

rozne podmioty rynkowe. Slowo re-

cesja oznacza cofanie si¢ — dlacze-

goz nie mialoby ono oznacza¢ cofa-

nia si¢ w kierunku malejacych war-

toéci czasu gospodarczego (jako od-

powiednio skonstruowanego czasu

wzorcowego). Przy takiej interpre-

tacji wykres cykli koniunkturalnych

gospodarki prezentowalby funkcje zaleznoSci czasu gospodarczego od czasu
astronomicznego. Pomiar uplywu czasu wymaga obserwacji cienia wywolane-
go interesujacym nas typem mechanizmoéw, a przeciez juz Platon pouczal, ze
bada¢ mozemy jedynie cienie idei.

Czas finansowy wcale nie musi by¢ homeomorficzny z czasem astronomicz-
nym. Jezeli da¢ wiare zwolennikom przekonan o skokowej naturze zmian cza-
sowych podstawowych stép procentowych, a zwazywszy na mechanizmy po-
wodujace te zmiany chyba maja oni racje, zalezno$¢ pomiedzy tymi dwoma
typami czasu ma charakter nieciagly. Zaproponowana wyzej definicja osiagal-
nosci jest przydatna i w takich przypadkach. Wystarczy ja stosowa¢ w ramach
formalizmu opisanego w czesci drugiej rozprawy, w rozdziale poSwigconym po-
jeciu hiperstopy. Przy zalozeniu euklidesowej symetrii osiagalno$¢ wykresow
instrumentéw finansowych jest wtedy ich dlugoscia mierzona z pominigeciem
obszarow ich nieciagloéci.

Warto tak wyskalowac¢ osiagalnos¢, by najmniej ryzykowny instrument finan-
sowy (czyli instrument prosty) mial warto$¢ zwiazanego z nim ryzyka posiadania
rowna zeru. Przy standardowym pomiarze ryzyka zabieg 6w jest zbedny, gdyz
dyspersja instrumentu prostego jest zerowa. W tym celu wystarczy poshlugiwac
si¢ miara osiagalnosci wzglednej, bedacej roznica osiagalnoSci instrumentu i
osiagalnosci stosownego (przynoszacego taki sam zysk) instrumentu prostego.
Osiagalnoé¢ jest ekstensywnym parametrem instrumentu finansowego'’. Dlatego
wygodniej poslugiwac si¢ intensywnoscia osiagalnosci, tj. ilorazem osiagalnosci
wzglednej do czasu wzorcowego, w jakim osiagalno$¢ ta wystapila. Dopiero ta

09dyz powtérzenie sie wykresu dwukrotnie zwieksza wartoé¢ osiagalnosci
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liczba, bedaca wskaznikiem intensywnym, pozwala poréwnywac ryzyko instru-
mentéw w roznych okresach czasowych.

Jako dualny do formalizmu oceny ryzyka instrumentéw finansowych poja-
wia si¢ opis pomiaru stopnia ryzyka algorytméw kupna-sprzedazy papieréow
warto$ciowych (w szczego6lnoéci ryzyka portfeli).

W kontekécie rozwazan dotyczacych geometrii rynku (rozdzial 1) miara ry-
zyka kursowego winna by¢ raczej konstruowana w przestrzeniach pseudoeu-
klidesowych. W przypadku symetrii Lorentza [BE81] osiagalno$¢ instrumentu
okreslona jest pseudodlugoscia jego wykresu. Uzasadnienie rezultatow analo-
gicznych do powyzej prezentowanych wymaga jednak nietrywialnych modyfi-
kacji i wykracza poza ramy prezentowanej ksiazki.

Wprowadzona definicja osiagalnosci w naturalny sposoéb uogolnia si¢ na
wykresy w R". Umozliwia to budowe konsystentnej teorii ryzyka dla wielo-
wymiarowych, zlozonych proceséw kapitatlowych''. Mozna dostrzec podobien-
stwo pomiegdzy taka teoria, a zagadnieniami optyki geometrycznej i mechani-
ki klasycznej [Arn81]. Najblizszym odpowiednikiem mechanicznym przypomi-
najacym prezentowane tu podejScie jest problem osiagalnosci dla zagadnienia
orbit Hohmanna [Sub74] — podstawowego typu trajektorii podrézy miedzypla-
netarnych. Sa to elipsy okreslone prawami Replera, laczace dwie inne orbity
zamkniete. Podroz odbywajaca si¢ po nich jest najbardziej ekonomiczna pod
wzgledem wydatkowanej energii. Zwiazane z energia dzialanie [Arn81| jest
funkcjonalem na trajektoriach, ktéry odpowiada wystepujacemu w tym roz-
dziale funkcjonalowi dlugoéci. Dlatego badanie stosownych symetrii i zasad
wariacyjnych moze stworzy¢ realna perspektywe poznania fundamentalnych
rownan $wiata finanséw, a proponowany formalizm moze postuzy¢ jako punkt
wyjécia w konstruowaniu kwantowe;j teorii ryzyka za pomoca calek po trajekto-
riach [Fey80]. Nieco odmienne ujecie tej koncepcji znajduje sie w trzeciej czesci
rozprawy, poswieconej kwantowomechanicznemu modelowi rynku. Tam ob-
serwacja czasu staje si¢ operacja dualna do pomiaru ryzyka, ktére okazuje si¢
operatorem odpowiadajacym fizycznej obserwabli energii.

"patrz rozdzial o stopie macierzowej w czeéci drugiej Dwoistosci



Rozdzial 4
( Transformacja Legendre’a

Potencjat, réwnanie stanu, zasady zachowania — to charakterystyczne ele-
menty wywodzacego si¢ z fizyki zestawu powiazanych ze soba terminéw. Jego
wyjasniajaca funkcje odkryli przed 150 laty twoércy w pelni dojrzalej mate-
matycznie, a zarazem na wskro$§ fenomenologicznej teorii zjawisk cieplnych,
zwanej termodynamikq rownowagowa. 7, nowej metody opisu zjawisk zdolali
bezblednie wysnu¢ prawa przyrody, ktérych mechanizmy wyjasniono dopiero
50 lat pdzniej. Termodynamika postuguje si¢ tradycyjna geometria rézniczkowa,
w ramach ktorej formuluje nierzadko zdumiewajace swa prostota tozsamosci i
twierdzenia. Réwnolegle z wywodem rachunkowym o6wczes$ni eksperymenta-
torzy weryfikowali metodami empirycznymi otrzymywane czesto przez siebie
wzory.

Jezeli rownowage ekonomiczna charakteryzujemy jako brak niedoboréw i
nadwyzek, to z punktu widzenia rachunkowego mamy do czynienia z pewnym
(stwierdzajacym ten fakt) rownaniem bilansu, ktorego posta¢ calkowa pozwala
na eliminacje z przestrzeni parametréow ekonomicznych jednego z nich (stajace-
go sie funkcja pozostalych). Redukcji tej mozna dokona¢ zwykle przez wyréznie-
nie dowolnego z parametréw. Jednak geometryczny obraz opisanej rownaniem
bilansu podprzestrzeni B (stanu réwnowagi) w przestrzeni parametrow eko-
nomicznych pozostanie na skutek tej zamiany wspolrzednych niezmieniony. W
tym sensie to nie algebraiczny zapis, lecz geometria odzwierciedla ekonomiczne
wlasnosci przedmiotu badan statyki rownowagowej. Nie liczby, lecz zachodzace
miedzy nimi symetrie obrazuja pelnie matematycznie modelowanego kontekstu
ekonomicznego. Sytuacja ta przypomina do zludzenia termodynamike, w ktorej
rownaniu bilansu infinitezymalnych przeplywéw odpowiada pierwsza zasada
termodynamiki, a réwnaniu bilansu skumulowanych dzigki przeplywom $rod-
kéw — rownanie stanu. Sprobujmy precyzyjnie zrozumieé¢ pewne elementarne
zagadnienia znane ze statyki rownowagowej, przez postugiwanie si¢ ujeciem
metodologicznym oraz technika rachunkowa charakterystyczna dla termody-
namiki.

Wigkszos¢ pojawiajacych si¢ w rozdziale rownan opisujacych prawa za-
chowania i algebraicznych tozsamosci to réwnania bilansu przeplywoéw' badz
srodkow, ktorych poziom jest wypadkowa przeplywoéw. Tego typu réwnania
autor staral si¢ zapisywac¢ w jednolitej konwencji, ulatwiajacej ich czytelnosé
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w trakcie potencjalnie mozliwej (czy zamieszczonej w tekécie) interpretacji po-
szczeg6lnych addytywnie wystepujacych w nich wyrazen. I tak, w przypad-
kach réwnan rézniczkowych (przeplywy) wplywy (posiadajace jednakowe zna-
ki) uwzgledniamy zawsze z przeciwnymi znakami w stosunku do wydatkéw. W
przypadkach rownan funkcyjnych (Srodkéw) aktywa (o jednakowych znakach)
wliczamy z przeciwnymi znakami niz pasywa. OczywiScie ujemny znak mo-
ze dotyczy¢ zaréowno wplywoéw (czy aktywow), jak wydatkéw (czy pasywow) -
wszystko zalezy od punktu widzenia sporzadzajacej bilans osoby (zysk, czy stra-
ta) oraz od przyjetej zasady uwzgledniania kierunku uplywu czasu (np. opro-
centowanie, czy dyskonto). W opisywanej tu klasie procesow kategoria czasu
nie wystepuje explicite, jednak jest nieodzowna dla uscislenia kierunku opisy-
wanych zmian. Szersza analize zagadnien dotyczacych uwag poczynionych w
ostatnich zdaniach mozna odnalez¢ w artykule [Pio99b|.

Rluczowa role w ponizszej analizie gra inwolucja Legendre’a, bowiem daje
recepte poprawnego sformulowania odpowiednika bilansu ksiegowego wlasci-
wego konkretnemu modelowi. Przy tym nieodzowne okazuje si¢ znalezienie
transformaty Legendre’a wyro6znionego parametru ekonomicznego zwanego w
geometrii rozniczkowej potencjalem. Idea inwolucji Legendre’a wywodzi si¢
jeszcze od G. W. Leibniza [Enc97| i prawdopodobnie przed zastosowaniami
termodynamicznymi z powodzeniem uzywano jej w statyce, ktéra w tamtych
czasach byla jedynie galezia mechaniki. Jednak potem, zapominajac o owych
aplikacjach, zaadoptowano to przeksztalcenie dla potrzeb dynamiki. Obecnie,
przy okazji omawiania transformacji Legendre’a, nawet tacy luminarze mecha-
niki jak Herbert Goldstein [Gol57] odwoluja sie do przykladéw termodyna-
micznych. Majac na wzgledzie szczegélne znaczenie, jakie réwnania bilansu
graja w teorii ciepla, mozna zaryzykowac teze, ze pierwowzory omawianych
tu idei pochodza z rachunkowosci. Teorii ciepla zawdzigczamy przede wszyst-
kim uwydatnienie roli, jaka rézne typy potencjaléow graja w analizie ukladéow
pozostajacych w stanie réwnowagi.

Précz praw zachowania parametréow ekonomicznych i towarzyszacych pra-
wom terminéw w koncowej partii tekstu pojawiaja si¢ odpowiadajace im pseu-
dopojecia. Sa to obiekty teorii podobne do swych nieutomnych odpowiedni-
kow, jednak ich istnienie ma charakter wtérny. Nabieraja znaczenia dopiero po
okresleniu prawa zachowania charakteryzujacego model ekonomiczny. Pseu-
dopojecia mozna zidentyfikowaé w kontek$cie zasad (praw zachowania) opi-
sujacych stan réownowagi, ktére przyjmujemy poprzez wyboér modelu, a wiec
apriorycznie. Ulomne w jednym, moga sta¢ si¢ pelmoprawnymi skladnikami
innego modelu.

ltakich, jak: operacja kupna, splata kredytu, wyplata dywidendy, zmiana wartoéci obligaciji
spowodowana ruchem stop procentowych, reorientacja funkcji produkcji, komasacja, arbitraz
cenowy, przemieszczenie wzdluz krzywej obojetnosci itp.
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§ 1. Hiperpowierzchnia stanu réwnowagi

Rozwazmy (N +1)-wymiarowa rzeczywista przestrzen RY™! parametréw
ekonomicznych py, p1, ..., pn. Moga nimi by¢ np. skladniki majatku, ceny ryn-
kowe, réznookresowe stopy procentowe, wysokosci $wiadczen emerytalnych,
wydatki konsumenta, wielkos$ci nakladéw i produkcji itd. Zdefiniujmy prze-
strzen stanu réownowagi B jako N-wymiarowa hiperpowierzchnie zadana w
RN *! liniowym réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu (tzw. prawem za-
chowania parametru py) o postaci’

(4.1) Zﬁu(p1,~~~,p1v)d]?u = 0.
I

Dla jednoznacznoéci rozwiazania uzupelniamy je stosownym warunkiem brze-
gowym (p§, pi,...,py) € B. Rownanie (4.1) posiada szczegblna ceche. Wspol-
czynniki 7, (p1, ..., py) nie sa funkcjami jednego z parametréw ekonomicznych,
ktory figurujac w nazwie prawa zachowania wyrézniony jest indeksem zero-
wym. Ten parametr py, nazywamy potencjatem. Pozostale parametry py, ..., py
nazywamy parametrami stanu. Interesujacym nas obszarem zainteresowania
ekonomii beda teorie, ktore po odpowiednim wyborze parametréw ekonomicz-
nych, czesto poprzedzonym ich stosowna nieliniowa transformacja prowadza
do réwnania (4.1).

W modelach statyki poréwnawczej interesujemy si¢ réznymi mozliwoscia-
mi zmiany parametréw w réwnowadze, prowadzacymi od jednego dopuszczal-
nego zbioru parametréow ekonomicznych do drugiego. Poslugujac si¢ opisem
infinitezymalnych zmian o postaci (4.1) generujemy, przy pomocy rachunku
calkowego, krzywe (trajektorie) zawarte w B, przebiegajace przez dozwolone
w réownowadze zestawy parametréow ekonomicznych. Wychodzac od aspektow
lokalnych zanurzenia hiperpowierzchni B w R¥*!, dochodzimy do poziomu po-
Sredniego, na ktéorym mozemy poréwnywaé warunki ekonomiczne panujace na
trajektoriach dozwolonych zmian czynnikéw iloéciowych. Opis globalny moz-
liwych zmian parametréw jest zazwyczaj zbedny. Ekonomistéw nie interesuje,
czy przestrzen B jest spdjna, jak wyglada jej brzeg, czy posiada dziury, badz
raczki. Ekonomiczne modele dotycza raczej aspektéw zanurzenia B — RY*! a
nie wewnetrznych wlasciwosci przestrzeni B. Dlatego topologiczna charakte-
rystyke opisu hiperplaszczyzny B mozemy zignorowa¢, przyjmujac dla wygody
zalozenie, ze przestrzen ta jest homeomorficzna z RY. Wylaczywszy z B punkty

2poniiszy zapis uwzglednia obowiazujaca w calej ksiazce konwencje, ze wskaznik bedacy
grecka litera (np. p) przebiega wartosci 0,1,..., N, w odroznieniu od wskaznika lacinskiego
przyjmujacego tylko wartoéci 1,2,..., N
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osobliwe, rownanie (4.1) mozemy przepisa¢ w nastepujacej formie

(4.2) dpo+ > cro(pr,- -, pn)dpr =0,
k
gdzie
Trk(pla s apN)
4.3 c . =
( ) kO(pl pN) 7T0(p1, - ,pN)

Posta¢ (4.2) réwnania (4.1) separujaca zmienna po po calkowaniu daje jej jawny
opis jako funkcji zaleznej od pozostalych parametréw stanu. W ten sposob scal-
kowanie réwnania (4.2) (zawsze wykonalne, gdyz B jest homeomorficzna z RY
prowadzi do wyznaczenia przestrzeni stanu réwnowagi przy pomocy rownania
wiezéw (réwnania funkcyjnego) zwanego réwnaniem stanu. Réwnanie to naj-
prosciej przedstawi¢ w nastepujacej formie, eliminujacej potencjal py ze zbioru
parametréw niezbednych do jednoznacznego okreslenia dozwolonego poloze-
nia modelowanego ukladu w stanie, w jakim si¢ on znajduje

(4.4) po+ f(p1,...,pn) = 0.

Prawo zachowania (4.2), bedac réwnaniem lokalnym (rézniczkowym), opi-
suje infinitezymalne zmiany w otoczeniu kazdego z punktéw przestrzeni stanu
rownowagi. Z ekonomicznego punktu widzenia jest ono bilansem przeplywow
pomiedzy rezerwuarami Srodkéw (np. doébr, cen, stop procentowych itd., ale tez
dlugéw, czy podatkéw, gdyz przyjmujemy tu, ze zobowiazania nalezy kwalifiko-
wac jako ujemne $rodki), ktérych iloéci charakteryzuja parametry p,. Funkcje
cko(p1, - .., pN) sa wspélczynnikami intensywnosci informujacymi jaka iloé¢
srodka wyznaczajacego potencjal rownowazy przeplyw jednostki $rodka o in-
deksie k. Natomiast réwnanie stanu (4.4) opisujace dozwolona ekonomicznie
podprzestrzen parametrow w RY*! ma, w kontekscie skal czasowych, cha-
rakter globalny, jest bilansem stanu rezerwuaréw nagromadzonych w wyniku
przeplywow $rodkoéow cechujacych proces ekonomiczny.

§2. Tozsamosci dla wspolczynnikow intensywnosci

Jezeli na potencjal spojrzymy jak na funkcj¢ parametréw stanu py, to rowna-
nie (4.2), okreslajace rézniczke zupelna py, wyznacza kolejne pochodne czast-
kowe tej funkcji

Tk Ipo(p1; - -, PN)
4.5 ckolp1y .-, PN) 1= — = — .
(43) ( )= o
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Zadaja one wartoSci wspotczynnikow kierunkowych hiperplaszczyzny, w zada-
nym punkcie stycznej do rozmaitoéci B stanu réwnowagi. Dlatego hiperplasz-
czyzny te wyznaczaja w przestrzeni parametréw ekonomicznych dopuszczalne
kierunki zmian tych parametréow przy przejéciu z jednego do drugiego zbioru
ich rbwnowagowych wartosci. Dekompozycji zbioru parametréow ekonomicz-
nych na potencjal i parametry stanu cz¢sto mozemy dokona¢ na wiele sposo-
bow, wiec decyzja o tym, ktéry z parametréw nie zostanie uwzgledniony w
zbiorze niezaleznych wielkoéci opisujacych stan rownowagi jest arbitralna i po-
dyktowana jedynie wygoda opisu modelowanych zjawisk. W sytuaciji wyboru
innego parametru ekonomicznego p,, jako potencjatu, nalezy uogdélni¢ definicje
(4.3) na pary indeksow k, 1. Uogdlnienie to na postac

E _ ap,u(p07p17 e 7p/1,*17p/1,+17 s 7pN)
am 8pk

Chkp = )

gdzie indeks k przebiega wskazniki rozne od wskaznika ;4 numerujacego aktual-
ny potencjal. Definiujac ¢, :== 1 otrzymamy ciag tozsamosci spelnianych przez
funkcje , zwanych regutami tanicuchowymi [Chi94]

(4.6) Cuv = CupCpus

ktérych szczegdlnym przypadkiem jest wlasno$c

_ -1
py Cyu’

Reguly tozsame z (4.6) pojawily sie juz w rozdziale 1° i dotycza kazdej liniowej
funkcji uzytecznosci'.

. P de,
Jezeli pochodne czastkowe =2 oraz 52

sa funkcjami ciaglymi na hiper-

Op 8Pu
plaszczyznie stanu rownowagi, ktéra zostata sparametryzowana zmiennymi pg, p1,
s Ppu—1,Du+1; - - -, PN, to na mocy twierdzenia Younga [Chi94] sa one row-

ne (bowiem odpowiadajace im pochodne mieszane sa przemienne). Tak wiec
mozemy wypisac caly ciag tozsamosci dotyczacych pochodnych czastkowych
funkcji intensywnosci

dc,p,  0Ocyp
Iy Opy

(4.7) =0,
ktore w termodynamice nosza nazwe rownan Maxwella [Ans78|.

Tozsamos$ci (4.6) i (4.7) warto stosowaé w przypadkach, gdy czynniki 7,
czy intensywnosci c,, posiadajg bezposrednia interpretacje ekonomiczng. W
prezentowanym tekScie autor zamiescil jedynie przyklad o stalych intensywno-
Sciach, wiec dla niego rownania Maxwella sa trywialne.

Swlasnosé (1.2)
*patrz rozdzial o dwoistoéciach konwencji kredytowania w czesci drugiej tej rozprawy
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§3. Nowe warianty prawa zachowania

Przy opisie przestrzeni 5 parametr stanu p,,, moze zosta¢ zastapiony parame-
trem okreslonym warto$ciami funkcji intensywnosci ¢,,,o. Jest to mozliwe dzigki
transformacji Legendre’a [Arngl]

(p1,--»pN) — (P1, -+, Pm—1, Cm0s P15 - - s DN)-
Polega ona na wprowadzeniu nowego potencjalupy(. .., ¢, .. .), Zwanego trans-
formataq Legendre’a funkcji py(. .., pm,-..), 0 nastepujacej postaci
pO ZPO(pla <oy Pm—1,Cm0s Pm+15 - - - apN) =
i=—po(p1,---,PN) = CndPim;

ktory dzieki takiej konstrukcji nie zalezy bezpoérednio od zmiennej p,, (cho¢, co
widad, jest funkcja m.in. zmiennej ¢,,), bowiem na skutek zachodzenia rownosci
(4.5) znika pochodna czastkowa potencjatu p, po p.,

(4.8)

Cmo=cmo(P1,--,PN)
Réwnoéc¢ (4.5) traktowana jako uwiklana posta¢ funkcji

9Py

=0.
Opm

CmOZCmO(pl ----- pN)

Pm = pm(pla <+ 3y Pm—15Cm0, Pm+1, - - - 7pN)
pozwala wyrugowac¢ zmienna p,, w wyrazeniu (4.8) definiujacym potencjal p,.
Zrozniczkowanie stron réownania (4.8) prowadzi do nowego odpowiednika pra-
wa zachowania (4.2), tym razem bedacego zasada zachowania potencjalu p,

dﬁo = Z Cr0 dpk — Cmo dpm — Pm de() =
k

= —Pm(P1s - s Pm—1, Cm0s Pm+1, - - -, PN )dCrmo + Z Cro dpp-
k#m

Dzigki takiej zamianie wspolrzednych przy parametryzowaniu stanu réwnowagi
mozemy postugiwac si¢ innym ukladem N zmiennych wybranych sposrdd ele-
mentéw zbioru {py, ..., pn, 10, - - ., Cno}- Wazne jest, aby zadna para zmiennych
DPm,Cmo O jednakowych indeksach nie wystepowala w nim jednoczesnie. Trans-
formacje¢ Legendre’a mozemy przeprowadzi¢ przy wyborze potencjalu sposrod
zbioru wszystkich parametréw ekonomicznych p,,.

7 powyzej przedstawionych przyczyn parametry c,,, nazywamy parame-
trami kanonicznie sprzezonymi do odpowiadajacych im parametréw stanu
pm. Transformacja Legendre’a jest inwolucja, tzn. ponowne jej wykonanie na
parametrze o niezmienionym indeksie jest transformacja odwrotna. Latwo obli-
czyé, ze w ten spos6b mozemy otrzymac nawet (N+1) 2V roéznych, choé réwno-
waznych sobie modeli statyki poréwnawczej. Jest tak, gdyz dla kazdego z N+1
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mozliwych wyboréw potencjalu (sposréd parametrow ekonomicznych) mamy
N mozliwych inwolucji Legendre’a dla kolejnych parametréw stanu, ktére mo-
zemy wykonywaé¢ w réznych kombinacjach. W ramach termodynamiki wyko-
rzystuje si¢ transformacje Legendre’a kazdorazowo dla kazdego z parametrow
termodynamicznych w celu sformulowania wygodnych wariantéw obowiazu-
jacego tam prawa zachowania energii. Jest nim zapisana w postaci jednego
roOwnania pierwsza i druga zasada termodynamiki. Z racji braku miejsca zasto-
sujemy tu jedynie najdalej idacy wariant transformacji, zastepujacy wszystkie
parametry stanu parametrami do nich sprzezonymi. Odpowiednikiem poten-
cjalu (4.8) bedzie wtedy funkcja ¢yy zadana wyrazeniem

(4.9) Cop = 000(010, cee CNo) = —po(Pla cee ,pN) - chopk-
k

Rézniczkujac strony rownosci (4.9) i korzystajac z prawa (4.2) otrzymamy jego
alternatywna wersj¢ w postaci prawa zachowania potencjalu cqg

dego =Y crodpr — > _(crodpi + prdere) = — Y prlcaos - - -, eno)dexo.
K K

Rozwiazanie ukladu N réwnan funkcyjnych (4.5) ze wzgledu na kazda zmienna
Pk, posiadajace posta¢ pr, = pi(cio,- .., Cno), pozwala z uzyciem formuly (4.9)
otrzymac zalezno$¢ funkcyjna nowego potencjalu ¢y od nowych parametréow
stanu (czyli od parametréw sprzezonych do parametréw stanu py). Zaleznoéc
ta jest nowa forma réwnania stanu (4.4). Uklad réwnan (4.5) moze nie miec
rozwiazania, badz mie¢ ich wiele. W pierwszym przypadku inwolucja Legen-
dre’a (p1,...,pn) < (co1,...,Con) nie istnieje. W drugim wystarczy wybrac
do eliminacji zmiennych p; dowolne z tych rozwiazan. Czes¢ intensywnosci cyg
w réwnaniach (4.5) moze byc¢ stala (skrajny wariant takiego przypadku jest
szczegblowo omoéwiony w nastepnym paragrafie). Uzmienniajac te stale (jak
nizej) otrzymamy przejscie do opisu za pomoca wspoélczynnikéw intensywno-
Sci, jednak nie beda one parametryzowac B lecz opisywac przeksztalcenia B
wewnatrz RY*! spowodowane egzogenicznymi zmianami parametrow inten-
sywnosci. Dlatego inwolucje Legendre’a 77, powinniSmy traktowaé nie jako au-
tomorfizm 77, : B < B, lecz jako odwzorowanie zadane formula (4.9) pomiedzy
dwoma strukturami kontaktowymi [4]
Tr RN e R2VHL

gdzie strukture kontaktowa R2V*! definiujemy jako zbiér parametrow rzeczy-
wistych (po, p1, ..., DN, Co1, - - -, Con) wraz z wlozeniem hiperpowierzchni B,, —
R2V+! zadanym potencjalem po(py, ..., py) przy pomocy réwnania

(4.10) dpo(p1, -, pv) + Y crodp = 0.
k
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W analogiczny sposob okreslamy dualng strukture kontaktowa RZY*!. Nalezy

przypomnie¢, ze tylko jedna z funkcji jest okreslona niezaleznie, bowiem sa
one, jedna do drugiej, transformatami Legendre’a. Ponizszy diagram obrazuje
opisywana sytuacje:

(Po,---,c10,-..) € RZéVH R 5 (coo, - -5 p1s- - -)

€00

dpo(p1,--,pN) dcoo(c10,-++,CN0)

(pla - -7pN> € Bpo Bcoo = (0107- : -7CN0)

Inwolucja Legendre’a umozliwia stosowanie w modelach rownowagi dwoistego
opisu zjawisk, w ktéorym, z formalnego punktu widzenia, czynniki intensywno-
Sci moga pelni¢ role parametréw stanu i vice versa. Swobodny wybér miedzy
zestawami parametrow ekonomicznych (po,p1,...,pn) 1 (Cou, Cips -+, CNp) PO-
zwala doglebnie wnika¢ w charakterystyczne wlasciwosci takich modeli. Prze-
ksztalcenie Legendre’a jest czesto uzyteczne w rachunkach majacych na celu
znalezienie réwnania stanu (jawnej postaci potencjalu) przez efektywne wy-
calkowanie prawa zachowania, prawa wystepujacego w formie uproszczonej
dzigki tej inwolucji. Znacznie latwiej jest zaobserwowac i opisa¢ lokalnie prawo
zachowania, niz zbudowa¢ potencjal odpowiadajacy przeplywom zgodnym z ty-
mi, ktére zamierzali$my uwzgledni¢ w modelu skonstruowanym przez zadanie
potencjalu.

§ 4. KRoszyki i cenniki

Dla przedstawienia oméwionego sposobu badania modeli, w trzech kolej-
nych paragrafach tego rozdzialu zostanie zanalizowany podstawowy, a jedno-
czednie najprostszy nietrywialny przyklad, ktéorym jest prawo zachowania o
wszystkich intensywnoéciach ¢y stalych (lub o stalych dualnych do intensyw-
no$ci parametrach). Przyklady pozornie bardziej skomplikowanych potencjalow
przytoczone sa w paragrafie siodmym.

Gdy wspoélczynniki ¢y nie zaleza od parametréw p;, réwnanie (4.2) przy-
biera nastepujaca postac

(4.1 1) dpo + Z Cro dpk =0.
k
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Wybierajac warunek poczatkowy p,, = p;, po scalkowaniu wszystkich separu-
jacych sie skladnikéw réwnania (4.11) otrzymamy nastepujace réwnanie stanu

(4.12) po—ps+ Y cko(pr — i) =0
k

czy, po pomnozeniu (4.12) przez my,
> mulpu—p;) = 0.
I

Réwnanie (4.11) mozemy interpretowac jako réwnanie bilansu przeplywow
dobr opisujacego koszyk N+1 débr. Wystepuja one w koszyku odpowiednio
w iloSciach py, . .., pn. Jezeli dodatnie $rodki p, symbolizuja aktywa, to ujemne
wartosci p,, dotycza zobowigzan (badz odwrotnie). Niech ceny rynkowe okreéla
relacja wymiany dobr rynkowych na dowolne (zawarte, badz nie zawarte w
koszyku) arbitralnie wyréznione dobro. Ceny te maja charakter egzogeniczny i
nie zaleza od parametrow koszyka. Wtedy jednostka j-tego dobra jest wymie-
niana za (kosztuje) 7, jednostek wyréznionego dobra. Przyjmujemy konwencje
ze p, €R i m, €R, czyli ze ceny zawsze sa dodatnie (lecz réwnie dobrze mo-
elibySmy zalozy¢, ze p, € Ry i m, € R). Warto w tym miejscu uczyni¢ jedna
dygresj¢. Zalozenie o niezaleznosci cen od wspdlrzednych koszyka wydaje si¢
uniwersalne na rynkach zabezpieczonych przed mechanizmami dyktatu ceno-
wego. Jednak wowczas tez nic nie przeszkadza konstruowac portfeli, ktorych
zawarto$¢ jest ksztaltowana w oparciu o zmiany kurséw cenowych, a jezeli p,,
sa nietrywialnymi funkcjami 7,°, to i funkcje odwrotne 7, zaleza od p,. Nie-
mozno$¢ wplywania na ceny (czy, w stabszym wariancie, ich przewidywania)
oznacza, ze przyjmujac pewien algorytm ksztaltowania skltadu koszyka jedynie
w zaleznoéci od ruch6éw cenowych tracimy mozliwo$¢ bezposredniego (nieza-
leznego od cen) wplywania na wielkoéci p,. Stwierdzenie ,zloto potroi swa
cene gdy bede bogaty” moze oznacza¢ jedynie, ze ulokowalem powazna czes$c
swojego majatku w tym kruszcu. Zaleznos$¢ funkcyjna czynnikow ilosciowych
nie okresla ich porzadku przyczynowo-skutkowego.

Opis koszyka nie ulegnie zmianie, gdy ceny jego débr przedstawimy w sto-
sunku do arbitralnie wyr6znionego dobra z koszyka (oznaczanego dalej indek-
sem zerowym i nazywanego jedynie z tego powodu pieniadzem). Wyboér ten
oznacza, ze potencjalem jest ilos¢ pieniadza w koszyku. Rursy (relatywne ceny)
cko = 7= sa intensywnosciami przeplywu pozostatych dobr w koszyku wzgle-
dem pieniadza. Gdy koszyk nie jest dziurawy, a rynek jest zrownowazony, to
wyznaczona warto$¢ przeplywow w ramach koszyka musi bilansowac si¢ do
zera - strumien pieniadza dp, jest skompensowany strumieniem niepieni¢znych
srodkéw ), cxo dpy. Stwierdza to prawo zachowania strumienia kapitatu (4.11)
wyrazone w jednostkach pienieznych. Wyznaczony w jednostkach pieni¢znych

5z0b. rozdz. 1
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bilans aktualnego stanu skumulowanych w koszyku przeplywoéw (bilans érod-
kéw) przedstawia rownanie (4.12).

Réwnanie stanu (4.12) ma skutkujaca ekonomicznymi konsekwencjami sy-
metri¢ — transformacja skalowania oraz zamiana wspolrzednych koszyka z od-
powiednimi wspolrzednymi cennika:

(4.13) AP < Pu
Ty < Dus

nie zmieniaja samego réwnania. 7Z tego powodu portfele (bedace klasami pro-
porcjonalnych do siebie koszykéw) tworza rzeczywista przestrzen rzutowa R PV,
a kursy (proporcje cen) przestrzen dualna do niej. Wiec modelem dualnym, po-
siadajacym identyczne wlasnosci rachunkowe jak wyzej prezentowany, bedzie
model opisany rownowaznym réwnaniu (4.11) prawem zachowania wartoSci
portfela

(414) dCOO + Zpk dcko = O,
k

w ktérym potencjalem cyy (wielko$¢ ta nie byla jeszcze definiowana) okaze sie
biezaca warto$¢ (wartoé¢ ksiegowa, deficyt bilansowy) portfela. Na niepieniez-
ne komponenty portfela mozemy spojrze¢ jako na intensywnosci przeplywoéow
wartoéci odpowiednich skladnikow portfela wywotanych ruchami cen.

§ 5. Podwdéjna ksiegowosé

Nietrudno zauwazy¢, ze zamiana parametréow fizycznych stanowiaca drugie
z przeksztalcen (4.13) jest inwolucja Legendre’a. Podstawiajac bowiem do wy-
razenia (4.9) potencjal py okreslony réownaniem stanu (4.12) otrzymamy nowy
potencjal o nastepujacej postaci

coo(C10 - - -, CNo) = —Pp + Z cro(Pk — DF) — CroDks
k

czyli

(4.15) coo + o+ Zp;;cko =0.
k

Parametry p; sa teraz stale (komponenty koszyka nie ulegaja zmianie), wigc
transformate Legendre’a co(co, . .., Cno) stanu rezerwuaru pienieznego portfe-
la po = (p1,...,pn) nalezy, w oparciu o réwnanie (4.15), zinterpretowac jako
biezaca warto$¢ koszyka. Poslugujac sie formula inwolucji Legendre’a (4.9) dla
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Pu =D}, 1 cuo = ¢y TOwnanie (4.15) mozemy zapisal w postaci

(4.16) (co0 = o) + X Pk (cro — cio)-
k
Przedstawione w tej postaci rownanie stanu jest ewidentnie dwoiste do (4.12).
Przepiszmy jeszcze raz niezwykle istotna formule inwolucji Legendre’a (4.9)
uwydatniajac liczbowe wartoéci wystepujacych w niej funkcji

Coo +Po + D Pk Cro = 0.
k

7. ekonomicznego punktu widzenia réwnanie to jest réownaniem bilansu ko-
szyka, ktore w odréznieniu od réwnan stanu (czy ich rézniczkowych odpo-
wiednikow, tj. praw zachowania przeplywéw) nie bilansuje wzglednych zmian
(przeplywow), lecz wiaze ze soba absolutne wartosci dwoch dualnych wzgle-
dem siebie zestawéw parametréow ekonomicznych.

Jest ono warunkiem koniecznym zachowania konsystencji pomiedzy réznymi
obrazami zmian cenowo-koszykowych, niezaleznym od konkretnej postaci praw
zachowania. Narzucenie tej spojnosci stanowi istot¢ procedury bilansu finanso-
wego. Moze nieprzypadkowo twoérca podwojnej ksiegowosci Fra Luca Paciuolo
bedac nauczycielem mistrzéow perspektywy stworzyl podwaliny dla geometrii
rzutowej — teorii w ktérej centralna rol¢ gra dwoisto$¢, bedaca w powyzej
przedstawionym sensie efektem inwolucji Legendre’a. Mozna wykaza¢, ze dwo-
istos¢ algebry kredytow® jest efektem zastosowania okrojonego dodatkowym
warunkiem wariantu odpowiedniej transformacji Legendre’a. Tak wiec, zgod-
nie z argumentami, ktére zostana przedstawione we wskazanym tu rozdziale
czesci I, inwolucja owa stanowi efektywne narzedzie odkrywania nieznanych
jeszcze metod kredytowania, tworzenia nowych instrumentéw finansowych, czy

bszczegolowo badana w rozdziale o dwoistoéciach konwenciji kredytowania w czesci drugiej

tej rozprawy



Zysk

obiekty teorii

stale ceny stale koszyki
potencjal zasoby  pieni¢zne | warto$¢ koszyka
koszyka

parametry niezalezne

niepieniezne sklad-
niki koszyka

ceny dobr wyrazo-
ne wzgledem pie-
nigdza

intensywnosci

ceny dobr wyrazo-
ne wzgledem pie-
nigdza

niepieni¢zne sklad-
niki koszyka

prawo zachowania

dla przeplywow ka-

dla zmian wartosci
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pitalowych kapitalowych
transformata Legendre’a | warto$¢ koszyka zasoby  pienigzne
koszyka

inwolucja Legendre’a rownanie bilansu stanu koszyka

Tabela 4.1. Obiekty dwoiste w modelach o stalych wspoélczynni-
kach intensywnosci.

formulowania nieznanych dotad form warunkéw ubezpieczeniowych. Z jego po-
moca mozemy kierowa¢ si¢ réoznymi postaciami praw zachowania. Znajomo$¢
zaleznoSci pomiedzy réznymi potencjalami jest konieczna dla wlasciwego po-
rownywania ich wartosci liczbowych.

Zamiast podsumowania rozwazan dotyczacych modeli o stalych wspolczyn-
nikach intensywnosci autor proponuje czytelnikowi tabele 4.1 zestawiajaca wy-
roznione obiekty tych dualnych typoéw, przypominajac zarazem o czesto igno-
rowanym relatywizmie przedstawianego obrazu, ktéry jest konsekwencja sy-
tuacji, ze dowolne wyrdznione dobro rynkowe zostalo nazwane pieniadzem.
Wystepujace w niektérych wierszach dwoiste pozycje moga wydawac si¢ toz-
same. Oprocz samodualnego réownania opisujacego inwolucje Legendre’a tak
nie jest, o czym $wiadcza dobitnie rachunki zamieszczone w tym paragrafie.

§6. Zysh

Infinitezymalny zysk (stopa zwrotu) z kapitalu ulokowanego w koszyku to
przyrost wartosci portfela wyrazony w stosunku do tej wartosci

d?”oo = —0 = Sigl’l(COQ) dlIl|C()0|,

4.17
(4.17) o
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gdzie funkcja sign(x) ma wartoé¢ znaku liczby = bedacej jej argumentem. Ogra-
niczmy rozwazania do takiej czesci przestrzeni rownowagi B, na ktorej po-
tencjal cog posiada staly znak. Wtedy stopa zwrotu z koszyka wynosi

€00
/ d?"oo = 7"00(000) — Too(CSO) = Sign(Coo) ln|Coo| — sign(cgo) IH‘CSO‘.
<60

Zysk roo(coo), bedacy tzw. stopa kapitalizacji ciaglej [KP99], jest okreslony z
dokladnoécia do stalej (jak kazdy potencjal wyznaczajacy jedynie prawa zacho-
wania przeplywéw). Rorzystajac z prawa (4.14) otrzymamy nastepujacy wynik

Pk
drog = — Z — dcyo,
k

Coo

czyli
(418) d?“o() + Z f—k Ck()drko = 0,
PRY

gdzie stopa dryg 1= ‘f;’“oo, okre$lona analogicznie jak w definicji (4.17), jest stopa

zmiany ceny k-tego dobra wyrazanej w pieniadzu.

Réwnania (4.18) nie mozna nazwa¢ prawem zachowania stopy zwrotu gdyz,
zgodnie z zalozona postacia kazdego prawa zachowania, intensywnosci wy, =
pre2 nie powinny by¢ funkcjami wartosci koszyka cop.

Oczywiscie, wewnatrz obszaru B, gdzie potrafimy wyrugowaé potencjal cqy z
wyrazen okreslajacych ,intensywnoéci” wy, rownanie (4.18), bedac na B,,, toz-
samodcia, przybierze posta¢ przypominajaca (4.2). Nazwiemy tego typu ,prawo
zachowania” pseudoprawem — jest ono tozsamosciowo spelnione na hiperpo-
wierzchni B, lecz jej nie wyznacza. Konsekwentnie stope zwrotu z koszyka
roo powinni$émy w tym modelu nazwac¢ pseudopotencjatem, a wspotczynniki
wy pseudointensywnosciami, ktore sa pseudosprzezone wzgledem odpowied-
nich stép zmian cenowych ry. Na podstawie pseudoprawa mozemy wyznaczyc
zysk osiagniety przez posiadacza koszyka p,. Nie potrafimy jednak okresli¢ hi-
perpowierzchni stanu réwnowagi B,,,, ani — poslugujac si¢ inwolucja Legen-
dre’a — dualnej do niej przestrzeni B,,. Jednak, dzieki naszej wiedzy o prze-
ksztalceniu Legendre’a, mozemy otrzyma¢ dualne do (4.18) (nie pseudodualne)
pseudoprawo o nastepujacej postaci

Pk
4.19 drg + E — cgodry = 0,
( ) ’ A Po 0

edzie dr,, := sign(p,) d1n|p,|.

Jest ono tozsamosciowo spelnione na hiperpowierzchni B,,. Réwnanie (4.18)
mozna interpretowac jako formule przedstawiajaca zysk kredytodawcy wyni-
kajacy z niewielkiej modyfikacji wysokosci stop dyskontowych dotyczacych ko-
lejnych N okreséw zwrotu rat zadluzenia. Natomiast (4.19) traktujemy np. jako
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wzor na stope wzrostu 7y kwoty kredytu (udzielonego w wysokoéci py), gdy nie-
znacznie ulegaja zmianie wysokos$ci kolejnych rat splaty p, mierzone stopami 7y,
gdzie zmienne oprocentowanie kredytu wyrazaja czynniki dyskontowe c9. Wy-
pisane w tym paragrafie tozsamosSci maja charakter lokalny, wiec sa spelnione
niezaleznie od wczesniejszego zalozenia o stalej wartosci odpowiednich czynni-
kow intensywnosci. Uwzgledniajac to zalozenie mozemy wycalkowac¢ rownania
(4.18), (4.19), wstawiajac zamiast dwoistych pol pg i coo odpowiednie réwnania
stanu (4.12) i (4.16). Otrzymamy wtedy nastepujace wzory bedace pseudood-
powiednikami réwnan stanu

roo = 7o 1 sign(cgo) ln’l - Zpk (eSign(czo)(rkoﬂo) -1 ’
k
oraz

ro = TS + Sign(pg) hl’l . cho (esign(PZ)(Tk—TZ) _ 1) ’
k

W interpretacji dotyczacej kredytu formuly powyzsze okreslaja spos6b obli-
czania zysku kredytodawcy i stopy zmiany kwoty kredytu przy wystapieniu
zmian warunkéw kredytowania na tyle duzych, ze nie wystarcza uzycie formut
uwzgledniajacych jedynie liniowa reakcje na modyfikacje parametréw rat spla-
ty, czy stop dyskontowych. Nie nalezy zapomina¢, ze ostatnie wzory sa stuszne
jedynie w przypadku braku zmiany znakéw parametréow cenowych i koszyko-
wych.

Rownanie okreslajace rozniczke dry (czy droo) podobne do (4.18) (czy do
(4.19)) moze stanowi¢ faktyczne prawo zachowania, ale w modelu innym niz
omawiany w tym rozdziale.

§ 7. Podrecznikowe przyktady

Dla dalszego zobrazowania zastosowania opisanego formalizmu mozemy
podda¢ reinterpretacji modele oparte na popularnych w podrecznikach aka-
demickich funkcjach, takich jak funkcja produkcji Cobba-Douglasa, czy funkcja
CES’ |Chi%4, Var95]. Z prezentowanego tam punktu widzenia funkcje te sa
potencjalami generujacymi interesujace gospodarcze prawa zachowania.

Przypomnijmy, ze definiujace funkcj¢ produkcji Cobba-Douglasa réwnanie
stanu (4.4) ma postacé

po—kpipy “ =0,
gdzie o €(0,1) i k>0 sa stalymi parametrami modelu, zmienne p; i p, wyrazaja
odpowiednio naklady kapitalu i naklady pracy, a dualne do nich wielkosci ¢

“ang. constant elasticity of substitution
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i o0 to krancowe produktywnosci (odpowiednio) kapitalu i pracy. Przeprowa-
dzajac elementarne rachunki tatwo jest zauwazyc¢, ze transformaty Legendre’a
Do(c10,p2) 1 Po(p1, c20) sa w réwnowadze proporcjonalne do wartoéci produkcji
i wynosza odpowiednio —(1 — a)py i —apy. Szczegodlnie prosta postaé przyj-
muje wtedy potencjal py(cio, c20), gdyz réwny jest 0. Przejscie do rachunku w
logarytmach, polegajace na posluzeniu si¢ nowymi zmiennymi

(4.20) P, =1Inp,,

u = 0,1,2 sprowadza model Cobba-Douglasa do rodziny réwnan termodyna-
micznych (4.11) o stalych wspoélczynnikach intensywnosci, ktora szczegdlowo
omowiliSmy w poprzednich paragrafach. Liniowa zaleznos¢ logarytmu warto-
Sci produkcji od logarytmoéw nakladéow zwyklismy okreslac¢ jako brak mozliwo-
Sci osiagania dodatkowych przychodow bedacych efektem skali produkcyjnego
przedsiewziecia. Ta wlasciwos¢ modelu najlatwiej jest dostrzec w réwnaniu
stanu (4.2) dla potencjalu py.
Zapisana w formie rownania (4.4) funkcja produkcji CES

1
po—k (ap] + (1 —a)p})r =0,

gdzie v € (0,1), pozwala na analogiczna reinterpretacje modelu. Tym razem
zamiana zmiennych ma postac¢

(4.21) P, =D},

© = 0,1,2. Znajomo§¢ powierzchni wiezéw w stanie rownowagi, tj. otoczenia
kazdego z punktéw podprzestrzeni B, pozwala nam w kazdym z dwdéch przy-
kladow funkcji produkcji odtworzy¢, po przejsciu na powroét do pierwotnych
wspolrzednych, wartod¢ dowolnej, ekonomicznie interesujacej wielkoéci. Tak
wiec mozolnie studiowane przez adeptéw ekonomii modele sa w pelni sprowa-
dzalne do prostej, acz pouczajacej koncepcji koszykéw i cennikéw. Zawiklane
meandry ksiazkowych opisow tych funkcji produkeji sa jedynie konsekwencja
poruszania si¢ w geometrycznie niezbyt czytelnej konwencji ,naturalnych” eko-
nomicznych wspoélrzednych. Uzywajac w opisie produkcji jednolitej konwencji
wspoirzednych ,koszykéw i cennikéw”™ mozemy byé zaciekawieni powodami,
dla ktérych autorzy podrecznikéow ekonomii, symulujac realnie istniejace pro-
cesy, wyrozniaja jedynie dwa rodzaje ,naturalnych” parametryzacji w postaci
funkcji (4.20) i (4.21). Niestety, poza pewna prostota, autor nie doszukal sie
innego zadowalajacego wyjasnienia tej intrygujacej prawidlowosci.

8czyli takiej, w ktorej réwnania (4.2) przybieraja postaé¢ rownan (4.11) o stalych
wspotczynnikach
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§ 8. Uogolnienia formalizmu

W rozdziale tym, poSwigeconym transformacji Legendre’a, poddali$my anali-
zie jedynie lokalne wlasnosci pierwszego rzedu dla zanurzen B— Rt zdefinio-
wanych odpowiednim dla wybranego modelu prawem zachowania. Niemniej
interesujace sa aspekty przestrzeni stanu réwnowagi zalezne od wyrazen dru-
giego rzedu wzgledem infinitezymalnych zmian parametréw. Tensor metryczny
jest podstawowym obiektem geometrycznym drugiego rzedu, wigc dla prawi-
dtowej konstrukciji tej czesci teorii nalezaloby szczegotowo zbada¢ aspekty me-
tryczne popularnych modeli statyki rownowagowej. Pewne sugestie jak to robic¢
mozna odnalez¢é w rozdziale 1, gdzie przekonaliSmy si¢ o naturalnosci struktur
nieeuklidesowych dla geometrycznego opisu modeli ekonomicznych. Zasady
termodynamiki fenomenologicznej zostaly wyjasnione przez wprowadzenie sta-
tystycznego opisu zjawisk cieplnych. Istnieje naturalna sposobnos¢ podobnego
dopelnienia statyki proceséw ekonomicznej rownowagi o aspekt stochastyczny
poprzez nawiazanie do idei kanonicznego rozkladu Gibbsa [Ans78, Pio95]. Tej
tematyce poSwiecony jest nastepny rozdzial. Uzupelnienie statyki o elementy
niepewnos$ci odpowiada wspoélczesnemu paradygmatowi naukowemu i rozsze-
rza zakres stosowalnoéci niedynamicznych modeli w ekonomii. Jednak, zdaniem
autora, taka teoria powinna takze uwzglednia¢ zaprezentowany w ostatniej cze-
Sci ksiazki formalizm kwantowy.



Rozdziat 5
( Termodynamika portfeli kanonicznych

W tle zmieniajacego ceny rynku specjalisci zarzadzajacy portfelami inwestycyj-
nymi odnosza porazki, badz sukcesy. Wartos¢ owych poczynan oceniamy zwy-
kle post factum. Wtedy jednak brakuje nam obiektywnego iloSciowego miernika
jakosci ich decyzji, ktéry w sposéb poprawny i subtelny réznicowalby wyni-
ki calej gamy ,Sredniakow” dominujacych np. na rynku funduszy inwestycyj-
nych, czy emerytalnych. Potrzeba umiejetnej oceny efektywnosci inwestowania
jest szczegolnie istotna, gdy, dla okreslenia jakoSci zarzadzania portfelem, za-
mierzamy odnies$¢ si¢ do roznych okreséw czasowych. Sukces latwo jest osia-
gna¢ w dobie koniunktury rynkowej. Przy niesprzyjajacych warunkach trudno
y2utrzymac¢ swoje”. Jaka czeS¢ wzrostu wartosci kapitalu jest jedynie efektem
ogolnej prosperity? Jak wyodrebni¢ zysk zawdzigczany wylacznie profesjonali-
zmowi inwestora? Jak zmierzy¢ spadek czy wzrost umiejetnoéci analitycznych
(czy prognostycznych) konstruujacego portfel inwestycyjny, czy poréwnac ja-
kos¢ sformulowanej przez bank polityki kredytowej w réznych okresach jego
dzialalnosci?

§ 1. Ciepla statyka réownowagi

Dla oceny jakosci zarzadzania portfelami inwestycyjnymi w praktyce wy-
korzystuje si¢ miary Sharpe’a, Treynora czy Jensena [EG98|. Wszystkie one
bazuja na modelu CAPM', ktéry wymaga spelnienia wielu rygorystycznych i
trudnych do zweryfikowania zalozen. Ze wzgledu na brak takich ograniczen,
algorytmicznie znacznie latwiejsza technike rachunku oraz oparcie w uniwer-
salnych koncepcjach teorii informacji nizej proponowana metoda wydaje si¢
jakosciowo lepszym narzedziem poréwnawczym. Zamiast bezposredniej oceny
portfela inwestycyjnego rozwazymy badanie tzw. portfela kanonicznego o ta-
kiej samej wartosci. Okreslimy formalizm rachunkowy pozwalajacy wyodrebnic
czeS¢ zmiany wartoéci portfela, ktora jest efektem jakosci decyzji inwestycyjne;.
Rachunek ten stanowi rozszerzenie metod statyki poréwnawczej na dziedzine

lang. capital asset pricing model

86
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procesow statystycznych. Uzupelnia on opisane w poprzednim rozdziale meto-
dy termodynamiczne zaadoptowane do potrzeb ekonomii o charakterystyczny
w dziedzinie fizyki czynnik opisujacy wplyw zjawisk chaotycznych na obserwo-
wane zmiany parametrow modeli. Wydaje si¢, ze pojecie temperatury, zidentyfi-
kowanej przed wiekiem przy pomocy narzedzi statystycznych jako odwrotnosé
odpowiedniego mnoznika Lagrange’a dla zagadnienia maksymalizacji entropii
[Isi71], ma réwnie uzasadniona racje bytu w statystycznych modelach ekono-
micznych. Pojawienie si¢ ciepla w problemach statyki rownowagowej pozwala
wprowadzi¢ nowe, globalne mierniki stanu modelu dualne np. do wartosci uzy-
tecznosci, czy zysku. Odkrywanie roli tych funkcji (zwanych w tradycji metod
matematycznych potencjalami) pozwoli doglebnie zrozumieé znaczenie staty-
stycznych uogolnien modeli rownowagi ekonomiczne;j.

§2. Cisi i gracze

Zalozmy, ze chcemy zmierzy¢ preferencje specjalisty inwestujacego np. w
spolki gieldowe. Mozemy wyrédzni¢ dwa typy decyzji inwestycyjnych podejmo-
wanych w nie ulegajacej zmianom sytuacji zewnetrznej, gdy ustalone sa ceny
oraz pozostale parametry gospodarcze. Pierwsza z nich jest decyzja zdetermi-
nowana, bedaca jedynie funkcja sytuacji zewnetrznej. Inwestor dzialajacy w
ten sposob w jednakowych warunkach zawsze tak samo (mechanicznie) lokuje
swoj kapital, rozpraszajac go na réznego rodzaju aktywa, badz nie. Zachowanie
to jest w pelni przewidywalne. Odpowiednio zaprogramowany i przyczynowo
uwarunkowany automat moglby zastapic jednoznacznie dzialajacego specjaliste.
Informacja o jego przysztych decyzjach jest w pelni okreslona jego wczesniej-
szymi dzialaniami. Absorbujacy nasza uwage przekaz, dotyczacy tego, co on
zamierza zrobi¢ w znanych nam okoliczno$ciach, jest zerowy. Takiego inwesto-
ra nazwiemy cichym. O jego portfelu powiemy, ze zawiera informacje¢ zerowa,
gdyz jest w pelni wyznaczony przez ilosci wchodzacych w jego sklad aktywow
kapitatowych.

Précz zachowan zdeterminowanych, okreslajacych portfele o informaciji ze-
rowej, mozemy mie¢ do czynienia z decyzjami indeterministycznymi, gdy w
jednakowej sytuacji zewnetrznej ten sam inwestor decyduje si¢ na rézne po-
suniecia. Nie zmienia przy tym wlasnej metody postepowania gdyz my, ob-
serwujac jego dzialanie, nie odnotowujemy zadnych zmian w statystyce jego
poczynan. Jednak nie do konca potrafimy przewidywac jego posunigcia, czes¢
jego wiedzy nie jest nam dostepna przez sama obserwacje jego decyzji inwe-
stycyjnych. Pomiar owej decyzyjnej nieokreslonoéci wyznacza iloé¢ niedostepnej



88 5. TERMODYNAMIKA PORTFELI KANONICZNYCH

wiedzy inwestycyjnej. W oparciu o znane zaleznoSci pomiedzy statystyka, a ter-
modynamika jesteSmy w stanie okresli¢ ilosciowe zasady rzadzace wplywem
niejednoznacznosci decyzji na zyski osiagniete z portfela ksztaltowanego przez
takiego inwestora, ktéry zasluguje na miano gracza. W nagléwku tego paragra-
fu autor Swiadomie strawestowal tytul satyry politycznej Janusza Szpotanskiego
[Szp90] uwazajac, ze powstale dzieki temu skojarzenia niezwykle celnie odda-
dza specyfike jego subiektywnych pogladéw dotyczacych rozpatrywanego nizej
tematu.

By ilosciowo opisa¢ zachowania cichych i graczy zdefiniujemy portfel urno-

wy.

§ 3. Portfel urnowy

Ponizej uogo6lnimy model opisany w paragrafie
4 rozdzialu 4 wprowadzajac czynnik stochastyczny,
za$ ceny c, ujmiemy relatywnie, tym razem wzgle-
dem ich wartosci poczatkowych. W tym celu roz-
wazmy loteri¢ oparta na generatorze zdarzen loso-
wych, ktory z ustalonymi prawdopodobienstwami
wy, A =0,..., N, w kolejnych losowaniach, przeja-
wiajacych brak jakichkolwiek korelacji, wskazuje nu-
mer jednej z N+1 urn. Niech wybér urny o numerze
A oznacza zakup dobra rynkowego o numerze \ za
kwote p,. Iloé¢ jednostek zakupionego dobra wynosi
D= ]Z—i, gdzie c} jest wartoscia poczatkowa rynkowej
ceny dobra A, obowiazujaca w chwili jego zakupu.
Wielko$¢ p,, ustalona w konkretnej loterii, bedziemy
nazywac¢ wagaq dobra \ w portfelu. Wagi p, nie na-
lezy myli¢ z odpowiadajacym jej dodatkowym para-
metrem portfela urnowego, jakim jest prawdopodo-
bienistwo w). Specyfikacje N+1 dobr objetych losowaniem nazywamy sektorem
rynku. W dowolnej chwili po losowaniu wartos¢ okreslonego tym sposobem
portfela urnowego wynosi —cqg, gdzie potencjal coo; bedacy funkcja zmiennej
losowej [ (przyjmujacej warto$ci rowne numerom wylosowanych urn) spelnia
nastepujace réwnanie bilansu

(51) 0001(607"'76N)+Z[[:)\] E)\ﬁ/\ =0.
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Symbol [ oznacza zmienna losowa przyjmujaca wartoéci rowne numerom wy-
losowanych urn. Liczby @y, ..., ¢y sa aktualngymi cenami jednostkowymi dobr
nalezacych do sektora rynku, odniesionymi do ich poczatkowych wartosci pie-
nieznych. Tak wigc aktualna cena dobra A jest cy =7¢\c}, a ¢} jest jego cena
wystepujaca w stanie rynku, jaki istnial bezpos$rednio po losowaniu (gdy zaku-
piono skladniki portfela). Wagi p, i ceny wzgledne ¢, sa wielkoéciami dualnymi,
analogicznymi do parametréw p, i c,. Réwnanie bilansu (5.1) mozemy potrak-
towac jako definicje wartoéci portfela urnowego —cqor.

Przyjmujemy, ze jedna z urn (np. zerowa) odpowiada skladnikowi pieniez-
nemu portfela gracza, wigc w calym procesie zmieniajacych si¢ cen mamy
¢o = 1. Wartoé¢ oczekiwana wielkoéci p, [[ = 0] pienieznego skladnika port-
fela jest transformata Legendre’a $redniej warto$ci portfela (patrz rozdzial 4).
Spostrzezenie to pozwala rozwina¢ formalizm dualnego (do przedstawionego w
tym rozdziale) opisu portfela urnowego. Jest on przydatny w sytuacjach, gdy dla
ustalonych przyrostow cenowych ¢y, ..., ¢y zamierzamy zmodyfikowa¢ wielko-
Sci poszczegdlnych wag portfela p, ..., py. W rozdziale 1 zostalo wykazane, ze
ceny u, (oznaczane, po nadaniu im w rozdziale 4 ogélnego charakteru wspol-
czynnikéw intensywnosci, symbolami cyg, lub krécej: ¢,), a wiec takze wzgledne
ceny ¢,, sa wspolrzednymi niejednorodnymi kurséw stanowiacych punkty N-
wymiarowej rzeczywistej przestrzeni rzutowej. Dualne do nich hiperplaszczyzny
portfeli sa wtedy parametryzowane jednorodnymi wspoéirzednymi rzutowymi —
wagami Dy, ..., Dy-

Momentowi bezposrednio po losowaniu odpowiada nast¢pujaca posta¢ rowna-
nia bilansu (5.1)

Latwo zauwazy¢, ze portfel urnowy o wagach p,...,py i o rozkladzie jedno-
stajnym wo=...=wy = N+r1 ma, po dowolnej zmianie cen, warto$¢ oczekiwa-
na F/(coo;) rowna wartodci portfela cichego okre$lonego wagami Nﬁil ,...,15—_1&
(dla rachunkowej wygody zakladamy doskonala podzielno$¢ débr). Warto by-
loby eksperymentalnie zbada¢ jak wielu inwestoréw posiadajacych portfele o
takiej strukturze jest de facto zdeterminowanymi cichymi uczestnikami rynku.
Moze niemala ich cze$¢ to gracze, ktorych dzialalnos¢ inwestycja przypomina
raczej wielokrotnie powtarzany doboér aktywoéw o wartosciach pg, ..., Py po-
chodzacych z sektora rynkowego, gdy prawdopodobienstwa wyboru kazdego
z aktywow sa jednakowe. Dla pelnego opisu procesu zmian warto$ci portfela
urnowego okreslimy teraz entropie portfela, a nastepnie odniesiemy si¢ do jej

zmian spowodowanych ruchem cen rynkowych.
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§4. Miara informacji o graczu

W Kksiazce tej zajmiemy si¢ jedynie iloécia informacji, rezygnujac z pelne-
go niejasnosci wglebiania si¢ w jej aspekty jakosciowe. Warto to podkreslic,
gdyz w minionych latach odnosily prestizowe sukcesy w ekonomii badania nad
mechanizmami sklaniajacymi do ujawniania informacji [Wel97|, [Pio99a], za$
mierzenie ilosci danych pozostawiono informatykom. Zacznijmy od rozwazenia
informacji o zachowaniach gracza (czyli o dzialaniu loterii), ktéra dotyczy cze-
Sci sposrod N +1 urn. Wystarczy nam analiza sytuacji dotyczacej dowolnych
dwoch urn, gdyz ponizsze rozumowanie mozna rozszerzy¢ metoda indukcyjna
na wigksza ich iloé¢. Okre$lmy, jak miara takiej ograniczonej informacji powinna
by¢ uwzgledniona w mierze dotyczacej caloéci informacji o graczu. Naturalne
jest przyjecie zasady, ze miara informacji o dwéch urnach powinna addytywnie
uzupelnia¢ miare¢ informacji dotyczacej pozostalych urn, z waga réwna suma-
rycznemu prawdopodobienstwu wylosowania tych urn przez gracza.

@ 1

p1
po+p1
bo

(o) (1) 5 Y. (N) poti:

o G
m\@/@ A@/

Taka wlasciwos¢ miary S, zilustrowana na powyzszym rysunku, mozemy za-
pisa¢ w postaci rownania funkcyjnego

S(wo,wl,wg, ce ,wN) :S(wo + wy,wa, . .. ,wN)+
Wo wy
Y Y
Wy + Wy wo + wyq

(5.2)

+(w0 + wl) S(

gdzie liczby wy, = E([[ = )\]) sa prawdopodobiefistwami wylosowania urny o
numerze \. Ze wzgledu na zamieszczone nizej uogolnienie formuly (5.2) zaloz-
my, ze wy € Ry, czyli ze dziedzing funkcji S jest suma zbioréw (R, )™ bedacych
iloczynami kartezjanskimi

N+1

S: ®o)m— R,

n=1

Miare informacji o graczu spelniajaca wyzej zobrazowana wlasnos¢ (5.2) na-
zywamy entropia. W ten sam sposob definiowal entropi¢ Claude Shannon -
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twoérca teorii informacji. W jego pracy [Sha48| odnajdziemy liczne pozaformal-
ne, acz fundamentalne, uwagi dotyczace tej funkcji.

W przypadku miary regula jest poszukiwanie rozwiazania réownania (5.2),
ktore spelnialoby nastepujaca wlasnosc:

(5.3) S(wg, wy, ..., wy) = S(wy) + S(wy, ..., wy),

gdzie funkcje wystepujace po prawej stronie rownania (5.3) nie sa miara pelnej
informacji o zachowaniu gracza, lecz jedynie miara informacji o skladnikach je-
go urnowego portfela (argumenty tych funkcji nie sa unormowane do jednoéci).
Dzieki zalozeniu (5.3) zmienne ws, . . ., wy, po odseparowaniu, zostaja wyelimi-
nowane z réwnania (5.2), co prowadzi do nastepujacej wlasnoéci funkeji S(w):

S(wo + wl) = S(wo) + S(w1)+

— (wo + wy) (S(ﬁ) + S(ﬁ)).

(5.4)

Mozemy poda¢ szczegdlna posta¢ rownania (5.4) dla wg = w; = w
(5.5) 28(w) — S(2w) = 4wS(3).

Podstawiajac do formuly (5.5) wartosci w =3 oraz w =0 otrzymamy warto$¢

funkcji informacji dla zdarzen zdeterminowanych S(1) = S(0) = 0. Nie trzeba
nic wiedzie¢, by przewidzie¢ rezultat ,przemyslen” cichego. Razda informacja
przed jej zdobyciem musi by¢ dla nas tajemnica, a gdy ja uzyskamy to de facto
przestaje by¢ interesujaca nas informacja. Z tego powodu, odchodzac nieco od
tradycji, entropi¢ powinni$my nazywac raczej miara tajemnicy, a nie informacji.

§ 5. Rozwiqzanie rownania kumulowania informacji

W szczegblnosci zaleznoéé (5.5) prowadzi do niejednorodnego réwnania réz-
nicowego, gdyz przyjmujac w = # i oznaczajac Sy := 5(2_’“) otrzymamy

(5.6) 2Ski1 — Sp = 21778,

Przeksztalcenie

(5.7) Sy, = 2kS,

trywializuje réwnanie (5.6), sprowadzajac go do nastepujacej formy
Sps1 — Sk = 51,

ktora jest popularna rekurencja okreslajaca szereg arytmetyczny o postaci Sy, =
kS, . Stosujac transformacje odwrotna do (5.7) otrzymujemy rozwiazanie reku-
rencji (5.6). Tym sposobem mamy nastepujaca jawna postaé miary S(w) w
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punktach 2%, dla k=2,3,...
(5.8) S(27F) = S, = k27728, = —25,27 % log, 27"

Po przedtuzeniu funkcji (5.8) z dziedziny ztozonej z punktéw 5 na caly odcinek
0, 1] dostajemy:

(5.9) S(w) = —25(3) wlog, w

Mozemy tatwo sprawdzi¢, ze ma ona wlasnos¢ (5.5). Ogoélnymi, a zarazem natu-

ralnymi warunkami wystarczajacymi na to, by powyzsze rozwiazanie réwnania

(5.6) bylo jednoznaczne sa: ciaglo$¢ funkcji S(w) oraz monotoniczny wzrost

wartoéci S(wy, ..., wy) . na skutek zwickszajacej si¢ liczby N +1
U]()::U)]\I:]V—+1

argumentéow [Khi53]. Wstawiajac do rekurencji (5.3) posta¢ (5.9) funkcji S(w)

otrzymujemy jawne wyrazenie entropii

N
(5.10) S(wg, ..., wy) :Zw)\lnw,\
A=0

okreslonej wczesniej wlasnoécia (5.2).

Rozwazmy zbiér zdarzen elementarnych bedacy iloczynem Kkartezjanskim
dwoéch zbioréw ztozonych z M +1 i N+1 zdarzen elementarnych, wzajemnie
niezaleznych statystycznie. Wtedy ze wzoru (5.10) bezposrednio wynika, ze en-
tropia rozkladu statystycznego okres$lonego na takim zbiorze jest suma entropii
rozkladéw wyznaczonych z osobna dla kazdego skladnika iloczynu

M N
/ " / "
SM+1)x(N+1) = — E E wyw, ln(w)\wu) =
A=0 p=0
M N M N
_ ", 1 I r,n "n_
= E g wy,wy Inw)y E E wyw, Inw, =
A=0 p=0 A=0 p=0
M N
=— wh In w) — w'Inw” = 8 + S
A=0 n=0

W powyzszym sensie entropia posiada wlasnos¢ addytywnosci.

Roéwnanie (5.2), jak kazda inna definicja miary, wyznacza funkcje S z do-
kladnoscia do dowolnej statej multiplikatywnej. Tematy wiazace si¢ z entropia
dotycza zwykle probleméw optymalizacyjnych badanych z pomoca rachunku
rozniczkowego, dlatego we wzorze (5.10) przyjeliémy, ze warto$¢ stalej 25(3) =
S(3,3) jest rowna granicy szeregu anharmonicznego 1 — 4 +3 —1+... =In2.
Nie wplywajac na charakterystyke opisywanych entropia modeli podstawa na-
turalna logarytmu pozwala otrzymywac najprostsza posta¢ pochodnej tej funk-
cji. Wzoru (5.10) nie nalezy myli¢ z logarytmem funkcji wiarygodnoésci, ktora
jest centralnym obiektem metody najwiekszej wiarygodnosci [Cho95].
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§ 6. Entropia koniunkcji niezaleznych cech gracza

Nawiazujac do addytywnosci entropii warto zwroéci¢é uwage, ze definiujace
entropie réwnanie (5.4) mozna traktowac jako jej wlasnosé¢, okreélona za po-
moca warunku Leibniza [Enc97|, znanego z wyznaczania pochodnej iloczynu
funkciji:

(5.11) S(vw) = vS(w) + wS(v).
Rorzystajac z tego warunku uzyskamy nastepujace réwnanie funkcyjne:

S(wo,wl) = S(wo) + S(wl) = S(% w) + S(% w) =
) = mt5(w) +u(S(2) + S(2),

ktore, przy dowolnym parametrze w € R, stanowi uogoélnienie rownania (5.4),
gdyz tamto otrzymamy z (5.12) po narzuceniu wiezu wy + w; = w. W przy-
padku warunku Leibniza problem unikalno$ci rozwiazania (5.10) jest prostszy.
Oznaczajac

(5.13) f(x) ==

sprowadzamy (5.11) do funkcyjnego réwnania liniowego
f(.fll'o + Qfl) = f(l’o) + f(l'l),

ktorego wszystkie rozwiazania, w klasie funkcji ciaglych, maja posta¢ liniowa
f(z) = c x, gdzie ¢ jest pewna stala’. Funkcja S(w) wyraza sie przy pomocy
funkcji f(x), zdefiniowanej réwnaniem (5.13), nastepujaco:

S(w) =w f(lnw) = c winw,

co prowadzi do formuly (5.10) stanowiacej jawny wzér na entropie. Ciagloéc¢
funkcji S(w) jest teraz wystarczajacym warunkiem istnienia jednoznacznego (z
dokladnoscia do stalej multiplikatywnej) rozwiazania réwnania (5.11) w postaci
wzoru (5.10). Warunek Leibniza (5.11) mozemy zinterpretowac jako wlasnoé¢
miary tajemniczoéci portfela gracza, okreslajacy sposob jej wyznaczenia w sytu-
acjach, gdy jego skladnik jest wskazywany przez koniunkcj¢ dwéch losowo nie-
zaleznych czynnikow, wystepujacych z prawdopodobienstwami odpowiednio v
i w. Interesujaca interpretacje wynikajacego stad uogolnienia przedstawionego
graficznie warunku (5.4) w postaci wzoru (5.12) autor pozostawia wyobrazni
czytelnika.

2z0b. [Fic72]
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§ 7. Ranoniczny portfel urnowy

Chcac mierzy¢ poziom niewiedzy (czy dezorientacji) inwestora musimy od-
nie$¢ jego wynik inwestycyjny do rezultatéw uzyskanych przez innych uczest-
nikow gry rynkowej. Dlatego pogrupujemy inwestoréw w klasy cechujace sie
jednakowa wartoécia ich portfeli. Pozwoli to przeprowadzi¢ w nastepnym para-
grafie dekompozycje zmian warto$ci szczegdlnego portfela-reprezentanta klasy
na cze$¢ bedaca efektem zmiany wiedzy inwestycyjnej oraz reszte powstala je-
dynie na skutek zmiany koniunktury rynkowej manifestujacej si¢ ruchem cen.
Dla reprezentowania klasy inwestora wybierzmy, sposréd portfeli urnowych
osiagajacych na zmianach kurséw rynkowych jednakowe zyski, portfel o takich
prawdopodobienstwach wylosowania poszczegélnych urn, aby ich taczna en-
tropia byla maksymalna, czyli by tajemnica dotyczaca potencjalnego wyniku
losowania byla mozliwie najwi¢ksza. Obserwator takiej loterii niczego nie do-
cieknie procz informacji o oczekiwanej wartosci osiagnietego na jej podstawie
wyniku finansowego. Zakladamy brak korelacji pomiedzy wynikami losowan
oraz efektywnos¢ samego rynku. WartoSci zmiennej losowej [ raczej nie sym-
bolizuja pojedynczych débr (ktére moga by¢ skorelowane np. ze wzgledu na
wspolna branze, czy zalezno$ci kapitalowe), lecz odpowiadaja zortogonalizowa-
nym, rzeczywistym kombinacjom liniowym jednostek tych doébr, tj. ortogonal-
nym koszykom. Owa ortogonalizacja opiera si¢ na iloczynie skalarnym zada-
nym macierza korelacji notowan cenowych dla débr rynkowych. Reasumujac,
poszukujemy ekstremum funkcji S(wy, ..., wx) o unormowanych do jedynki
prawdopodobienstwach

(5.14) > wy=1

i przy ustalonej wartoéci portfela’:
—COQ(E(), e ,EN) = E(Z [[: /\] E)\ﬁ)\).
A

Jest to oslabiony warunek bilansu (5.1). Zamiast $cislego spelnienia réwnania
(5.1) wymagamy, aby bylo ono spelnione dopiero na poziomie wartoéci oczeki-
wanych. Glebsza analize poprawnosci takiego postepowania mozna znalez¢ w

3por. (5.1)
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pracy [Pio99b] w zwiazku z analiza ekonomicznego odpowiednika trzeciej zasa-
dy dynamiki w postaci popularnego stwierdzenia o rynkach finansowych, glo-
szacego nieistnienie zjawiska darmowego obiadu (no free lunch theorem). Sto-
sujac metode Lagrange’a wyznaczania ekstremum warunkowego [Sto85| znaj-
dujemy warunki zerowania si¢ nastepujacej formy rozniczkowej

dS(w,, ..., wy) + BAE(Y _[(=ATP)) +(d Y _wy =
A A

= Z(— lnwA -1 +BE)\]_9)\—|—C)GZIU)\ = O,
A

gdzie 3 i ( sa mnoznikami Lagrange’a. 7. powyzszej rownoéci wynika, ze przy
dowolnych niezaleznych przyrostach dw, sumy — Inwy — 1+ 3¢,p, + ( powinny
znika¢ dla A=0, ..., N. Przeksztalcajac rownanie

—Inwy — 1+ B86p,+¢=0

otrzymujemy jawna zaleznoé¢ prawdopodobienstw w), (cechujacych portfel urno-
wy o maksymalnej entropii) od wzglednych cen ¢,

wy = 855)\@\‘"(—1’
ktora mozemy zapisaé w ponizszy sposob, eliminujac mnoznik ( przez wpro-
wadzenie warunku unormowania
eB X AEA 2Dy
w E .. E - Y.
[( 07 bl N) Z)\ eﬁc)\p)\

Powyzszy rozklad prawdopodobienstwa w literaturze fizycznej nosi nazwe roz-
kladu Gibbsa [Isi71]. W tym miejscu warto zrobi¢ dygresje. Ot6z nieco bardziej
skomplikowana posta¢ rozkladu prawdopodobienstwa pojawia si¢ w przypad-
ku uwzglednienia w bilansie portfela kosztéow zwiazanych z operacja zmiany je-
go struktury (ktéora wymaga kupna, badz sprzedazy dobr). Otrzymujemy wtedy
model statystyczny izomorficzny z jednowymiarowym tancuchem Isinga czastek
o spinie s=2 w zmiennym polu magnetycznym [Pio95]. Model Isinga [Fey80]
odegral wazka role w rozwoju fizyki statystycznej ze wzgledu na jego zwiazki
ze zjawiskami zmian nieciaglych (tzw. przejscia fazowe).

Zysk inwestora okresla jedynie sumaryczna warto$¢ oczekiwana skladnikow
jego portfela. Inwestorzy o ktérych niczego nie wiemy procz tego, ze osiagneli
jednakowy wynik tworza tzw. kanoniczny zespot statystyczny [Isi71, Zal78,
Hua78|, stanowiacy analogon podstawowego narzedzia uzywanego do opisu
zjawisk fizycznych. W tym zespole miesci si¢ takze inwestor cichy, jesli osiagnal
zysk charakteryzujacy zespol. Zespoél kanoniczny opisywany urnowym portfe-
lem o maksymalnej entropii (dlatego nazywany jest portfelem kanonicznym)
charakteryzuje si¢ rozkladem prawdopodobienstw wy, . .., wx reprezentujacym
wszystkie algorytmy inwestycyjne — tak cichych (deterministyczne), jak i graczy
(stochastyczne) — prowadzace do tego samego sukcesu rynkowego (w postaci
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osiagnietego zysku). Wskazanie innego reprezentanta tej klasy faworyzowaloby
ktoras z urn (czyli odpowiadajace jej dobro inwestycyjne), za$ nasza informacja
o takim zespole statystycznym bylaby wieksza (zmniejszylaby sie wartos¢ entro-
pii reprezentanta). Odwrotno$¢ mnoznika § nazywamy temperaturq zespolu
kanonicznego T:% [Isi71, Zal78]. Portfel kanoniczny ma przy dowolnych ce-
nach rynkowych taka warto$¢ oczekiwana E(Cyy), jak wartos¢ portfela cichego
o skladnikach p,, ..., py., gdzie

. _ e;ﬁékﬁ)\
Pxc -= P Z)\ eBTABy

Odpowiednio$¢ ta stanowi uogoélnienie rozwazan konczacych paragraf 3 bie-
zacego rozdzialu. Latwo mozemy si¢ przekona¢, ze omawiany w tamtym miej-
scu portfel urnowy, o jednakowo prawdopodobnych komponentach, odpowiada
portfelowi kanonicznemu z zerowa warto$cia mnoznika Legendre’a [ (nizej zo-
stanie wykazane, ze T jest cena, wiec punkty dla ktérych 7' = 400 sa punktami
niewlaSciwymi przestrzeni rzutowej).

Mozna zauwazyé, ze warto$¢ oczekiwana E(coo) otrzymamy rézniczkujac
wzgledem mnoznika 3 funkcje tworzaca dla momentéw rozkladu Gibbsa In 7,
gdzie Z (¢, ...,en, T) =, e’>P» nazywamy sumaq statystycznq [Isi71], czyli

C e;ﬂ )\p)\
—coo := — E(conr) = 75 1112 oy = —ZA Aigcm B
(5.15)
=E(cp,) = E(Z [(=\zp) =) P,
A A

gdzie symbol py oznacza przecietng iloé¢ dobra o numerze )\ w portfelu kano-
nicznym.

Nawiazujac do wywiedzionej przez Claudea Shannona® z idei kryptograficz-
nych teorii informacji mozna wykaza¢, ze entropia (5.10) jest proporcjonalna do
minimalnej dtugoéci (czyli ztozono$ci) zapisu komputerowego zawierajacego in-
formacje o portfelu urnowym, zapisu ktoéry zostal skompresowany przy pomocy
algorytmu zachlannego zwanego kodowaniem Huffmana [CLR97|. Maksymalna
ztozono$¢ potencjalnie mozliwych wynikéw loterii, ktoére prowadza do jedna-
kowej wartoéci oczekiwanej portfela okresla entropia rozkladu Gibbsa. Dlatego
rozsadnym bedzie zalozenie, ze jest ona stochastyczna miara osiagalnoéci (do-
stepnosci, powszechnoéci, ilosci réznych algorytméw konstruowania portfela)
takiej a nie innej wartoSci portfela, a co za tym idzie — miara zdezorientowania
posiadaczy portfeli o tej wartosci. Inwestorzy kieruja si¢ w swoich decyzjach
tajemniczymi przeslankami, ktére przypominaja nam wyniki pewnej loterii, a
o iloéci takich roznorodnych, cho¢ przecigtnie jednakowo korzystnych wyni-
kow dowiadujemy si¢ z pomiaru entropii loterii. Maksymalna entropia portfela

*krewnego Thomasa Edisona, zob. [Biu01]
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oznacza takze maksymalna dywersyfikacje ryzyka kapitalowego. W tym kon-
tekscie problem rozproszenia ryzyka okazuje si¢ zagadnieniem minimaksowym.
Jest tak, gdyz inwestor unikajacy niebezpieczenstw powinien wybiera¢ portfel,
ktory z punktu widzenia ewolucji czasowej jest najmniej ,rozchwiany” (najtrud-
niej osiagalny w sensie opisanym w rozdziale 3) jednoczesnie bedac wyjatkowo
latwo osiagalnym ze wzgledu na maksymalizacje jego entropii (okreslonej dla
ustalonych wartosci poczatkowych p, . . ., py kolejnych débr zawartych w port-
felu).

§8. Zmiany zysku zespotéw kanonicznych

Wartoé¢ portfela pozostaje stala przy zmianie cen jedynie w klasie portfeli
urnowych o stalej entropii, ktére posiadaja szczegélne znaczenie dla przed-
stawionego w rozdziale 1 geometrycznego opisu rynku. Portfele te wykazuja
zachowanie wspo6lzmiennicze z kursem cen rynkowych, bowiem wielkoéci P,
pozostaja odwrotnie proporcjonalne do wzglednych cen ¢,. Nie zmieniajaca si¢
warto$¢ takiego portfela nie oznacza, ze osiagany z niego zysk jest zerowy. For-
mule pozwalajaca wyliczyc¢ zysk z portfela wspodlzmienniczego odnajdziemy w
rozdziale 1. Gdy wagi p, nie podlegaja modyfikacjom, to ruch cen impliku-
je zmiane wartoéci oczekiwanej portfela urnowego o rozkladzie Gibbsa. Ten
infinitezymalny przyrost okreslimy wyznaczajac odpowiednia rézniczke

—dcoo(Co, - - -, Cn) = dE(T ).

Poniewaz
(5.16) S:—Zw,\lnw)\zan—ﬁE(E[]_)[),
A
wiec rozniczka entropii rozkladu Gibbsa ma postaé
Ié; 7. ePPrCx ¢ L
a5 =P 2ADEEO g e )

=B(D_ E([1=X] p\)dex — dE(@ ).
A

Stad otrzymujemy nastepujaca zaleznosé

(517) dCOQ(Eo,...,EN,S)‘l—ZE)\dE)\ :TdS,
A

gdzie entropi¢ S, charakteryzujaca zespd! kanoniczny, potraktowaliSmy jako
zmienna niezalezna. Dlatego formula (5.17) ma ogdlniejszy charakter niz wyni-
kaloby to z zalozen, jakie przyjeliSmy w celu jej wyprowadzenia. Na postawie
réownania (5.17) mozemy zdefiniowac temperature 7" w ramach przedstawionej
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w rozdziale 4 statyki rownowagowej (czynnik 3 = 1 okresla temperature do-

piero na poziomie stochastycznym). Wyrazajac rézniczke wartosci portfela dcqg
przez rozniczki argumentéw funkcji coo (o, . . ., ¢y, S) zauwazamy, ze

(5.18) g

85 cy=constans .

Temperatura 7' wyznacza intensywno$¢ zmiany wartoSci portfela kanoniczne-
go spowodowana zmiana jego entropii. Rownanie (5.17) jest odpowiednikiem
pierwszej i drugiej zasady termodynamiki. W kontekscie opisu zachowania si¢
zespolu kanonicznego inwestoréow tre$¢ owych zasad przybiera nastepujaca po-
stac:

I zasada zespolu kanonicznego. Wzrost wartosci portfela kanonicznego
—dcyy jest sumaq dwéch sktadnikow. Pierwszym jest przyrost wartosci wie-
dzy inwestora 6(Q), a drugim — wzrost wartosci przecietnych poziomoéw dobr
w portfelu spowodowany ruchem cen w sektorze rynkowym.

(5.19) dego +0Q + > Pa dex = 0.
A

Il zasada zespolu kanonicznego. Wartosé¢ —d(Q) utraconej wiedzy inwesto-
ra o sektorze rynku jest proporcjonalna do wzrostu entropii (dezorientacji)
zespolu kanonicznego, do ktérego on nalezy

§Q +T dS = 0.

Uzycie oznaczenia §() (zamiast narzucajacego sie dQ) jest konieczne, gdyz for-
ma rozniczkowa (@) nie jest rozniczka zadnej funkcji. W fizyce wielkosci —dcqo,
dQ) oraz ), Py de, odnosza sie odpowiednio do: zmiany energii wewnetrznej
ukladu, wchlonigtego przez niego ciepla i wykonanej nad nim pracy. W po-
wyzszym sensie w standardowej ekonomicznej statyce rownowagi rozwazano
dotychczas jedynie procesy adiabatyczne [Zal78|, czyli takie, dla ktorych model
ekonomiczny nie zmienial swojej zawartoéci informacyjnej 0Q) = dS = 0.
Ujednolicajac interpretacje wyrazen wystepujacych w laczacym powyzsze
dwie zasady réwnaniu (5.17) dochodzimy do wniosku, ze wielko§¢ —T nalezy
odczytywac jako cene (koszt) jednostki entropii (dezorientacji). W portfelu kano-
nicznym jednostkowy wzrost dezinformacji S kosztuje 7' jednostek pienieznych.
Entropia portfela kanonicznego monotonicznie ro$nie wraz ze wzrostem warto-
Sci bezwzglednej parametru 7. Oznacza to, ze zdezorientowanym inwestorom
za bledy tej samej miary przychodzi placi¢ wyzsza cene anizeli specjalistom.
Jednak w przypadku temperatur ujemnych najwigksze zyski z blednych decyzji
odnosza nowicjusze. Portfel kanoniczny specjalisty (mala warto$¢ S) o ujemnej
temperaturze przynosi ponadprzeci¢tne straty. Jednak moze go skonstruowac
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jedynie specjalista wykorzystujacy swe umiejetnosci a rebours. Po zmianie zna-
kow wag p, (ktéra oznacza zajecie pozycji krotkiej w aktywach portfela) portfel
ow staje si¢ zrodlem nieprzecietnych zyskow. Czym wyzsza jest klasa umiejet-
nosci specjalisty, tym mniejsza entropi¢ i mniejsza warto$¢ bezwzgledna tempe-
ratury (ceny dezinformacji) ma jego zesp6} kanoniczny. Dzieki wlasnoéci addy-
tywnodci entropia rosnie liniowo wraz ze wzrostem wielko$ci sektora rynkowe-
go (tak zachowujace sie parametry termodynamiczne nazywamy ekstensywny-
mi [Zal78)). Temperatura portfela zlozonego, zbudowanego z dwdéch portfeli o
jednakowej temperaturze, lecz operujacych na réznych sektorach rynkowych,
réwna jest temperaturze jego skladnikow”’, wiec lepiej od entropii nadaje sie do
liczbowej charakterystyki umiejetnosci specjalisty od inwestowania.

§9. Zrownowazone zespoty kanoniczne

Okreslajac portfel kanoniczny w oparciu o
jego warto$¢ posiadamy swobode w wyborze
wag p,. Zgodnie z idea prawdopodobienstw
apriorycznych Bayesa [Ste53] dla reprezento-
wania portfela cichego nalezaloby wybrac roz-
klad kanoniczny z wagami p, odpowiadaja-
cymi wagom jego portfela, gdyz wtedy praw-
dopodobienstwa w) portfela kanonicznego by-
lyby jednakowe (" = +o0). Wydaje sie jed-
nak, ze bardziej ogélne, a zarazem wolne od
subiektywizmu decyzji cichego, jest przyjecie
nie réownych prawdopodobienstw, lecz row-
nych apriorycznych wag portfela kanoniczne-
go Dy =...=py = 1. Mozemy takze, wzorujac
si¢ na konstrukcji wigkszosci indeksow gietdo-
wych, przyja¢ zbiér wag o postaci p, =0, p; = ... = py = 1, eliminujac tym
samym walute z sektora rynkowego. Ten rodzaj urnowych portfeli kanonicz-
nych nazwiemy portfelami zréownowazonymi (z waluta, badz bez). Stosowanie
portfeli zrownowazonych do pomiaru jakosci inwestowania (przez wyznaczenie
temperatury portfela zrownowazonego, ktéora odpowiada osiagnietej wartosci
portfela inwestora) wydaje sie najbardziej obiektywna metoda klasyfikowania
umiejetnosci lokowania kapitatu.

W rozdziale 1 zostala przedstawiona temperaturowa metryka rynku (wzoér
(1.16)), ktéra odnosi si¢ do portfela zrownowazonego.

T ma, jak kazda inna cena, wlasnoéé parametru intensywnego [Zal73]
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W przypadku znajomosci danych o biezacej wielkoSci wymiany handlowe;j
mozna zaproponowac alternatywny wybor portfela kanonicznego. Skala obrotu
towarem okres$la $redni stopien zainteresowania nim, co wyrdznia portfele o
wagach p, réownych odpowiednim wartosciom obrotu rynkowego dobrem o
numerze A w chwili poczatkowej (ktérej dotycza ceny c3).

§ 10. Nieznane rynkowe potencjaty termodynamiczne

Rorzystajac z odpowiedniej inwolucji Legendre’a (rozdz. 4) sytuacje inwe-
stora rynkowego, zamiast wartoscia portfela, mozemy opisywac potencjalem
zaleznym jedynie od cen (lacznie z temperatura). Przez analogie do uzywanego
w zastosowanym tu formalizmie nazewnictwa okre$lmy ten potencjal mianem
wartosci swobodnej —F' portfela kanonicznego. Ma on posta¢

(520) F(Eo,...,EN,T) :CQ()(EQ,...,EN,S) -TS.

Z powodu wlasnoéci (5.18) prawa strona powyzszej definicji nie zalezy od entro-
pii S. Po wyznaczeniu roézniczki wartosci swobodnej —F dochodzimy do wnio-
sku, ze wyrazone przy pomocy tego potencjalu zasady zespolu kanonicznego
(rbwnowazne zasadom podanym w paragrafie 8 biezacego rozdzialu) przybie-
raja posta¢ nastepujacego réownania bilansu

(5.21) dF(Zo,....en. T) + SdT + ) prder =0.
A

Mnozac strony formuly (5.16) przez T i poréwnujac wynik z definicja (5.20)
zauwazymy, ze warto$¢ swobodna portfela wyraza si¢ w prosty sposob przez
zdefiniowana w paragrafie 7 sume statystyczna Z

(5.22) F+TlnZ=0.

Dzieki powyzszej tozsamosSci suma statystyczna uzyskuje naturalna interpretacje
rynkowa: jej logarytm jest wartosécia swobodna —F' portfela kanonicznego, wy-
razona w aktualnych jednostkach kosztu 7" dezorientacji kanonicznego zespolu
inwestorow. Wyrazajac to samo za pomoca mnoznika # mozemy stwierdzi¢, ze
warto$¢ swobodna — F jest warto$cia funkcji In Z(3) przypadajaca na jednostke
jej argumentu:
InZ
B

W zwiazku z powyzszym warto zauwazyé ciekawa symetri¢ wlasnosci sumy
statystycznej zwiazana z inwolucja cyy < F. Ot6z na podstawie tozsamosci

—F
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(5.15) transformata Legendre’a wartosci swobodnej, tj. warto$¢ portfela —c,
jest wielko$cia krancowa dla Z(f3):

olnZz
—Cop = .
Trafnos¢ uzycia nazwy ,warto$¢ swobodna” dla potencjalu F(c,...,¢en,T),

przyjetej ze wzgledu na zaproponowana przez Helmholtza podobnie brzmia-
ca nazwe fizycznego odpowiednika tej funkcji [Hua78], uzasadnimy w oparciu
o wariant zasad zachowania portfeli kanonicznych, sformulowany w postaci
réwnania (5.21). Zalézmy, ze w trakcie procesu, ktéorym steruje rynek poprzez
reorientacje warto$ci parametréw cenowych ¢, zgodna z bilansem (5.21), klasa
specjalisty-reprezentanta zespolu kanonicznego pozostaje stala (7' = constans).
Wtedy swobodna (od skutkéw wyjscia z klasy inwestycyjnej) zmiane wartoSci
przecietnych stanéw dobr w portfelu Y, p, dé, mierzy zmiana potencjatu F (a
nie zmiana warto$ci portfela cy). Obrazujace przebieg takiego procesu izokwan-
ty powinnidSmy nazywac izotermami, gdyz odnosza si¢ do sytuacji spelniajacych
warunek 7'=constans. Stosujac regute de 'Hospitala w celu wyliczenia granicy
wyrazenia (5.22) dla portfela zréwnowazonego z waluta mozna si¢ przekonac,
ze warto$¢ swobodna —F' zmierza dla 7" — 0 do wartoéci portfela cyy. Gdy
T — 0 warto$¢ cyy osiaga wzgledna cene ¢, = E_i dobra o najwigkszym wzro-
Scie wartosci rynkowej (jeéli ceny wszystkich dobr sektora spadly wzgledem
waluty, to jest to cena ¢y =1):

— lim F' = — lim cq,
T—0 T—0
— lim ¢pp = max(co,...,Cn).
T—10

Ostatnia wlasnos¢ jest dobitnym argumentem za wyro6znieniem znaczenia port-
feli zrownowazonych w klasie portfeli kanonicznych. W pelni zorientowany w
trendach rynkowych inwestor, zdeterminowany jak nikt inny, bo nic nie stano-
wi dla niego tajemnicy (S = 0), powinien osiaga¢ w interesujacym go sektorze
rynku najwyzsze z mozliwych zyski. Funkcja ¢oo(7T") posiada nieciaglos¢ w tem-
peraturze T'=0. Lewostronna granica tej funkcji w zerze wynosi

— lim Coo = ITliIlEQ, e ,EN.
T—0

Nieprzypadkowo w topologii parametru 7' najgorszy portfel sasiaduje z port-
felem najdrozszym — wiedza ich posiadaczy jest pelna (S =0), jednak jeden z
nich robi wszystko, by najwigcej straci¢. Jest wigc idealnym filantropem lub po

prostu zajal wzgledem tego portfela pozycje krotka.
Zasady zespolow kanonicznych mozna w sposéb réwnowazny opisywac
za pomoca okreslen bazujacych na potencjalach innych niz warto$¢ portfela
coo(Co, - - -, Cn,S) 1 wartoé¢ swobodna portfela F'(¢y, ..., ¢y, T). Brakujace dwa
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potencjaly otrzymamy z dowolnego, juz znanego potencjalu, przy pomocy trans-
formacji Legendre’a’. Jedna z tych transformat jest szczegdétowo juz opisana w
przypadku S =0, a teraz uogdélniona na portfele kanoniczne warto$¢ zasobéw
pienieznych portfela py(p1,...,pn,S). Druga to jeszcze nigdzie nie omawiana
funkcja G(pi1,...,pn,T), ktorej odpowiednik w termodynamice proceséw fi-
zycznych nazywamy entalpia swobodnq [Hua78]. Stad mozna sie domyslec,
ze w fizyce odpowiednikiem funkcji wartosci zasobow py jest entalpia. Gdy w
procesach rynkowych parametrami sterowania sa parametry dualne do cen’,
czyli przecietne warto$ci poczatkowe p;, débr w portfelu, to dotyczace nie zmie-
niajacego klasy specjalisty izotermy przedstawiaja ewolucje¢ wartosci dobr port-
fela, skutkujaca zmiana jego potencjalu G. Juz przed 120 laty odpowiednikami
wszystkich czterech potencjalow cy, F', py i G biegle poslugiwal sie w swych
badaniach Josiah Willard Gibbs [Gib78]. Niezwykle interesujacym byloby zba-
danie konsekwencji, ktére wynikaja z zasad zespoléw kanonicznych, wyrazo-
nych kolejno w jezyku kazdego z czterech potencjaléow. Warianty tych zasad,
cho¢ faktycznie opisuja jeden i ten sam model rynku, oferuja zaskakujaco no-
wy punkt jego widzenia. Wyrazajace je, formalnie odmienne réwnania bilansu,
oznaczaja rozne, lecz rownowazne techniki rachunkowosci i nie chodzi tu o zad-
na, modna w ostatnich latach tzw. kreatywna ksigegowos¢, lecz o prawidtowo
wykonane, acz nietrywialnie’ inaczej postrzegane, sposoby bilansowania prze-
plywow.

Nasladujac losy kilku praw fizyki niektére rzadzace rynkiem prawa eko-
nomiczne moga okazac si¢ prosta konsekwencja omoéwionych w poprzednim
rozdziale termodynamicznych tozsamoéci, zwanych réwnaniami Maxwella.

Zasady zespoloéw kanonicznych obowiazuja dla dowolnego, wzbogaconego
loteria o efekty losowe, modelu statyki proceséw réwnowagi. Dlatego w kon-
tekscie rozkladow kanonicznych nalezaloby rozpozna¢ rozne znane z ekonomii
warianty funkcji-potencjaléow, ktéorych rozniczki charakteryzuja sie tym, ze za-
leznoé¢ wystepujacych w nich parametréw py od zmiennych ¢y, ..., ¢y nie jest
stala (cokolwiek by te parametry i zmienne nie oznaczaly). Przykladami te-
go typu potencjalow sa funkcja Cobba-Douglasa i funkcja CES [Chi94]. Jest to
ciekawy i obszerny temat, ktoéry tu zostal jedynie zasygnalizowany.

Czes¢ trzecia Dwoistosci wartosci kapitatu proponuje kwantowy opis roz-
nego rodzaju strategii sprzedazy i kupna. Taki model rynku nie wymaga uzu-
pelniania metodami statystycznymi, gdyz elementy wysoce nieklasycznej pro-
babilistyki sa w nim juz obecne. Teoria kwantéw jest holistyczna koncepcija

patrz rozdzial 4
patrz rozdz. 4
por. rozdzial 1

6
7
8
réinice nie sprowadzaja sie do zmiany kolejnosci sumowania skladnikéw bilansu
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widzenia Swiata, ktéra pozwala wyprowadzi¢ przedstawione tu zasady zespo-
}éw kanonicznych w formalizmie zredukowanych operatoréw gestosci'’. Dlatego
mozemy stwierdzi¢, ze model IMM obejmuje takze kwantowe gry rynkowe —

obydwa proponowane spojrzenia na rynek sa w pelni konsystentne.

§11. Przyktad liczbowy

Niech sektor rynkowy procz waluty obejmuje dwa dobra. Przyjmijmy, ze
jeden z uczestnikow rynku (Alicja, cicha) nabyla za polowe swoich aktywow
finansowych dobro 1, a druga polowe wydala na dobro 2. Inny inwestor (Bill,
cichy) okreslit swoj portfel zakupem dobra 1 do wysokosci 25% posiadanego
kapitalu, ktorego reszte zachowal w pieniadzu. Przyjmijmy dalej, ze w interesu-
jacym nas okresie czasu dobro 1 stanialo o 20%, a cena dobra 2 wzrosta o 30%.
Wynika stad ze interesujace nas wartoSci parametrow ¢, sa nastepujace

_ 100% — 20% 0.8 oraz 100% + 30% 13
o =———— —0. Z Co=——— =1.3.
' 100% ? 100%
Zalézmy, ze kazdy z inwestoréw dysponowal jedna zlotowka (¢, =1zl). Po
zmianie cen zlotowka zainwestowana przez Alicje przynosi warto$¢
—cih =052 +,0.521 = 1.05zl,
a zlotowkowa inwestycja Billa daje wartos¢ jego portfela réwna

—c = 0.75zt + ¢, 0.25 zt = 0.95 zk.

Chcac wyznaczy¢ temperatury Alicji i Billa mozemy po-
stuzy¢ sie kalkulatorem, dla ktérego stosowny program za-
mieszczony jest w §2 Uzupetnien. Obliczone na podsta-
wie danych cq, ¢; i ¢ wartodci temperatur odpowiednich
zrownowazonych zespoléw kanonicznych z waluta sa na-
stepujace T4 ~2.55 oraz Tp~—0.46 (dla wigkszej czytelno-
Sci podawane rezultaty posiadaja dokladno$c¢ jedynie kilku
cyfr znaczacych). Alicja osiagnela lepszy wynik finansowy
niz Bill, bo cho¢ Ty > T}, to jedynie Alicja odnosi zysk ze
swej wiedzy (tylko cena T4 jednostki wiedzy jego zespolu
kanonicznego jest dodatnia). Jednak autor wolalby Billa w
roli doradcy inwestycyjnego, gdyz wiedza jego jest wigksza
niz wiedza Alicji (bo jesli |T4| > |Ts|, to Sa > Sg). Gdyby
wstuchiwac¢ si¢ w rady Billa, by moéc jednoczesénie postepo-
wac¢ im na przekor (bo Ts < 0) zajmujac pozycje krotka do

1020b. [JO96]1
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wysokosci 25% swego kapitalu w dobrze 1 sektora rynko-
wego, mozna by bylo uzyska¢ wynik finansowy lepszy od
Alicji.

Uwaznie $ledzac podobne do powyzszych rachunki dojdziemy do wniosku,
ze ciekawa, na poziomie zasad zespoléw kanonicznych, symetria pomiedzy port-
felami o temperaturach 7" i —T niezupelnie odpowiada zajeciu w dobrach sek-
tora pozycji dlugiej, badz krotkiej, przez jednakowo dobrze poinformowanych
inwestorow. Aby usuna¢ ten mankament nalezy przej$¢ do termodynamicznego
opisu opartego na wspomnianych w §8 portfelach wspoélzmienniczych z kursem
rynkowym. Pamieta¢ jednak nalezy, ze pozostanie pewna asymetria propono-
wanego podejscia zwiazana z portfelami zrownowazonymi. Ré6wnos$¢ wartosci
Py zachodzi w konkretnej sytuacji cenowo-portfelowej, dlatego odnosénie innych
notowan kursowych portfel, ktéry byt zrownowazony, zwykle zréownowazonym
juz nie jest.

§ 12. Portfele wspolzmiennicze z kursem

Powyzej opisana charakterystyka jako$ci inwestowania, ktéra opiera si¢ na
temperaturze portfela kanonicznego odnoszacego si¢ do wartosci rynkowej dobr,
ignoruje wymoég wspolzmienniczodci opisu rynku wzgledem grupy odwzoro-
wan rzutowych''. Majac na uwadze problemy wynikajace z paradoksu réwno-
wagi cen [Pio97]"? autor jest przekonany o konieczno$ci dostosowania formali-
zmu opisu portfeli i kurséw rynkowych do postulatu wspoétzmienniczoéci. By to
uczyni¢, wystarczy odpowiednio zmodyfikowac¢ interpretacje formul wystepu-
jacych w poprzednich rozdzialach przez zastapienie wartoéci portfeli ¢y oraz
parametréw cenowych ¢, logarytmami ich wartoéci bezwzglednych'’:

In [cgo| — —coo,
(523) In |E>\| — E)\,

[en] _ _

T Px 77 Px

| ool
Analizujac odwzorowanie (5.23) zauwazymy, ze gdy poprzednie wagi p, (w ce-
nowej interpretacji parametréw ¢,) sa odwrotnie proporcjonalne do ¢,, to nowe
wagi P, (dla logarytmoéw cen) sa niezalezne od cen. Interesuje nas teraz portfel

Upatrz rozdzial 1

1220b. tez rozdzial o dyfuzji cen i zyskéw w czesci trzeciej Dwoistosci, gdzie zamieszczono
uwagi na ten temat

Bezyli calkami oznaczonymi rézniczkowych stép procentowych mierzacych tempa wzgled-
nego wzrostu tych wielko$ci
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kanoniczny o takiej wlasnosci, czyli poznany w rozdziale 1 portfel wspolzmien-
niczy z kursem rynkowym. Parametr —c(, nie opisuje juz wartosci portfela, lecz
osiagniety zysk. Rozklad kanoniczny wyznaczony w oparciu o zysk (a wiec i
wyliczona na jego podstawie entropia) zmienia si¢ wraz ze zmiana logarytmow
cen, ktorym, po transformacji, odpowiadaja symbole ¢,, obecne we wczesniej-
szych réwnaniach. Szczegdlnie prosta jest statystyczna waga waluty e”®Po =1,
gdyz dotyczy czynnika ¢y=In1=0.

Zmodyfikowane w powyzej opisany sposéb dane o zmianach kurséw ceno-
wych, dla przykladu zamieszczonego w §11, sa nastepujace:

¢ =In0.8 ~ —0.223, & =1n1.3 ~ 0.262,
—cih =1n1.05 ~ 0.049, —c& =1n0.95~ —0.051.

Nowe beda wiec wartosci temperatur portfeli Alicji i Billa, teraz okreslone na
podstawie zespoléw kanonicznych o wspolzmienniczych portfelach zrownowa-
zonych w sektorze rynku z waluta. W celu wyznaczenia tych parametréw mo-
zemy skorzpsta¢ z kodu programu zamieszczonego w Uzupetnieniach §2, z
siodma linia zmieniona w na ponizsza

tanh 'A—>Y eY Y (D XY "D+ E XY E)=(1+Y"D+Y E)—C —Y .

Wyliczone temperatury przykladowych inwestoréw, odnoszace si¢ do wspol-
zmienniczych portfeli zréwnowazonych, sa nastepujace: T4 ~ 1.09 oraz TF ~
—0.59. Uwagi poczynione w poprzednim paragrafie, dotyczace przewagi infor-
macji pochodzacej od przewrotnego Billa, pozostaja nadal aktualne.

Takiego typu temperatur mozna uzywac w celach rankingowych w zwiazku
z dowolna grupa inwestorow, z ktérych kazdy moglby dziala¢ w innym sektorze
rynku, w réznym czasie i w dowolnie dlugim przedziale czasowym. Poréwnaj-
my dla przykladu naszych inwestoréw z graczem Celina, ktéra na rynku blizej
nieokreslonej waluty $ i pewnego dobra &, wykazujacego czteroprocentowy
wzrost ceny, osiagneta 3.2% zysku. Modyfikujac odpowiednio siodma lini¢ pro-
gramu do postaci

tanh "A—Y :eY =Y : D xY "D+ (1+Y"D)-C—Y,
na podstawie danych
Ce = In1.04 ~0.039, —c$, =1n1.032 ~ 0.031

znajdujemy temperature Celiny T ~0.26. Opierajac si¢ na wyznaczonych para-
metrach temperaturowych stwierdzamy, ze Celina jest specjalistka posiadajaca
wiedze wieksza niz Alicja, czy Bill (|74 > |T?| > |T°|). Jako technike dualna
do przedstawionego sposobu pomiaru umiejetnosci inwestycyjnych mozna za-
proponowa¢ m.in. ocen¢ wartoéci zadanego scenariusza splaty kredytu, czy

ocene wartoéci cichego portfela obligacji (ewentualnie opcji) przy stochastycz-
nym zachowaniu si¢ stop procentowych. W nastepnym rozdziale zapoznamy sie
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z sytuacja, w ktorej specyfika konstruowanego portfela prowadzi do uogoélnienia
temperaturowego parametru zespotu kanonicznego na dziedzine zespolona.



Rozdzial 6
( Temperatura dzwigni finansowej

Po rozszerzeniu zbioru dopuszczalnych wartosci mnoznika Lagrange’a (3 na licz-
by zespolone staje si¢ mozliwym objecie temperaturowym formalizmem za-
gadnien dotyczacych specyficznej klasy portfeli, jakimi sa dzwignie finansowe.
Pojawiajace si¢ przy okazji ujemne prawdopodobienstwa w rozkladzie Gibbsa
uzyskuja formalnie uzasadniona racj¢ bytu. W czeéci trzeciej tej ksiazki prze-
konamy si¢, ze miary prawdopodobienstwa nie spelniajace warunku dodatniej
okreslonosci moga dotyczy¢ znacznie szerszej klasy zagadnien ekonomicznych.
Teraz ograniczmy si¢ jedynie do przykladu ilustrujacego potrzebe uwzglednie-
nia w temperaturze portfela czedci urojonej. Autorzy pracy [PW00| omawia-
ja nizej przedstawiony algorytm sbO w dwuwalutowym wariancie dla stalych
stop kapitalizacji ciaglej, odnoszac go do konkretnej sytuacji Polski pograzonej
w hiperinflacji 1990 roku. Swym artykulem sugeruja iz 6w mechanizm stano-
wil zZrodlo niebywalej fortuny, do jakiej w tym okresie doszla spoltka polskich
przedsig¢biorcow: Bagsika i Gasiorowskiego, ktorzy stosowali finansowy oscyla-
tor ' sbOg>. W biezacym rozdziale starano sie wykazaé, ze przekonanie takie
nie znajduje uzasadnia, gdyz ewentualne zyski z wykorzystania oscylatora sbO 7
nie moglyby doprowadzi¢ do powaznego zwielokrotnienia kapitalu. Dla wyja-
Snienia bogactwa Bagsika i Gasiorowskiego nalezy rozwazy¢ oparty na innym
zrodle kapitalu oscylator sbO1 g3.

§ 1. Oscylator z powolnaq obligacjq

Zalozmy, ze mamy do czynienia z sytuacja, gdy arbitrazer X ma do dyspo-
zycji dwa banki: A i B, z ktorych pierwszy jest gotdbw pozyczaé w oparciu o
stope przedzialowa’ r.(m, m + k), a drugi — przyjmowac kapital w depozyt na
stope rg(m, m + k) oraz, ze ra(m,m + k) < rg(m,m + k). Celem arbitrazera

lw rozdziale o stopie macierzowej (cze$¢ druga Dwoistosci) pojawia sie tzw. oscylator
harmoniczny, ktéry dotyczy zjawisk finansowych innego rodzaju niz tu opisywane

%indeks 0.7 zostanie wyjasniony w dalszej czesci tekstu

3patrz str. 38
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bedzie terminowe zadluzenie si¢ w A oraz ulokowanie tak uzyskanego kapita-
lu w B w ten sposob, by osiagniety z przeprowadzonego przedsiewzigcia zysk
byl mozliwie najwyzszy. Autorzy pracy [PW00]| skoncentrowali swoja uwage
na nastepujacym algorytmie sbO, ktéry mial ich zdaniem tlumaczyé¢ niebywale
osiagniecia finansowe Bagsika i Gasiorowskiego w Polsce roku 1990.

Chwila 0 - Bankier A uwaza, ze aktywa arbitrazera X (np. jego
dom) w chwili N bedaq warte 1, wiec przekazuje mu w chwili 0, w
formie pozyczki na hipoteke przyktadowego domu, kwote ¢~ "4(ON),
za co X zobowiqzany jest zwréci¢ A w chwili N kwote 1. Bankier
B oferuje za lokate kwoty 1 w chwili 0 kwote ¢'3*N) wyplacang
w chwili N. Oznacza to, ze za ulokowanq w banku przez X sume
e "4(ON) bankier B zobowiqzuje sie, we wreczonej X -owi obligacji
imiennej, wyplaci¢ w chwili N kwote

(61) po = eT'B(O7N)7T'A(OvN).

Chuwila k - Przyjmujac w depozyt nowaq obligacje bankier A stwier-
dza, ze obecnie ujawnione aktywa arbitrazera X (na poprzednie
A posiada juz obligacje) beda warte w chwili N kwote py_,. Dla-
tego A wyptaca X-owi kwote e 4Ny, | Bankier B (zgodnie z
prezentowanymi juz regutami), przyjmujqc kwote e~ "A*N)p, | wy-
stawia zobowiqzanie (nowq obligacje) zwrécenia arbitrazerowi X
w chwili N dodatkowo kwoty:

(6.2) py = B EN AT,

Wielokrotnie wystawiany przez B obligacja jest dokumentem, umozliwiajacym
odzyskanie przez X-a od B w chwili N wymienionej w niej kwoty kapitatu. For-
mula rekurencyjna (6.2) stwierdza banalny fakt, ze aby pozna¢ kwote pg, wy-
pisana na k-tej obligacji, nalezy kwote z poprzedniej obligacji pomnozyc przez
czynnik kapitalizacji ¢"2*¥)=a(&:N) Korzystajac z warunku poczatkowego (6.1)

N-1
otrzymamy kwote py_; = e>m=0 (ri () ratm.) widniejaca na wystawione;j

przed chwila zakonczenia arbitrazu, ostatniej obligacji. Jest to jedyna obligacja,
ktora nie trafia do A. Pozostale wystawione przez B obligacje pokrywaja war-
to$¢ zobowiazan X-a wobec A, uczynionych w chwilach k=1,..., N—1. Jezeli
X w chwili N wykupi od A zastaw hipoteczny, to procz nieruchomosci bedzie
wlascicielem kwoty

(6.3) o (rslm Ny —ra(mN))

Warto zwréci¢ uwage, ze w kolejnych krokach rozwazanego algorytmu banki
A i B moglyby by¢ fizycznie zupelnie ré6znymi podmiotami rynku.
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Wlacznie z nieruchomosécia pelny majatek X-a w chwili N ma warto$¢
Sz (romN)—ra(mN))

wiec przedzialowa stopa zwrotu z jego arbitrazu wynosi

N-1
(6.4) rpa(0,N) =Y (rp(m,N) = ra(m,N))

m=0
i nie posiada wlasnoéci addytywnosci (1.19). Owa interesujaca i wymagajaca
badan cecha charakteryzuje wszelkie agresywne techniki arbitrazu. Addytyw-
no$¢ stop r(k, m) pozwala formule (6.4) zapisa¢ w prostszej postaci

rpa(0,N) = i i (re(k,k+1) —ra(k,k+1)) =

m=0 k=m
(6.5) .

= Zk(TB(k‘—l, k) —ra(k—1, k))
k=1

Jezeli chwile k=1,..., N beda rownomiernie roztozone, tzn. tak, by wszystkie
warto$ci roznic rp(k — 1, k) — ra(k — 1, k) byly jednakowe, to wtedy beda one
wynosi¢ rp(k—1,k) —ra(k—1,k) = & (rp(0, N) —r4(0, N)), a stopa 754(0, N)
rownomiernego sbO bedzie wyrazac si¢ wzorem

= N+l (TB(O,N) — ’I’A(O,N)).

(6.6) ra(0,N) =
W réwnomiernym sbO posiadana przez X-a kwote (6.3) okresla formula

(6.7) o T rBON)=rA(ON)) _ ¢

réwnowazna formule wyznaczonej w artykule [PW00] (wzoér (16)). Jesli r5(0, N)
jest najwyzsza, dostepna na rynku finansowym w danym okresie stopa lokat,
to warunkiem oplacalnoéci arbitrazu przy pomocy réwnomiernego sbO jest, by

stopa r54(0, N) byla wieksza niz r5(0, N), czyli aby N > %. Za-
uwazmy jeszcze, ze warunkiem koniecznym osiagnigcia wyznaczonego formula
(6.4) zysku z przedstawionego arbitrazu jest istnienie gwarancji zamkniecia
(CW) tj. zapewnienia blyskawicznego przeplywu w chwili N kolejno wszystkich

obligacji i okreslonych nimi kapitatéw w kierunku przeciwnym.

§ 2. Oscylator Bagsika-Gasiorowshkiego

Omoéwiona metoda arbitrazu sbO fizykom kojarzy si¢ mniej z oscylatorem, a
bardziej z powielajacym mechanizmem tajemniczego silnika cieplnego, ktéry na
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skutek kontaktu z dwiema kapielami cieplnymi (o temperaturach odpowiednio
rp i7r4) jest zrodlem zysku o wyjatkowych rozmiarach. Przy niezmienionej kon-
strukcji silnika najwyzsza jego wydajnos¢ uzyskamy dla 75 = rpim 1 74 = Tmax,
czyli odpowiednio dla najnizszej i najwyzszej stopy sposrod wszystkich stop
zwrotu istniejacych w danym okresie na rynku. Nazwa ,oscylator”, po uzyciu jej
w enigmatycznym artykule [Gas91], przyjela sie jako okreslenie sposobu funk-
cjonowania dzwigi finansowej, bedacej narzedziem multiplikacji kapitalu przez
spotke Art B'. W podjetej probie wyjasnienia dzialania oscylatora Bagsika-
Gasiorowskiego autorzy artykulu [PW00] zalozyli, ze opieral si¢ on na mecha-
nizmie sbOys_o1, w ktorym kapiela ciepla byla lokata zlotowkowa w polskim
banku (o rocznej stopie zwrotu rp = 0.8), a kapiela zimna by} kredyt dolarowy
(w dolarach USA, o rocznych kosztach rp = 0.1). R6znica kurséw zlotowki do
dolara byla w tym okresie stala, a dwuwalutowo$¢ oscylatora potrzebna byla
jedynie do wykazania, ze w przypadku braku sztywnego kursu tych walut oscy-
lator Bagsika-Gasiorowskiego nie moglby si¢ pojawié¢. Lansujacy ten scenariusz
Polacy zapomnieli, ze istnialy wtedy znacznie bardziej interesujace termostaty
finansowe. Najcieplejsza 7.« jak i najzimniejsza stope r,;, proponowala wtedy
sama hiperinflacja. Przeci¢tne ceny towaréw niezywnosciowych w ciagu 1990-
go roku ulegly zmianie o 591.2% (zgodnie z oficjalnymi danymi [Roc92], str.168),
dla ktorej otrzymujemy stope przedzialowa r, réwna In6.912 ~ 1.93 (liczona
wzgledem zlotego). Wzrost cen uslug byl jeszcze wyzszy, bo wynosil 780.7%,
co daje stope 7yax =11 8.807~2.18. Stopa 74 =7y, =0 (wzgledem zlotéwki) byla
osiagalna poprzez niesplacanie nieoprocentowanego zadluzenia zlotéwkowego
— funkcjonujace groteskowo polskie prawo nie oferowalo mechanizmu egzeku-
cji zrewaloryzowanych przynajmniej o stope¢ hiperinflacji dlugéw. Jako zrodlo
,ciepla” oscylatora wybierzemy ceny towaréw niezywnosciowych r, =r,, gdyz
specyfika ustug czyni ich ceny trudnymi do wykorzystania w tym charakterze.
Tak dzialajacy polski sbO; g3 mial wmontowane gwarancje C'W. ,Bankiem” A
byli sprzedawcy, ktorych X skazywal na zwloke w przekazie naleznej im no-
minalnej kwoty kapitalu (wyplacal ja dopiero w chwili N), za§ ,bankiem” B —
przedsigbiorstwo nalezace do X-a. Wytwarzanie przez nie produktow stalo sie
nieistotne. Jedynie musialo ono stanowi¢ rezerwuar débr codziennego uzytku
i nieruchomosci, naturalnie indeksowanych stopa .. W chwili N realizacja
CW przebiegala blyskawicznie. W jednej kolejce oczekiwali przerazeni wierzy-
ciele, a w drugiej — konsumenci chcacy jak najszybciej wyzbyc¢ si¢ gotéwki. Do-
mykajacy wszystko mechanizm kupna dobr codziennego uzytku z warunkiem
odroczonej platnosci takze istnial: dyrektoréw panstwowych przedsigebiorstw
mozna bylo nakloni¢ do formalnie legalnych, a tragicznych w skutkach trans-
akeii.

Rorzystajac z powszechnie dostepnego archiwum polskiego dziennika in-
ternetowego Donosy [Don] mozemy przekonaé sie, ze w polskich bankach na

%jej udzialowcami byli Bagsik i Gasiorowski
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poczatku 1990 roku (2-gi styczen) lokaty a vista oprocentowane byly jedynie na
poziomie 7%, a trzyletnie — 38%. Dopiero pod koniec roku (13 grudzien) opro-
centowanie lokat rocznych wzroslo do 60%. Jesli wigc przyjmiemy, ze zlotéw-
kowa lokata dawala w Polsce 1990 roku przecietnie 50-cio procentowy zwrot,
to prawdopodobnie wykonamy szacunek zawyzony. Dla takiej lokaty roczna
przedzialowa stopa wynosi In1.5 ~ 0.4, a nie, jak zalozyli autorzy [PW00| —
rp(0, N) = 0.8. Dlatego sugerowany przez nich mechanizm powinien dawac
Bagsikowi i Gasiorowskiemu zyski opisywane oscylatorem sbOy 3 a nie sbOy 7.
Dochody okreslone formula (6.3) dla oscylatorow sbOy 7, sbOy 3 i sbO1 93 przed-
stawia tabela 6.1. Pierwsza kolumna tych danych byla prezentowana w pracy
[PW00].

rp(0,N) —74(0,N) = 0.7 0.3 1.93
N =1 1.0138 0.34986 5.8895

2 1.8577 0.56831 17.084

3 3.0552 0.82212 46.465

4 4.7546 1.1170 123.59

5 7.1662 1.4596 326.01

6 10.588 1.8577 857.34

7 15.445 2.3201 2252.0

8 22.336 2.8574 5912.5

9 32.116 3.4817 15521
10 45.993 4.2070 40740
11 65.686 5.0497 1.0694 x 10°
12 93.632 6.0287 2.8069x10°

Tabela 6.1. Rwoty zysku z jednostki kapitalu w arbitrazu sbO.

§ 3. Oscylator z powolnaq gotéwka

W sbO arbitrazer X potrzebuje istotnej iloSci czasu pomiedzy chwila £—1
ak(dla k =1,...,N—1) na dostarczenie bankierowi A obligacji. Przecietna
dlugo$¢ tego czasu oznaczymy przez 7p 4. Autorzy pracy [PWO00]| sugeruja
mozliwos¢ funkcjonowania sbO w warunkach roku 1990, gdy bank A pozycza
dolary, bank B przyjmuje lokaty zlotéwkowe i tylko bank B znajduje si¢ na
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terenie Polski (wtedy kredyty dolarowe nie byly w tym kraju dostepne). Wte-
dy, z przyczyn oczywistych, czas 75_, 4 powinien byé¢ znacznie krotszy od czasu
Ta—p, W ktorym arbitrazer X przewozi, unikajac ingerencji coraz bardziej po-
dejrzliwych celnikéw, coraz wigksze ilosci kapitalu od A do B, w postaci dobr,
badz gotéwki (w opisanym w poprzednim paragrafie oscylatorze sbO; g3 czas
Ta—p byl réwny 0, gdyz wtedy B = X). Zignorujmy koniecznoé¢ wskazania w
tym mechanizmie zrédla gwarancji CW i przyjmijmy, ze autorzy prezentowa-
nych w pracy [PW00] wyliczen znali je. W przypadku spelnienia nieréwnosci
Ta—p > Tp—a =~ 0 algorytm sbO nalezy zastapi¢ nastepujacym algorytmem
scO:

Chwila 0 - Bankier A uznaje, ze aktywa arbitrazera X w chwili
N beda warte 1, wiec za zobowiqzanie sie do zwrotu w chwili N
kwoty 1 pozycza X -owi kwote py = ¢ "4 ON),

Chwila k - W zamian za ulokowana przez X sume p;_; bankier B
zobowiqzuje sie obligacjq wyptaci¢ mu w chwili N kwote ¢"3*Np, .
Jesli k < N—1, bankier A przyjmuje te obligacje w depozyt i wyptaca
X-owi kwote py, = e"B*N)=ralk:N)p,

Zakladajac istnienie C'W, w analogiczny sposo6b jak w przypadku sbO, docho-
dzimy do kwoty jaka X osiaga z arbitrazu po zlikwidowaniu zastawu hipotecz-
nego. Teraz jest ona réwna

N—-2
erB(N—l,N) H eTB(k,N)—TA(k‘,N)e—TA(O,N) . 1 —

k=1

T (kN Ak N)) ra(N-LN)—r5(O.N) _

i jest mniejsza niz rp4(0, N), gdyz wynosi
(6.8) r5a(0, N) — (rp(0,N) —ra(N — 1,N)),

co w przypadku arbitrazu réwnomiernego daje przedziatowa stope zysku 2 (r5(0, N)—
r4(0,N)) —rp(0, N)+ % Dlatego hipotetyczny dwuwalutowy wariant oscy-
latora Bagsika-Gasiorowskiego z gwarancjami C'W powinien dawa¢ dochody
nizsze niz prezentowane w tabeli 6.1 wyniki oscylatora sbOy 5. Dla rownomierne-
go oscylatora scOg 3 (N < 12) niemultiplikatywny czynnik kapitalizacji U(0, V)
jest mniejszy o 26 do 32 procent wzgledem swojego odpowiednika w arbitrazu
sbOy.3°, wiec algorytm ten przynosi efektywnie zysk taki, jak sbOy 3 skrocony o
jeden krok.

W podobny sposéb moglibydmy rozwazac¢ zyski osiagalne przez cala jed-
noparametrowa rodzine analogicznych procedur arbitrazowych \O, korzysta-
jacych lacznie z pelnych N cykli operacji finansowych z A i B (w sbO jest

Sponiewaz ¢4 D-8(0.1) ~ (0,741, era(1112)=75(0,12) ~ 0,676
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ich N+1), gdzie liczba X € [0, 1] jest ilorazem czaséw charakteryzujacych arbi-
traz };—:lj, Ta—p + T5—a=1. Dla przykladu, w przypadku gdy jako ekwiwalent
kapitalu X uzyskuje od A list kredytowy, czyli dokument wydany przez A upo-
wazniajacy jego okaziciela do podjecia od zaraz w dowolnym banku okreslonej
w nim kwoty gotéwki, czasy 745 i 754 moglyby by¢ jednakowe i wtedy
mielibySmy do czynienia z arbitrazem 10. Dwoéch reprezentantéw tej rodziny
juz poznaliSmy, gdyz 00 = sbO oraz 10 = scO. Logarytmiczna stopa zysku z
A0 jest malejaca funkcja parametru A. Wynika to stad, ze wraz ze wzrostem A\
arbitrazer X stopniowo zmniejsza dlugo$¢ zwielokrotnionego, lacznego czasu
wykorzystywania ,rezerwuaru ciepla” B. Tak wiec algorytmy sbO i scO wyzna-
czaja skrajne wartosci zyskow osiaganych przy pomocy rodziny AO procedur
arbitrazowych.

§4. Temperatura arbitrazu

W poprzednim rozdziale poznaliémy metode postugiwania sie temperatura®

jako miara osiaganych zyskéw. Parametr ten umozliwia poréwnywanie wyni-
kéw finansowych osiaganych na réznych rynkach, w réznym czasie i w réznych
przedzialach czasowych. Termodynamicznie sprzezona z nim entropia pozwa-
la wyznaczac stopien profesjonalizmu eksperta finansowego. Rynek rozwazany
w biezacym rozdziale odpowiada dwupoziomowemu ukladowi fizycznemu o
energiach —ry.x i —7min. W oparciu o zasade maksymalnej entropii grupom in-
westorow osiagajacych jednakowa przedzialowa stope¢ zwrotu r przypisujemy
reprezentujacy ich rozklad kanoniczny. Temperatura 7! tego rozkladu zwia-
zana jest z odpowiadajaca jej przedzialowa stopa addytywna r réwnaniem:
(6.9) Tl = p =i
Tmax — T
gdzie 7y i Tmax Sa odpowiednio najnizsza i najwyzsza stopa w w charak-
terystycznym dla r okresie czasowym. Wybierajac jedna z galezi logarytmu
wzor (6.9) mozemy stosowac dla dowolnych rzeczywistych wartoéci r. Dla stop
7 & [Fmin, "max] Przybierze on wtedy nastepujaca postac:
T = 1n((—1) - &) — i 4 In T=Tin
T — Tmax max
Przy czym, przeciwnie niz w sytuacji stop addytywnych, rozwazanych w roz-
dziale 5, arbitraz powinien by¢ tym bardziej ceniony, im rzeczywista dodatnia
cze$¢ jego temperatury 7! jest mniejsza. Moze oscylatorami finansowymi po-
winniSmy nazywac tylko takie arbitraze, ktérym odpowiadaja temperatury o

%j. mnoznikiem Lagrange’a 7—! dla rozkladu Gibbsa



114 6. TEMPERATURA DZWIGNI FINANSOWEJ

r5(0,N)—r4(0,N)= 0.3 1.93
N=1 -1.8352 2.0438=T!

2 -1.3466 im+1.3985

3 -0.96825 im+0.83187
4 -0.64536 im+0.60114
5 -0.35222 im+0.47243
6 -0.073428 im+0.38968
7 0.20252 im+0.33182
8 0.48643 im+0.28903
9 0.79113 im+0.25606
10 1.13565 im+0.22988
11 1.5554 im+0.20857
12 2.1375 im+0.19089

Tabela 6.2. Temperatury 7! arbitrazu sbO.

niezerowej czesci urojonej?
Wyrazenie opisujace entropie portfela z temperatura o niezerowej czesci uro-
jonej

S (1) = e I oy ™ o W e
ma postac taka sama, jak w przypadku stop r € [Imin, Tmax], jednak teraz ta miara
informacji przyjmuje wartosci zespolone.

Jedli proponowana tu metoda zmierzyé temperature sbOgs’ i sbO;g3°, to
otrzymamy wyniki zamieszczone w tabeli 6.2. Pamigtamy z rozdzialu 5, ze ujem-
ne temperatury okreslaja dzialania finansowe niekorzystne nawet na rozwinie-
tym rynku efektywnym. Wystepujace w tabeli 6.2 temperatury 7! mniejsze
niz T, ! = 2.0438 takze dotycza wynikéow negatywnych, gdyz w specyficznym
okresie polskiej hiperinflacji temperatura T.! osiagana byla przez prawie ca-
le polskie spoleczenstwo, czyli ta jego czes¢, ktora posiadala jedynie dobra
codziennego uzytku. Dlatego pierwsza kolumna tabeli 6.2 obrazuje watpliwe
osiagniecia finansowe. W przypadku scOg 3 z C'W dopiero wynik dla N =13
jest pozytywny, co praktycznie czyni watpliwa mozliwos¢ pojawienia si¢ takie-
go oscylatora jako sposobu szybkiego pomnazania kapitalu w Polsce 1990-go
roku.

“druga kolumna tabeli 6.1
8trzecia kolumna tabeli 6.1
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A przeciez pomineliSmy w rozwazaniach nie-
bagatelne koszty wdrazania i rozliczania te-
go arbitrazu. Interesujaca bylaby proba od-
powiedzi na pytanie czy, kiedy i na ile mo-
torem napedowym polskiej hiperinflacji byt
prowadzony przez polskie banki arbitraz po-
dobny do sbOy 3, pozostajacy w rownowadze
ze stopa hiperinflacji, a polegajacy na udzie-
laniu kredytéw zlotéwkowych i przyjmowa-
niu lokat dolarowych od obywateli. Hiperin-
flacja wygasla jednoczes$nie z wyczerpaniem
si¢ zasobow dewizowych drobnych ciulaczy.
Wydaje sie, ze silnik ten skutecznie stuzyl jej
hamowaniu.







Czesc 2

Algebraiczne wlasnosci stopy



Rlasyczna teoria obliczen, ktéra przez pél wieku byla niepodwazalna podsta-
wa informatyki jest teraz zbedna chociaz, tak jak fizyka klasyczna, moze byc¢
traktowana jako pewnego rodzaju przyblizenie.’

David Deutsch, [Deu98]

ttum. J. Kowalski-Glikman



Rozdzial 7
( Stopa macierzowa

Celem inwestycji kapitalowych jest maksymalizacja zysku. Zamiaru tego nie
sposob osiagnac przeznaczajac caly kapital na najbardziej rentowne przedsie-
wzigcia — takie sytuacje si¢ nie zdarzaja. Przyszla rentownos¢ inwestycji rynko-
wej jest wielkocia niepewna, dlatego inwestor tworzy zlozone koszyki, zawiera-
jace lokaty kapitalowe o mozliwie odmiennym charakterze, dzialaniem swoim
dywersyfikujac ryzyko przedsiewzigcia. Opis ewolucji takiego wielowymiaro-
wego kapitalu staje si¢ pozadany dla charakterystyki iloSciowych zaleznosci
dotyczacych proceséw inwestycyjnych, szczegdlnie tych, ktore wymykaja sie
pojeciom tradycyjnej matematyki finansowej [DS96|. W zalezno$ci od punktu
widzenia, w kazdym koszgku kapitalowym mozemy, procz ilosciowych zmian
poszczeg6lnych skladnikow, dostrzec przeplywy miedzy jego komponentami,
patrz nizej, przyklad 2.1. Przeplywy kapitalu moga byc¢ rejestrowane nawet wte-
dy, edy nie zapada zadna decyzja o operacjach kapitalowych. Sytuacje takie,
wymagajace opisu macierzowego, stawiaja nas przed koniecznoScia uogolnie-
nia rachunku stop procentowych w sposoéb pozwalajacy jednolicie traktowac
stopy wzrostu i stopy przeplywu kapitalu. W rozdziale tym zajmiemy si¢ kon-
systentna i mozliwie réznorodna postacia takiego formalizmu, wyposazonego w
kontekst finansowy. Ow rachunek, od dawna z powodzeniem stosowany w in-
nych dyscyplinach, wydaje si¢ by¢ odpowiednim narzedziem, prowadzacym do
poszerzenia calej dziedziny matematyki finansowej na koszyki débr dowolnego
typu. Moze algebra liniowa, bedaca jezykiem sformulowan wielu modeli ekono-
micznych, zostanie zaakceptowana w roli rachunku przydatnego w konstrukcji
elementarnych wskaznikéw rentownosci przedsiewzie¢ inwestycyjnych.

§ 1. Liniowe jednorodne procesy kapitatowe

1.1. Prosty przyklad Rozwazmy kapital bankiera skladajacy si¢ z dwoéch
komponent: k; - kwoty pozyczonej klientowi i ky - po-
zostalych aktywoéw. Niech argument [, bedacy liczba

119
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calkowita | € Z, numeruje np. uplywajace lata (cho¢ nic nie stoi na przeszko-
dzie, by byly to dowolne interwaly czasowe, niekoniecznie tej samej dlugosci).
Proces zmiany kapitalu bankiera, dotyczacy kazdej z kwot k; i ks, przedstawia
si¢ nastepujaco.

Ad k;(I) - Zgodnie ze stopa oprocentowania o (l), na jaka bankier udzie-
lit kredytu, wzrost skladnika k;(l) wynosi a;(1)k(l). Poza tym kwota
niezwroconej czesci kredytu k(1) maleje o wielkos¢ raty splaty (1) k1 (1),
ktorej wysokos¢ okreéla stopa 3(1).

Ad ko(I) - Rapital ky(l) powigksza si¢ o kwote ((1)ki() sptaty kredytu.
Dodatkowo, bedac ulokowany np. w plynnych papierach wartoscio-
wych o rocznej stopie zwrotu ay(l), wzrasta on o kwote as(l)ka(1).

Skladniki kapitalu bankiera tworza koszyk k(1) := (k1(1), k2(1)). Jest on elemen-
tem dwuwymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej R?. Uklad réwnan
opisujacych ewolucje takiego koszyka ma postac:

ey 0D = (Qta) - s0) k)
' ko(l+1) = B k(1) + (14 az(l)) kao(1).

Ujemne wartoéci sktadowych koszyka k;(l), i = 1,2, interpretujemy jako zobo-
wiazania bankiera.

1.2. Dygresja Inne niz liniowe wzgledem pozostalego dlugu raty splaty, czy

formalnie tozsame im naleznoéci (np. koszty obstugi kredytu,
podatki itp.) daje sie przedstawi¢ w postaci splaty liniowej po odpowiednim
zmodyfikowaniu czynnika (1), bowiem moze on ulega¢ zmianom wraz z uply-
wem czasu [. W szczego6lnosci rozne zobowiazania kredytobiorcy wzgledem
bankiera moga zosta¢ ujete za pomoca wyrazenia bedacego w zmiennej pro-
porcji do wysokoéci niesplaconego kredytu, co czyni bardzo szerokim zakres
stosowalnoéci takiego opisu. Dopisane do prawych stron réownan wyrazenia nie-
jednorodne moga zosta¢ wyeliminowane poprzez pomnozenie ich przez utwo-
rzona w tym celu nowa skladowa koszyka ks, z definicji niezalezna od czasu
l.

1.3. Procent w Opisany w przykladzie 1.1 proces ewolucji kapitalowej moz-
przykladzie 1.1 na przedstawi¢ tak, by wszelkie zmiany skltadowych koszy-
ka wyrazone byly jedynie jako zmiany procentowe tychze
skladowych, czyli jako autonomiczne zmiany poszczego6lnych sktadnikéow. Dla
przejrzystosci sytuacji zaté6zmy chwilowo, ze w trakcie procesu wszystkie stopy
ar(l)=aq, as(l)=ay i f(I)=p z uplywem czasu nie ulegaja zmianom oraz, ze
stopy wzrostow sa roézne, a; # ao. Roszyk kapitalowy, jako element przestrze-
ni wektorowej, moze by¢ opisywany jako kombinacja liniowa innych koszykow
[BB74|. W przestrzeni wektorowej koszykow wybierzmy wiec nowa baze tak,
aby ten sam kapital bankiera wyrazal si¢ teraz nastepujacymi skladnikami.
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k1(l) - jest to, jak w poprzedniej bazie, kwota pozyczona klientowi, czyli

k4(1) - kwota ta jest suma kwot koszyka skladajacego sie po czeéci z kwo-
ty pozyczonej klientowi oraz po czesci z pozostalych aktywow bankiera,
przy czym na kazde 3 czesci pozyczki przypada as — oy + 3 czeSci po-
zostalych aktywow bankiera, czyli

W nowym ukladzie wspoélrzednych réwnania (7.1) opisujace zmiany koszyka
separuja si¢, przybierajac nast¢pujaca postac

E(l+1) = (14+a—B) K (),
K(l+1) = (1+ az) ky(1).

Nie obserwujemy juz zadnych przeplywoéw, a skladniki koszyka zmieniaja sie
teraz zgodnie ze stopami procentowymi o;—03 (dla pierwszej skladowej) i ay (dla
drugiej). Formalizm matematyki finansowej nie powinien zaleze¢ od specyfiki
wyboru bazy opisu koszykéw kapitalowych. Nizej przedstawione definicje stop
macierzowych wydaja si¢ podej$ciem rachunkowym spelniajacym ten postulat.

1.4. Uogolnienie Procesy kapitalowe, ktorych dotyczy przyklad 1.1, opisu-
przykladu 1.1 ja jednorodne uklady réznicowych réwnan liniowych, w
notacji macierzowej posiadajace postac:

(7.2) k(I +1) — k(1) = R() k(1), czyli k(I + 1) = (I+ R(0)) k(1),

gdzie k(I) € R, za$ R(l) oraz I sa macierzami rzeczywistymi o wymiarach
MxM (I jest macierza jednostkowa). Zgodnie z przyjetym standardem' prze-
strzeni RM wszystkich mozliwych koszykéw nazywaé bedziemy przesirzeniq
fazowq koszykow, a jednorodny liniowy uklad réwnan roézniczkowych, badz
roznicowych, pierwszego rzedu (np. w postaci (7.2)) réwnaniem ruchu koszy-
ka.

W przedstawionym przykladzie M =2, a macierz R([) jest nastepujaca:

(651 l —ﬁ l 0
(7.3) EU)Z( ()ﬁ(l) " ag(l))'

Jezeli przyjmiemy, ze $ledzimy ewolucje koszyka od chwili p, to ustalajac wa-
runek poczatkowy k(p) otrzymujemy nastepujace rozwiazanie rownania ruchu
(7.2):

(7.4) k(r) = (T 1:[(1 +E(s))> k(p).

S=p

1z0b. np. [Arn75]
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Operator 7° we wzorze (7.4) porzadkuje chronologicznie wszystkie macierze
po jego prawej stronie’, czyli

p+n

THA(S):A(p+n)A(p+(n—1)) . A(p+1)Alp)

dla dowolnego ciagu macierzy A(s).

Zi ki) nfor-
ity ki(p)’
muje o zmianie kapitalu koszyka. Nawiazujac, tu i w dalszym tekscie, do nazew-
nictwa dla wariantu M =1 opisanego w [KP99], macierz R(l) z réwnania ruchu
(7.2) okredlimy mianem macierzowej kredytowej stopy zwrotu, badz macie-
rzowej stopy dolnej. Przymiotnik ,dolna” odnosi si¢ do sposobu wyznaczania
przyrostow wektora k(/). Zmiany te ujmowane sa jako warto$¢ odwzorowania
liniowego na wektorze koszyka k(I) w chwili [ poprzedzajacej ta zmiane. Moz-
liwos¢ stosowania standardowego rachunku stép procentowych w przypadku
przykladu 1.1 zalezala od sposobu opisu koszyka (wyboru bazy). Dlatego na-
turalnym rozwiazaniem jest traktowanie stopy wzrostu jako obiektu zlozonego
R(s), przy zmianie ukladu odniesienia stosownie transformujacego sie wedlug
znanych prawidel. Z uwagi na procesy kapitalowe przebiegajace w wielowy-
miarowej przestrzeni fazowej okreslenie ,stopa kredytowa” wydaje si¢ autorowi
mniej dezinformujace niz okre$lenie ,stopa procentowa”.

Rozwazmy procesy, dla ktérych macierz I + R(() jest nieosobliwa. Wtedy,
wprowadzajac pojecie macierzowej dyskontowej stopy zwrotu, badz macie-
rzowej stopy gérnej R(l), réwnanie ruchu (7.2) mozna przeformulowaé do
nastepujacej postaci:

Macierz 7 H;;;(I + R(s)), bardziej szczegélowo niz iloraz

(7.5) k(I +1)—k(I) = R(D) k(I +1).
Poréwnujac wzory (7.2) i (7.5) otrzymamy zwiazek pomiedzy obydwoma typami
wprowadzonych stéop macierzowych:

(7.6) (I+R() X-R(l)) = T-R() T+R(1) =1

Rozwiazujac powyzsze réwnanie ze wzgledu na np. R(!), otrzymamy nastepu-
jacy wzor:

(7.7) RO=RO+RO+RD+....

Latwo teraz dostrzec, ze (dla_ ustalonego argumentu /) stopy macierzowe sa
przemienne, tzn. R(I)R(l) = R(I)R((). Zalezno$¢ (7.7) pomiedzy stopami jest
czesto interpretowana jako uwzglednienie stopy dyskontowej w przyroécie ka-
pitalu poprzez dodawanie wszystkich odsetek od odsetek (ciag geometryczny)

2z0b. [Mau74]

3tak, aby te z argumentami pézniejszymi znajdowaly sie na lewo macierzy o argumentach
weczedniejszych
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w konwencii kapitalizacji z gory’. Odpowiedni do (7.7) wzér na R(l) bedzie po-
dobny, rézniac si¢ jedynie znakami ,—” przy parzystych potegach stop z lewej
strony réwnoséci (7.7), bowiem
~R(l) = (-R()) + (-RD))* + (-RD)* + ... .

Gdy dokonamy formalnej zmiany kierunku uptywu czasu, stopy kredytowa
i dyskontowa, zmieniajac znaki, zamienia si¢ rolami, co w konsekwencji skutku-
je symetriami zachodzacymi pomiedzy formulami zawierajacymi te macierze.
Aby kazdy z juz wypisanych wzoréw posiadal, w powyzszym sensie, swoj odpo-
wiednik, nalezy jeszcze wypisa¢ stosownie przetransformowana formule (7.4),
przedstawiajaca rozwiazanie rownania ruchu. Po wielokrotnym wykorzystaniu
tozsamosci (7.6) rozwiazanie to przybiera nastepujaca postaé

r—1
(7.8) k(p) = <T' [Ta- R(S))) k(r),

s=p
gdzie 77 jest operatorem uporzadkowania antychronologicznego, ustawiajacym
stopy macierzowe ﬁ(s) w odwrotnej kolejnosci niz operator 7.

W rozwiazaniach (7.4) i (7.8) operatory 7 i 7’ mozna pomina¢, gdy sto-
py macierzowe dotyczace réznych chwil sa przemienne. Jest tak dla M =1,
badz dla dowolnego M, jezeli stopy macierzowe sa funkcja stala argumentu
czasowego.

§ 2. Interpretacja macierzowej stopy zwrotu

Poréwnujac dowolna postaé macierzy R(l) = (R,;(1)) z jej postacia (7.3),
wystepujaca w przykladzie 1.1, dochodzimy do wniosku, ze pozadiagonalne
elementy macierzy, czyli liczby R;;(I) dla i # j, okreslaja, jaka czes¢ kapitatu
j-tej skladowej koszyka wplywa do skladowej i-tej koszyka.

Znaczenie elementow diagonalnych R;; (/) jest odmienne. Stopa wzrostu i-tej
skladowej koszyka jest rowna a;(l) = R;; (1) —>_;_; R;;(1), czyli stanowi wartos¢
elementu diagonalnego, skorygowana o wszystkie wyptywy kapitatu, dotyczace
skladowej k;(1) koszyka.

Nalezy podkresli¢, ze wplywy i wzrosty z jednej strony oraz wyplywy i
spadki z drugiej, nie musza oznacza¢ odpowiednio zyskoéw oraz strat dotycza-
cych skladowej koszyka, dla ktérej wyznaczaja zmiany. Sytuacja zalezy od znaku
wartoéci kapitalu, do ktérego zmiany sa proporcjonalne. Gdy kapital jest dlu-
giem, to zmiany oznaczaja proces o charakterze zgola przeciwnym — utrata

czesci zobowiazan jest korzystna dla dtuznika.

4z0b. np. [DS96]
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Powyzsza interpretacja opiera si¢ na dekompozycji stopy macierzowej R =
C + D, gdzie w macierzy C suma wyrazoéw kazdej kolumny réwna jest zeru
(dlatego mozemy ja nazywac¢ macierza przeplywow), a macierz D jest macierza
diagonalna (macierz wzrostéw). Jedynie przy ustalonej bazie przestrzeni fazo-
wej taka dekompozycja zadana jest w sposoéb jednoznaczny. Rozszerzenie pojec
matematyki finansowej na macierze staje si¢ konieczne, gdy nie sposéb sprowa-
dzi¢ (via przeksztalcenie podobienistwa) opisu zmian kapitalowych do sytuacii,
w ktorej macierz przeplywow C jest zerowa.

2.1. Przyklad

(7.9)

(7.10)

(i) - Zawezmy proces z przykladu 1.1 do przypadkow, gdy 5(1) = 0,

wspolczynniki «; nie zaleza od czasu [, a drugi z nich jest dwa razy
wiekszy od pierwszego. Wtedy dolna stopa macierzowa jest rébwna

a 0
E—(O 2a)'

Wyznaczona na podstawie tozsamoéci (7.6) odpowiednia gérna stopa

macierzowa wynosi
a0
R—|[ 1
R-( T o).
14+2a

Proces sklada si¢ jedynie z macierzy wzrostéw, bowiem macierz prze-
plywow jest zerowa. Zyski mozna analizowa¢ w oparciu o autonomicz-
na ewolucje w ramach jednowymiarowych podprzestrzeni przestrzeni
fazowej, stosujac do opisu klasyczne pojecia stop procentowych.

(ii) - Podobnie jak w paragrafie I, na ten sam proces mozemy spojrze¢

z odmiennego punktu widzenia, opisujac go we wspodlrzednych nowej
bazy przestrzeni koszykéw. Niech baza odniesienia sklada si¢ ze zo-
bowiazan klienta oraz ze wszystkich aktywoéw kapitalowych bankiera.
Wtedy réwnanie (7.1) przybierze postaé:

ES(l+1) = (14 «a)ki(l),

ks(l+1) = —akS(l) + (14 2a)kS(l).

Macierz przeplywoéw, okreélona réwnaniem ruchu (7.10), jest teraz nie-

zerowa i wynosi
a 0
(% 0)

za$ macierz wzrostow wynosi

0 O
D_(O 2a)'

Dlug klienta k$(!) zmienia sie tak samo jak w poprzednim ogladzie
sytuacji, cho¢ nie na skutek autonomicznego wzrostu, lecz jedynie dzigki
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wyplywowi kapitalu bankiera. Caly kapital bankiera wzrasta wedlug
stopy takiej samej, jaka dotyczyla lokaty ko (1).

(iii) - Wyznaczona w nowej bazie na podstawie wzoru (7.6) gérna stopa
macierzowa dla réwnania ruchu (7.10) ma postac

R=( T )
T (+a)(142a) 142«

i sklada sie¢ z nastepujacych macierzy przeplywow i wzrostow

— o 0 — 22 0
C — ( (1+o¢)(la+2o<) ) ., D= ( (1+a)(14+2a) oo ) .
RGIEE 0 mx
Zaprezentowane rozne sposoby (i), (ii), (iii) spojrzenia na ten sam proces
kapitalowy sa jednakowo poprawne i sensowne. Poréwnujac konwencje kredy-
towa w wariancie (ii) z konwencja dyskontowa (iii) dostrzegamy istotna roznice
pomiedzy macierzami D i D — raz wzrost pierwszej skladowej koszyka jest
jedynie efektem przeplywoéw, w drugim przypadku skladowa ta ma czeSciowa
autonomi¢ swojego wzrostu. Wskazana interpretacyjna roznica, ktéra warto by
nazwac paradoksem stop réznicowych, moze by¢ przyczyna wielu finanso-
wych naduzy¢, podobnie jak ma to miejsce w przypadkach nieoprocentowania
zaleglych odsetek przy stosowaniu kapitalizacji prostej.
Norma dowolnej macierzy R(!), czyli

1) RO = sup IBOKL
kerr\fop  |IK|l
gdzie |k|| jest dlugo$cia wektora k (anali-
z¢ wlasnosci metrycznych przestrzeni koszy-
kéow rozwazana byla w rozdziale 1), przed-
stawia najwyzsza stope zmiany kapitalu, jaka
daje inwestycja wybrana optymalnie sposrod
wszystkich przedsiewzig¢ bankiera. Przy czym
wektor(-y) ko, na ktérym(-ych) powyzszy ilo-
raz osiaga supremum, wyznacza(-ja) 6w eks-
tremalny wzrost. Gdy kapital k, jest dobrem
pozadanym, norma wyznacza najwi¢kszy suk-
ces inwestora, jesli za$ sa to dlugi — mierzy
najdotkliwsza strate.

Interpretacja stopy R jest analogiczna jak
macierzy R, z ta roznica, ze stopa R zamiast
(jak R) okresla¢ zmiany kapitalowe wzgledem
poprzedniego okresu rozliczeniowego, dotyczy
zblizajacej si¢ chwili rozliczenia. Konwencje
kredytu zastepuje konwencja dyskonta. Przy zmianie kierunku czasu znaki ,+”
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i ,—” przy stopach macierzowych w tozsamoéci (7.6) powinny by¢ zmienione
na przeciwne, chyba ze wprowadzimy zasade, w ktoérej dodatnie stopy wyra-
zaja ubywanie kapitalu, a przeplywy pomiedzy skladowymi koszyka odbywaja
si¢ w kierunku przeciwnym. Dowolnos$¢ konwencji przestaje obowiazywac dla
proceséw nieodwracalnych czyli wtedy, gdy macierze R(l) lub R(l) staja sie
osobliwe.

§ 3. Formalizm ciqglego opisu kredytowania

By rachunek kapitalowy byl czytelny oraz uzyteczny dla praktykoéow, for-
malne rozwiazanie réwnania ruchu w postaci (7.4) modelujemy numerycznie,
badz przedstawiamy w postaci zwartej’, nazywajac ja $cistym rozwiazaniem
réownania (7.2). W tym drugim przypadku dla osiagniecia celu mozna postuzyc
si¢ roznymi znanymi technikami matematycznymi. Jedna z nich jest przejscie
graniczne prowadzace od opisu modeli przy pomocy liniowych réwnan rézni-
cowych, do modelowania zmian kapitalu za pomoca réwnan rézniczkowych.
By przedstawi¢ owa metode zalézmy, ze rozwazamy skale czasowe takie, ze
wzgledem nich okres czasu, po uplywie ktorego obliczamy zmiany sktadowych
koszyka, jest zaniedbywalnie maly i wynosi 7 = ;41 — ¢;. Po przeskalowaniu
dziedziny czasowej koszyka, rownanie ruchu (7.2) mozemy przepisa¢ w postaci:

k(tl + T) — k(tl) _ E(l) k(tl)

T T

PrzejScie graniczne 7 — 0 prowadzi do nastepujacego ukladu réwnan roéznicz-
kowych:

(7.12) —— =R()k(1),

gdzie R(t) := l'r% @ (dolne i gérne stopy macierzowe zaleza od dlugos$ci
T— t=t;

okresu rozliczeniowego 7 = #;;; — t;, wigc licznik ilorazu o granicy R(t) jest
funkcja zmiennej 7). Macierz R(t) nazwiemy rézniczkowq stopq macierzowq".

Mimo koniecznosci wykonywania fizycznych operaciji rozliczen, wyznaczony
macierza R(t) opis odbywajacych sie na ciaglej dziedzinie czasowej wzrostow i

5z0b. np. [GKP96]
bw paragrafie | rozdzialu 3 zdefiniowali$my juz ta stope w przypadku jednowymiarowym
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przeplywow miedzy sktadnikami koszyka jest konwencja realistyczna. Jej wdro-
zenie w dziedzine praktycznej dzialalnosci podmiotéw rynku kapitalowego mo-
ze napotykac jedynie przeszkody o charakterze psychologicznym. Romentarz
do zagadnienia rozliczen znajduje si¢ w nastepnym paragrafie.

Formalne rozwiazanie rownania ruchu (7.12) ma posta¢:

(7.13) k(1) = (T eo R“’)dt’) k(to).

Chronologicznie uporzadkowana funkcja wykladnicza jest nieskonczonym sze-
regiem, zwanym niekiedy matrycantem [Ste71| macierzowej stopy rézniczko-
wej

t t t1
Teftto R(¢)dt’ =1+ /R(tl)dtl + /R(tl) / R(tg)dtgdtl 4+ ...
to to to

Jezeli rozniczkowa stopa macierzowa nie zmienia si¢ z uplywem czasu (R(t) =
Ry), wtedy formalne rozwiazanie réwnania ruchu (7.13) upraszcza sie, bowiem
operator uporzadkowania chronologicznego 7 staje si¢ zbedny. Wyrazenie z
prawej strony réownoéci (7.13), ktore opisuje ewolucje czasowa koszyka, prze-
ksztalca si¢ do standardowej macierzowej funkcji wykladniczej

T elio Bt _ lt—to)Ro.

§4. Rownowaznos¢ modeli dyskretnych i ciqgetych

Zachowanie jednolitego opisu procesu ewolucji koszyka, opisu niezalezne-
go od wyboru miedzy ciaglym a dyskretnym modelem czasu, jest mozliwe.
Wystarczy przyjac, ze dziedzina zmiennej ciaglej ¢ dzieli si¢ na (niekoniecznie
jednakowej dlugoéci!) odcinki o koficach w punktach ¢;. Wtedy, uzgadniajac
rozwiazania réownan ruchu (7.4) i (7.13) przez wykonanie podstawienia [ — t;,
otrzymamy nastepujaca zaleznos¢ stop macierzowych:

(714) 1 + E(tl) — Te'ftll+l R(t,)dt/’ CZyli I— E(tl) _ T/ o ftll+1 R(t/)dt'.

Rlasyczny, jednowymiarowy odpowiednik tych zaleznosci, gdzie operatory 7
i 77 sa zbedne’, mozna znalez¢ w pracy [KP99]. Jezeli zadbamy o speknienie
zwiazku (7.14), to wszystkie konwencje opisu procesu kapitatowego (kredyto-
wa, dyskontowa, badz rézniczkowa) staja sie jednakowo uprawnione, wiec o

“ze wzgledu na przemienno$¢ stop
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wyborze jednej z nich powinna decydowac¢ skuteczno$¢ w znajdowaniu $ciste-
go rozwiazania konkretnego réownania ruchu, gdyz stopien komplikacji elemen-
tow stop macierzowych (jako funkcji argumentu czasowego), dla tego samego
modelu, moze by¢ bardzo rézny w zaleznosci od typu stopy.

W przypadku formalizmu rézniczkowego ujednolicenie konwencji likwiduje
problemy techniczne dotyczace rozliczen. Ciagle przeplywy miedzy skladni-
kami koszyka odbywaja si¢ jedynie na poziomie rachunkowym. Korekta stanu
faktycznego koszyka do wymogéw okreslonych macierzowa stopa roézniczkowa
moze odbywac si¢ dowolnie rzadko, w arbitralnie wybranych chwilach ¢, , po-
przez wyznaczenie stosownej macierzowej stopy dolnej R(!), badz gornej R (1),
na odcinku czasowym [t;,t,,1] pomiedzy ostatnim z minionych rozliczen i roz-
liczeniem aktualnym. Z tego punktu widzenia macierzowe stopy roéznicowe sa
pewnym rodzajem zapisu rozwiazania réwnania roézniczkowego dla chwili #;,
z warunkiem poczatkowym wzietym w chwili ¢;, opartym na tradycjach finan-
sowych rozliczen odsetkowych. Macierze I+ R(l) oraz I — R(l) sa odwrotnymi
wzgledem siebie wersjami rezolwenty [Mau74] réwnania rézniczkowego (7.12)
na odcinku [t;,¢,,1]

k(ti1) = (T+R() k(t)), k(t) = (T—R(D)) k(tr1),

odpowiednio w ujeciu zgodnym i przeciwnym do kierunku upltywu czasu’.

Dokonajmy uzmiennienia stalych ¢, wystepujacych w formulach (7.14). Za-
t6zmy takze, ze goérne i dolne stopy macierzowe sa funkcjami rézniczkowalnymi
wzgledem argumentu czasowego t = t;. Obliczajac pochodne tozsamosci (7.14),
uzyskamy macierzowa stope rozniczkowa wyrazona poprzez stopy kredytowe,
badz dyskontowe:

dR(t)  dR(t)
e dt

Dla rézniczkowalnych stop réznicowych odpowiednie rozwiazanie rézniczko-

wego rownania procesu kapitalowego jest ciagle, czyli zachodza réwnosci

lim R()= lim R()=0.

(tl+17tl)*>0 (tl+17tl)4’0

(7.15) ~R(t) = (I-R(t))

(T+R(1)).

Na podstawie zaleznosci (7.15) otrzymamy wiec nastepujaca rowno$¢ granic

R(t):= lim RO = lim M
(ti—t)—=0tiyr — 1 (p—t)—=0 {1 — 1
Nawiazujac do tematu paragrafu 2 mozna stwierdzi¢, ze interpretacja elementow
stopy rozniczkowej R(t) jest taka sama jak elementéw R(1) czy R(!), bowiem
dla stop kredytowej i dyskontowej macierz R(¢) stanowi wspoélny przypadek
graniczny. Poza tym mozna powiazac¢ rézniczkowa stope macierzowa ze $rednia

(.

8powyiej autor ponownie wypisal réwnania (7.2) i (7.5)
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geometryczna pochodnych macierzowych stép gornej i dolnej, gdyz z rownosci
(7.15) otrzymujemy nastepujaca zaleznosc¢
R2<t) — dR(t) dE(t) )
dt dt

Zwiazki (7.15) sa pomocne np. w sytuacjach, gdy dla pewnego réznicowego
procesu kapitalowego chcemy odnalezé rownowazny jemu proces roézniczko-
wy. Takich odpowiednikéow rézniczkowych dla jednego procesu réznicowego
jest wiele, poniewaz roézne funkcje moga mie¢ w punktach ¢; jednakowe warto-
Sci. Warto jeszcze zauwazyc, ze, w przypadku macierzowych stop réznicowych
niezaleznych od skali czasowej, tozsamoé¢ (7.15) implikuje niezmienniczo$¢ pro-
cesu, tzn. R(t) = 0.

§5. Urojone stopy wzrostu

Nizej prezentowany przyklad ukladu réwnan jest najpopularniejszym mode-
lem fizyki, ktérego opisy znajdujemy w kazdym podreczniku mechaniki teore-
tycznej, wiec w tak szczeg6lnym przypadku wydaje si¢ zbednym powolywanie
si¢ na konkretne zrodlo pisane. Ten typ rownan, noszacy nazwe oscylatora har-
monicznego, nalezy rozwazyc¢ gldwnie z uwagi na jego kanoniczny charakter
dotyczacy opisu ruchu okresowego. Roszyki posiadajace oscylujace komponen-
ty stanowia szeroka klase liniowych proceséw finansowych’. Czes¢ ich kapitatu
staje si¢ na przemian raz zadluzeniem, raz dobrem pozadanym, moga wiec
stanowi¢ podloze dla zgubnego (badz zbawiennego) w skutkach mechanizmu
,pompowania” kapitalu.

5.1. Oscylator Zmodyfikujmy nieco przyklad 1.1, jednoczesnie upraszczajac
harmoniczny go tak, aby rézniczkowa stopa macierzowa miala postac:

(7.16) R(t)Z(g _8):(8 —2)+(_Z _2)

Mimo pewnej sztucznoéci tego przykladu tatwo jest wyobrazi¢ sobie powiazane
umowy bankowe prowadzace do takich przeplywow kapitalu w koszyku oraz,
dopasowane do nich, autonomiczne przyrosty kazdej sktadowej koszyka.

Dla glebszej analizy proceséw warto postuzy¢ sie rozszerzeniem zespo-
longm' CM (tu C?) przestrzeni fazowej R(tu R?). Wtedy k{ = (1,4) oraz

920b. paragraf 6
1020b. [Arn75]
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k$ = (1,—i) = k_<1>II sa wektorami wlasnymi stopy macierzowej R(t) o warto-
Sciach wlasnych odpowiednio —ib oraz ¢b. Opis procesu upraszcza si¢, bowiem
koszyk rozklada si¢ na dwie niezalezne skladowe o abstrakcyjnym kapitale ze-
spolonym. Réwnanie ruchu koszyka ma nastepujace rozwiazanie w rozszerzonej
przestrzeni fazowej C?, w bazie wektorow wlasnych {k$, k$}:

B () = e MR (1), K5 (0) = oMk no)

Przechodzac na powrét do bazy wyjsciowej otrzymamy ponizsze rozwiazanie

cosb(t —ty) —sinb(t —ty
k(t) = ( sin bét — to)) cos b((t — to)) ) k(to)

opisujace ruch po okregu o srodku w poczatku kartezjanskiego ukladu wspol-
rzednych koszyka.

Odpowiednie rozwiazanie rownania ruchu w wers;ji réznicowej (7.4) modelu
oscylatora harmonicznego, w kazdej z rozwazonych baz, zadane jest powyzszy-
mi formulami w chwilach t=t;. Wstawiajac stope rézniczkowa (7.16) do wzo-
réw (7.14) wyznaczymy macierzowe stopy dolna i gorna. Maja one nastepujaca
postac:

R(l) —1 4 cosb(t; 1 — ;) —sinb(t; 11 — )
T sinb(t41 — ) —1+cosb(ti1—t;) )’

R(l) = 1 —cosb(ti 1 —t;) —sinb(tiy — 1)
- sinb(tip1 —t;) 1 —cosb(tir —t) )

Jezeli obliczymy pochodna jednej z powyzszych macierzowych stép réznico-
wych po zmiennej t = ¢;, po czym skorzystamy z tozsamosci (7.15), to z powro-
tem otrzymamy macierz stopy rézniczkowej R(t) oscylatora harmonicznego.

Okres powrotu rozwiazania do tego samego obszaru przestrzeni fazowej wy-
nosi 7' = % W przypadku procesu dyskretnego, gdy wybierzemy przedzialy
czasowe jednakowej dlugosci 7 = t;,; — t;, to dla niewymiernych ilorazow =
wartosci sktadowych koszyka nigdy nie odtwarzaja si¢ dokladnie. Zachowanie
konsystencji miedzy wariantami réznicowym i rézniczkowym oscylatora wy-
maga, by elementy diagonalne macierzowych stép réznicowych byly rézne od
zera. Jest to efekt wspomnianego juz wczedniej paradoksu stop réznicowych.

W rozdziale 6 poznaliSmy pewien typ dzwigni finansowej, zwanej oscylato-
rem. Mimo wystepujacej zbieznoSci nazw nie nalezy myli¢ tych dwoéch odreb-
nych tematow.

Ukreska ,~” oznacza sprzeienie zespolone
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§ 6. Nieoddzialywujqce zespolone procesy kapitatowe

Przy pomocy dowolnie malej deformaciji elementéw kazda macierz liczbowa
mozna przeksztalci¢ w macierz podobna do diagonalnej macierzy zespolonej
[MP65], czyli zbior odwzorowan diagonalizowalnych rozszerzonej przestrzeni
fazowej CM jest zbiorem gestym w zbiorze wszystkich odwzorowan liniowych,
zadanych w CM. Z twierdzenia tego wynika, ze ewolucje kazdego koszyka ka-
pitalowego mozna przedstawi¢ (z dowolnie duza precyzja) jako zestaw nieod-
dzialywujacych pomiedzy soba zespolonych lokat kapitatowych. Wniosek 6w
oznacza, ze W rozszerzonej przestrzeni fazowej mozliwa jest dekompozycja stopy
macierzowej R(t) = C(t)+D(t), przy ktorej macierz przeplywoéw C(t) jest zero-
wa. W przypadku stalych w czasie rézniczkowych stop macierzowych baza, w
ktérej mozna uzyskac ten obraz, takze nie bedzie si¢ z czasem zmienia¢. Podob-
nie jak w tradycyjnej matematyce finansowej, czesci rzeczywiste niezerowych
elementéw zdiagonalizowanej macierzy stop beda mierzyc stopien strat badz
zyskow dotyczacych zespolonych lokat, za$ czeSci urojone beda informacija o
periodycznosci zmian w proporcjach miedzy skladowa rzeczywista lokaty kapi-
talowej, a jej skladowa urojona. Razdym takim okresowym zmianom proporcji
skladnikoéw zespolonej komponenty kapitalu bedzie towarzyszyt inny zespolony
odpowiednik, o wspoélrzednych do niego sprzezonych. Ewolucje rzeczywistego
kapitalu koszyka najlatwiej obserwowa¢ dokonujac jego dekompozycji w bazie
zespolonych wektoréw wlasnych stop macierzowych. W procesach, dla kto-
rych roézniczkowa stopa macierzowa posiada wartoéci wlasne o nieznikajacej
czesci urojonej, odpowiednie skladowe rozwiazania rownania ruchu przemiesz-
czaja si¢ w przestrzeni fazowej po torach w ksztalcie spiral logarytmicznych.
Przyklad 5.1 obrazowal taka sytuacje dla wartosci wlasnej o zerowej cze¢sci
rzeczywistej (spirala staje si¢ wtedy okregiem). Poprzez wybor stosownych mo-
mentéow wejscia i wyjécia z procesu oscylacje takie, po identyfikacji, moga byc
wykorzystywane jako szczegolnie efektywny mechanizm powigkszania kapitalu,
podobny w skutkach do dzwigni finansowse;j.

Wyzej naszkicowany finansowy obraz koszyka jest prosty, bo skalarny, cho¢
abstrakcyjny, bo zespolony. Jesli nie mamy na niego ochoty, pozostaje nam
stosowac stopy macierzowe o elementach rzeczywistych.

6.1. Symulacja procesu Rozwazmy pewien dowolnie wybrany czterowy-
kapitalowego miarowy proces kapitalowy. By zapewnic jego pel-

na dowolnoé¢, autor wygenerowal elementy ma-
cierzy rzeczywistej 4 przy pomocy generatora liczb losowych o réwnomiernym
rozkladzie na odcinku [—1, 1]. Elementy diagonalne macierzy okreslily macierz
wzrostow D, a pozadiagonalne — macierz przeplywéw C. Suma tych macie-
rzy jest ponizej wypisana roézniczkowa stopa macierzowa o wspotczynnikach
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niezaleznych od czasu

2.0715 —-0.7798 —0.2367 —0.9461
0.0495 —-0.2119 0.2992  0.1812
0.7610  0.4616  1.8802  0.1764
—0.3796 —0.5208  0.8118 —0.4093

R =

W biezacym przykladzie liczby sa wypisane do czwartej pozycji po przecinku.
Wartosci wlasne macierzy R i odpowiadajace im wektory wlasne sa nastepu-

jace:
M =X = 2.1416 + 0.63161,

A3 =M\ = —0.4764 + 0.26057,

vi=vy = (1, 0.0003 —0.1563i, 0.2498 — 1.06357, —0.1369 — 0.27277),
vy=v; = (1, —0.6328 —1.3305i, —0.4650 4 0.15057,  3.3308 + 0.78374).

Nie wprowadzajac dalszych zalozen'’ zwiazanych z rynkiem, mozemy przyjaé
w rozszerzonej przestrzeni fazowej C* norme || k(t)|| = 2?21 k;j(t) k;(t), zgodna
w jej podprzestrzeni rzeczywistej R* z norma euklidesowa. Funkcja ta indukuje
norme dla odwzorowan liniowych (7.11), ,rozrézniajaca” jedynie amplitudy]3
jednowymiarowych proceséow skladowych. Wtedy odpowiadajace tej normie,
najbardziej interesujace komponenty koszyka (takze rzeczywistego, z przestrze-
ni fazowej R?) leza w dwuwymiarowej podprzestrzeni rozpietej przez wekto-
ry vi, vo i wszystkie posiadaja stope zmian o wartoSci bezwzglednej rowne;j

|R|| = |A\1| = 2.2328, a okres T oscylacji komponenty rozwiazania réwnania
ruchu, nalezacej do optymalnej podprzestrzeni, jest stosowna funkcja argumentu
warto$ci wlasnej o najwigkszym module T'= % =21.9087. Pozostale sklado-
we rozwiazania, przy czterokrotnie mniejszym czynniku wzrostu (]3| =0.5430),
moga zosta¢ wykorzystane do przepompowania kapitalu, bowiem oscyluja dzie-

. : ’_ 27 —
wie¢ razy szybciej (17 = TareOa) = 2.3789).

6.2. Romentarze Przedstawione ujecie proceséw ewolucji koszykéw stanowi

odpowiedni punkt wyjécia dla badan nad finansowymi nie-
zmiennikami rzutowymi, patrz rozdzial 1, ktére powinny pozwoli¢ uszeregowac
rozne koszyki w celu ich warto$ciowania.

W przypadkach braku Scistych rozwiazan dla opisu ewolucji koszyka przy
pomocy ukladéw liniowych réwnan réznicowych (rézniczkowych), mozemy sto-
sowac¢ standardowe metody rachunku perturbacyjnego, od dawna z powodze-
niem wykorzystywane przez fizykéw'*. Polegaja one na dekompozycji macierzy
R(t) = Ro(t) + ARy (t) na czed¢ Ry(t), dla ktérej znane jest Scisle rozwiaza-
nie rébwnania ruchu, oraz na zaburzenie A R(¢) tak, aby podanie rozwiazania

2yzorowanych na rozdziale 1

Bezyli wartoéci bezwzgledne
Mz0b. np. [BF75]
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réwnania jedynie z dokladno$cia do reszty O(A\") (dla pewnego n) satysfakcjo-
nowalo praktykéw. Z tego powodu Sciste rozwiazania rownan maja znaczenie
szersze, niz mogloby to wynika¢ z opisé6w dotyczacych ich modeli.

Pojecie stopy macierzowej dopuszcza stosowanie modeli stochastycznych,
co rozszerza mozliwosci opisu inwestowania. Elementy macierzy R(t) staja sie
wtedy zmiennymi losowymi, a to pozwala realistyczniej odzwierciedla¢ zjawiska
rynkowe.



Rozdzial 8
( Duwoistos¢ konwencji kredytowania

Popularne techniki rachunkowe, stosowane do wyznaczania rat kredytow, moga
prowadzi¢ do blednej interpretacji parametréw kredytowania. Stanowi to przy-
czyne kontrowersyjnych ocen kosztow kredytu, badz uciazliwosci splat jego
rat'. W tym rozdziale sprobujemy wyjaéni¢ powiazania formalne, istniejace po-
miedzy strukturalnie r6znymi modelami splat zobowiazan kapitalowych. Aby
podejécie do zagadnienia klasyfikacji sposobow kredytowania bylo mozliwie
najszersze przyjmijmy, ze okreslenie kredyt bedzie tu synonimem wszystkich,
roztozonych w czasie, form rozliczania (przy pomocy pieniadza) zaciagnietych
zobowiazan (niezaleznych od czynnika losowego). Oprécz kredytéw termin ten
bedzie obejmowal takze pozyczki, renty, obligacje, lokaty itp..

§ 1. Rapital a czas

W celu poréwnywania wartoéci tego samego dobra w réznych chwilach
czasu’, mozemy wykorzystaé idee uzytecznosci, w wersji podobnej do, znanej
od pélwiecza, koncepcji Johna von Neumanna [vINM53].

Zasada rownowaznosci kapitalu w czasie. Razdy i-ty uczestnik dziatalno-
sci gospodarczej wie, ile najwyzej pieniedzy (kwota U(ty,t) w jednostkach
$1,) jest w stanie pozyczy¢ (badz ile co najmniej gotéw jest przyjac) w chwi-
lity, aby w pozniejszej chwili t odzyskac (lub zwrécié) jednostke pieniezna

18,

Rwote ta, bedaca funkcja czasu i zaleznej od czasu subiektywnej wartosci jed-
nostki pienieznej w przyszlosci, bedziemy nazywaé uzytecznosciq pieniadza
dla i-tego podmiotu, oraz oznaczac jako:

(8.1) uzyteczno$¢, (to, $,) = U;(to, 1) $;, dla ¢y < t.

Izob. np. [KP95]
2odmierzanych jednostkami czasu wzorcowego (str. 57)

134
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Poniewaz znaczenie indeksu ¢ bedzie nieistotne, lub bedzie wynika¢ z kontekstu,
zostanie on pominiety.

Jezeli pojecie ,uzyteczno$¢” ma byé uzyteczne potrzeba, aby funkcja U(ty,t)
charakteryzowala si¢ kilkoma ogo6lnymi wlasnosciami, ktére nalezy traktowacé
jako warunki konieczne, okreslajace uzyteczno$¢ kapitalu w czasie.

Wlasnosci funkcji uzytecznosci:

Monotonicznosc - jesli t; <ty to U(to,t1) > Ul(to, ta).
Ul(to,t) jest malejaca funkcja drugiego argumentu. Dla ustalonego no-
minalnie kapitalu oznacza to, ze czym bardziej jest on czasowo odlegly,
tym mniejsza jest jego obecna uzytecznos¢. Uzytecznos$¢ pieniadza prze-
wyzsza jego wartosC osiggana z tezauryzaciji.
Istnienie kresu gornego - Ul(to,ty) = 1.
Uzyteczno$¢ terazniejszego kapitalu jest rbwna jego wartosci.
Istnienie kresu dolnego - lim, .., U(ty,t) = 0.
Terazniejsza uzyteczno$¢ dowolnie odlegtego kapitalu jest znikomo ma-
fa.
Duwie ostatnie wlasnosSci oznaczaja, ze dla ¢t > ¢, wartosci funkcji uzy-
teczno$ci naleza do odcinka jednostkowego, U (to,t) € (0, 1].
Racjonalnos¢ oczekiwan - dla kazdej chwili poéredniej 7 € [t, t] za-
chodzi wlasnosc¢:

(8.2) uzyteczno$c(ty, $;) = uzytecznosé(ty, uzytecznose(r, $;)).

Oczekiwana uzyteczno$¢ pieniadza $; powinna by¢ réwna oczekiwa-
nej uzytecznoéci kwoty, réwnej uzytecznosci pieniadza $; dla dowolne;j
chwili 7, ¢ty <7 <t. Czyli uzyteczno$¢ ma strukture polgrupy.

Istnienie elementu odwrotnego - w zagadnieniach o charakterze de-
terministycznym (tylko takie wystepuja w prezentowanym tekscie), dla
czasow t wezesniejszych od t (¢ < ty), postulujemy funkcje uzytecznosci
okreslona nastepujaca formula:

-1
Ulto,t) == (U(t, o)) .
Tym samym przyjmujemy, ze uzyteczno$¢ posiada strukture grupy.
Poszerzmy dziedzine funkcji uzytecznosci na dowolne wielkosci kwot pienigz-
nych oraz zal6zmy dalej, ze kredytodawce cechuje liniowa w drugim argumen-

cie funkcja uzytecznoséci pieniadza, to znaczy ze dla kazdej arbitralnie okreslone;j
kwoty pienieznej A $;, gdzie A €R", zachodzi réwnosé

uzyteczno$é(to, A $;) = A uzytecznosé(ty, 3;),
czyli, uwzgledniajac notacje (8.1), mamy

(8.3) uzytecznos$é(to, A$:) = A Ulto, t) $4,-
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Wilasnos¢ racjonalnosci oczekiwan (8.2) prowadzi w tym przypadku do prawa
facznosci, a liniowos¢ (8.3) do nastepujacego prawa skladania uzytecznodci’:

Ulto, ) U(1,t) = Ulto, ).

Potwierdza to konsystencje¢ zalozenia z warunkiem istnienia elementu odwrot-
nego.

W przypadku kredytobiorcy wlasnoéc¢ liniowosci nie musi zachodzi¢. Czesto
jego funkcja uzytecznosci pieniadza jest wypukla funkcja A, czego konsekwencja
jest zgoda na splate kredytu w ratach. Wyznaczenie uzytecznosci pozyczonej
kwoty, w spos6b analogiczny do (8.3), wymaga istotnych modyfikacji, w za-
leznosSci od skali pozyczki i mozliwosci kreowania kapitalu. Zagadnienie to nie
bedzie przedmiotem rozwazan tej ksiazki.

7. wyzej przedstawionych powodéw nazwiemy kredytodawce bankiem, a
kredytobiorce klientem.

Logarytm funkcji uzytecznosci U (to,t) jest przedziatowaq stopa dyskonto-
wq'. Wielkoé¢ ta umozliwia korzystanie z wlasnoéci grupowych uzytecznosci
w postaci addytywne;.

1.1. Przyklad: funkcja W sytuacji, gdy rézniczkowa stopa dyskontowa, zgod-
uzytecznosci dla stalej nie z ktéra bank uzycza gotowke, jest stala i wynosi
stopy dyskontowej r (czyli przedzialowa stopa wynosi 7(ty — t)), uzy-

teczno$¢ pieniedzy dla banku ma nastepujaca po-
stac:

(8.4) Ulty, t) = e"to=),

By otrzymac¢ warianty wszystkich ponizej prezentowanych formul dla stalej sto-
py, we wszystkich wzorach nalezy dokona¢ podstawienia (8.4). Gdyby stopa
byla zmienna, U(ty,t) mozna by wyznaczy¢ przy pomocy stosownej formuly,
wybranej spo$rod wzoréw zamieszczonych w [KP99], gdzie znajduje sie takze
krotkie uzasadnienie wyrazenia (8.4).

Teoria uzytecznosci von Neumanna wspiera si¢ na uzyteczno$ciach miesza-
nych, bedacych stosownymi kombinacjami wypuklymi, generowanymi przez
loterie. Warto jest wiec zauwazy¢, ze jezeli odcinek czasowy [to, ty) podzielimy
na N krotszych odcinkéw [tg,t;11) o dowolnej diugosci, gdzie ¢, € [ty,ty), to
otrzymamy ciag

L U(to,tl_l) — U(to,tl) dla Z<N,
(8.5) ulto, 1) = { Ulto, tn—1) dla [=N,

ktory jest rozkladem jedynki, bo 21111 u(to, t;) = 1, wiec sama funkcja U (to, ;)
posiada wszystkie wlasnoéci dystrybuanty. Uzytecznoé¢ U(ty,t;) mozemy in-
terpretowac jako prawdopodobienistwo uzyskania jednostki pienieznej 1$;, w

3por. whasnosé (1.2)
*z0b. str. 38
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chwili tg, w zamian za gwarancje zaplaty w chwili ¢ kwoty 1$; za prawo udzia-
tu w loterii prowadzonej przez bank.

§ 2. Podstawowe formy kredytowania

Najprostszy wariant umowy kredytowej mozna scharakteryzowac¢ w naste-
pujacy sposob:

Rredyt prosty. W chwili t, bank przekazuje klientowi do dyspozycji
kwote ko$,,, w zamian za co klient jest zobowiqzany zwréci¢ bankowi
w pozniejszej chwili czasu t; kwote ki $;,. Bankiem jest taki kredytodaw-
ca, dla ktérego kwota pozyczona ky$;, jak i zwracana ki $;, sq rownie
uzyteczne.

Uzyteczno$¢ pieniadza dla banku spelnia (8.3), wiec

(86) k?() $t0 = UZyteCZHOéé(to, k?l $t1) = U(to, tl) k?l $t0, CZgli

(87) kl - U(tl, to)k’o.
Bardziej rozbudowana jest nast¢pujaca forma kredytowania:

Rredyt zlozony. Bank zawiera z klientem umowe o N kredytach pro-
stych, z ktorych kazdy rozpoczyna sie w chwili t,. m-ta umowa kredytu
prostego, gdzie m=1,..., N, konczy sie w chwili t,,, dotyczy przekazanej
klientowi kwoty k., w zamian za ktérq klient zobowiqzuje sie zwroécic¢
kwote k,,.

Nie pomniejszajac ogdlnoéci opisu, kolejne skladowe kredyty proste ponu-

merujemy chronologicznie, wigc ¢y <t; <...<ty. W tym przypadku réwnosé
uzytecznoéci dla banku kwot pozyczanej i odzyskiwanych wyraza si¢ wzorem:

N
(8.8) koS, = > Ulto, tr)ki s,

=1

. N
edzie ko := >, _; kom-

Ze wzgledu na liniowos¢ funkcji uzytecznosci pieniadza dla banku wystarczy
rozliczanie kredytu przedstawia¢ dla jednostki pienieznej $;,. Definiujac

f U(t(z Wk
0

zwiazek miedzy splatami kredytu mozna przedstawic¢ nastepujaco
(8.9) k= fiU(ti, to)ko,
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. N
gdzie >, fi=1.

Podanie sekwencji {U(to,t1),...,U(to,tn)} oraz wyznaczenie ciagu
k:={ki,...,ky} w pelni okresla proces splacania kredytu.

Ciag f := {f1,..., fn} jest rozkladem jedynki. Czynniki f; mierza wklad
[-tego kredytu prostego do calej sumy ky udzielonego kredytu zlozonego.

W rzeczywistosci podmioty gospodarcze korzystaja z nastepujacej formy
kredytowania.

Akcja kredytowa. Bank zawiera z klientem umowe o M kredytach zlo-
zonych, ktére rozpoczynajq sie w chwilach ty, s=1,..., M, przekazaniem
klientowi kolejnej kwoty k, traktowanej jako odpowiednik sumy k, z kon-
strukcji kredytu ztozonego. Sptata dtugu jest suma splat, wynikajqcych ze
sposobu sptaty kazdego z M kredytow ztozonych.

§3. Rozne spojrzenia na kredyt

Powyzszy sposob spojrzenia na kredyt mozna scharakteryzowac nastepuja-
co:

Ronwencja z kapitalizacja. Jest to sposob rozliczania kredytu wedlug
standardu, w ktérym koszty kredytowania sq uwzglednione przez stosow-
nie okreslonego czynnika U (uzytecznosci banku), i uiszczane w chwilach
zwrotu odpowiednich rat k,,.

Nie jest to jedyne ujecie. Kredytowanie mozna rozlicza¢ w ujeciu odmien-
nym, rozpowszechnionym wsréd praktykow, ktére wyznacza taka zasada:

Ronwencja bez kapitalizacji. Rwote zaciqgnietego kredytu mozna sptacic
w ratach, uznajqgc ze nominalna wysokos¢ dtugu nie narasta z uptywem
czasu, zas koszty kredytowania stanowiq odrebnq forme kapitatu, propor-
cjonalnq do dtugu i splacang na biezqco w formie odsetek.

W konwencji bez kapitalizacji nie istnieje problem kapitalizacji ztozone;.
Wielkosci dotyczace tej konwencji w obszarze tego rozdzialu beda wskazywane
podkresleniami ich oznaczen.

Wydaje si¢ ze, abstrahujac od wszelkich form gwaranciji kredytowych, spo-
tykane w praktyce typy umoéw kredytowych mozna opisac¢ jako konkretna akcje
kredytowa. Aby dobrze uja¢ wzorami sposoéb jej rozliczania, warto najpierw
rozwazy¢ zagadnienia zwiazane z podstawowa forma kredytu, jaka jest kre-
dyt zlozony. Gléwnym problemem, ktéremu jest poSwigcona ten rozdzial, jest
wigc zwiazek miedzy dwoma odmiennymi opisami: konwencja z kapitalizacja
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i konwencja bez kapitalizacji. W celu powiazania zaleznoéci ilosciowych mie-
dzy konwencjami, trzeba najpierw wypisa¢ wzoér na [-ta rate splaty kredytu
zlozonego w konwencji bez kapitalizaciji, czyli odpowiednik wzoru (8.9).

Zgodnie z definicja konwencji bez kapitalizacji okreslmy kwote, jaka powi-
nien wplaci¢ do banku klient w chwili #;.

Zal6zmy ze umowa dotyczy splaty kredytu kg $9 w N ratach proporcjonal-
nych do elementéw ciagu f == {f ,...,f }, ZZJLL = 1, gdzie [-ta rata jest
splata f , czeSci wartosci nominalnej udzielonego kredytu, czyli kwota f lko $:,.
Wezeéniej, w chwili ¢;_q, po uregulowaniu wszystkich zobowiazan wobec ban-
ku, czesé¢ kredytu pozostajaca do splaty powinna by¢ nominalna suma wszyst-
kich pozostalych rat kredytu, czyli

N N
Zipko $:,_, = uzytecznodé(t; 1, Zipko $i_ )
p=l p=l

Do chwili ¢; uzyteczno$¢ owego kapitalu dla banku zmaleje do kwoty

N N
uzyteczno$é (i, Zipko $:,) = Zipko $y,.
p=l p=l

Strate wynikajaca ze zmiany uzytecznodci pozostajacego do splacenia kredytu,
czyli réznice owych kwot oraz podstawowa rate kredytu f ko$:, uiszcza klient
w chuwili ¢;. Tak wigc suma pieniedzy przekazanych do banku w chuwili ¢; jest
rowna

N
kl$tl - ilk?() $tl + Zipk’o ($tl—1 - $tl)’
p=l

Rownos¢ powyzsza ma jedynie sens skrotowego zapisu dotyczacego jej wy-
wodu, bowiem kwoty, ktorych skladniki wyrazone sa w roéznych jednostkach,
nie wiaze jedna miara warto$ci — poszczegdlne podmioty rynkowe roznie je
wyceniaja. Nie mozna dodawac¢ do siebie wielkosci okreslonych przy pomocy
rozniacych si¢ jednostek. Poréwnywanie lewej strony z prawa jest poprawne
dopiero w kontekscie uzytecznoSci odpowiednich kwot, okreslonej w dowol-
nej, lecz wszedzie jednakowej chwili czasu. Po wyliczeniu liniowej uzytecznosci
skladnikow obydwu stron ostatniej ,rownosci”, np. dla chwili ¢y, otrzymamy:

N
(8.10) ko= fko+ (Ut tia) — 1) Zipko'

p=l
Czynnik U(t;,t,_1)—1 jest przedzialowa stopa procentowa (badz, z punktu wi-
dzenia banku, dyskontowa) z dolu’. Wzér (8.10) wyraza najczesciej stosowany
sposob wyznaczania scenariusza kredytowego’.

Sz0b. [KP99]
®por. np. z formulami (4.17) i (4.18) w [DS96]
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Prawidlowo$¢ powyzszego wzoru mozna sprawdzi¢ obliczajac uzytecznosé
dla banku wszystkich rat splaty kredytu. Powinna ona by¢ réwna kwocie udzie-
lonej pozyczki. Wygodnie jest jednak wczes$niej wprowadzic¢ nastepujaca notacje
Iversona [GKP96|.

Niech symbol [zdanie] bedzie funkcja rowna 1 w przypadku gdy zdanie jest
prawdziwe, a 0 gdy tak nie jest.
Otrzymamy wtedy:

N
(8.11) uzyteczno$é(t, Z 1 $,) =
N N
Z (t1, o) I+ ( (tlfhto)—U(thto))Zip)ko&o =
=1 p=l

DO

=1

tl 1, to) [l <p] (U(tl_l, to) — U(tl, to)))ka’o $t0 =

viMz

N
= Z U(to, to)ipk’o $t0 - ko $t0-
p=1
Czyli sposob splaty kredytu zostal prawidlowo opisany.
Na powyzszym przykladzie mozna zauwazyc przydatno$¢ rachunku macie-
rzowego dla prezentacji kredytow, dlatego dalsze analizy beda oparte na ideach
algebry liniowe;j.

§4. Zagadnienie rownowaznosci konwencji

Nasuwa si¢ zasadnicze pytanie: jak kredyty opisane w konwencji z kapi-
talizacja przedstawi¢ w jezyku konwencji bez kapitalizacji. Mozna rozwiazaé
te zadanie odwracajac tatwe do okreslenia zagadnienie odwrotne. Opisy beda
rownowazne wowczas, gdy poszczegdlne pelne kwoty splat kredytu w obydwu
przypadkach zostana okreslone w identycznych kwotach. Przyréwnanie formul
(8.9) 1 (8.10) prowadzi do nastepujacego zwiazku pomiedzy réwnowaznymi roz-
ktadami jedynki

N
(8.12) fi=> At
s=1

gdzie
A= A(U(to,tl_l))LS =[l=5] U(to,tiz1) + [I<s](U(to,ti1) — Ulto, t1)).
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Wzor (8.12) pozwala opisaé¢ kredyt o formule (8.10) w konwencji z kapitaliza-
cja wyjas$niajac, czym sa odpowiednie wagi f; rozkladu pozyczonego kapitaltu.
latwo sprawdzi¢, ze macierz A jest macierza stochastyczna (czyli suma wyra-
zen w kazdej kolumnie jest 1). Wlasnos¢ ta jest rownowazna wczedniejszemu
dowodowi (8.11) poprawnoéci wzoru (8.10).

Macierz A ma struktur¢ macierzy M opisanej w §5 Uzupelnien, zatem
spelnia zamieszczone tam twierdzenie o istnieniu izomorfizmu, czyli

(8.13) <A(U(t0, tl_l))) = A(1/U(to, ti1)) = A(U(ti_1, to)).

Formula wyrazajaca wagi f , brzez wagi f1 jest wigc nastepujaca

(8.14) = [I=5] U(tiz1.to) + [1<s] (U(tiz1.to) = Ulti, to)) f

s=1

Postawiony w tym rozdziale problem zostal rozwiazany.

Pozostaly do przedstawienia konsekwencje wynikajace z réwnowaznosci
konwencji opisu kredytowania, mogace zainteresowa¢ amatoréw rachunkow.
Zacznijmy od wypisania jawnej postaci stwierdzonego izomorfizmu, ktorej od-
gadniecie nie jest trudne zwazywszy, ze wyrazy diagonalne macierzy A sa jej
wartoéciami wlasnymi (cecha macierzy trojkatnych), wiec wystarczy rozwia-
za¢ zagadnienie jej wektorow wlasnych. Rezultat takich obliczen wykorzystuje
twierdzenie o postaci izomorfizmu, zamieszczone w §5 Uzupetnien. Macierz
([r <s]) z twierdzenia o postaci izomorfizmu pozwala przejs¢ do wspolrzed-
nych, opisujacych zalezno$¢ pomiedzy konwencjami w postaci zwarte;j.
Definiujac Fi_, := 3N | [I<s] f., cayli

(8.15) Z fo=1— [1#0] Zf

s=Il+1

oraz F; =N [I1<5] [, czyli

N l
(8.16) Fo= ) f =1- [1#0] Z

s=Il+1 s=1

gdzie wzory odwrotne na mocy twierdzenia o postaci izomorfizmu sa:

(8.17) fi=> (li=s] = [l+1=s]) F.sy = Fy— [I#N] F,

818)  f,=> ([l=s] - [l+1=s]) F,, = F,,— [I[#N] F,
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otrzymujemy prosty odpowiednik réwnan (8.14), badz (8.12), w postaci

(8.19) F = Ulto,t)) E,.

Indeksy elementéw ciagéw F' i F naleza do zbioru {0,..., N—1}, by wskazy-
wac chwile, w ktorych pozostala do splacenia odpowiednia cz¢$¢ udzielonego
kredytu. Zaleznoéci (8.17) i (8.18) pomiedzy f, f i F, I sa wtedy takie same, jak
miedzy v i U w definicji (8.5). Ciagi F' i F zbudowane z wag rozkladu kredytu
przedstawionych w odpowiedniej konwencji, sa, w jezyku rachunku prawdo-
podobienstwa, dystrybuantami dyskretnej zmiennej losowej, ktéra w prezen-
towanym problemie przyjmuje wartosci kolejnych chwil czasu splaty kredytu,
wystepujacych w porzadku malejacym (pdzniejsze chwile przed wczesniejszy-
mi). Dlatego kredytowanie latwiej zrozumie¢, analizujac proces splaty wspak
do jego chronologii.

Zalezno$¢ (8.19) posiada naturalna interpretacje. W przypadku unormowa-
nej do jednostki pienieznej kwoty kredytu (czyli ky = 1), gdyby przerwac splaca-
nie rat w chwili ¢; (po uregulowaniu wszystkich zobowiazan), to kapital dluzny
bankowi wynosilby wtedy £, $;, (w konwencji bez kapitalizacji) i bytby rowny
(w konwencji z kapitalizacja), zrewaloryzowanej przez bank do tej chwili, sumie
rat pozostalych do splacenia (czyli U(t;, 1) F; $s,).

Wzér (8.19) jest wiec identyczny z formula (8.7), obowiazujaca dla kredytu pro-
stego?!

Podobnie mozna interpretowaé, odnoénie chwili ¢y, zalezno$¢ (8.19) w jednost-
kach $;,. Ta, dwoista (patrz nizej) wzgledem przedstawionej, interpretacje autor
pozostawia do sformulowania czytelnikowi.

Zwarty zwiazek w postaci (8.19) wydaje sie bardziej przejrzysty, niz row-
nowazne jemu standardowe formulowanie etapéw splaty kredytu w konwenciji
bez kapitalizacji, za pomoca wzoru (8.10). Zdaniem autora, réwnanie (8.19)
powinno by¢ punktem startowym kazdej teorii kredytéow, gdyz, zaopatrzone je-
dynie w stosowne dodatkowe definicje, pozwala wywies$¢ szczegdlowe formuly
kredytowania z zalozen, ktérych czytelnosc¢ i prostota sa ewidentne.

§ 5. Dwoiste typy kredytéw

Istnieje wiele konkretnych sposobéw wykorzystania formuly (8.19). Czes¢ z
nich to zagadnienia dotyczace wyboru scenariusza, okreslajacego kolejne raty
splaty zadluzenia, optymalnego dla kredytobiorcy. Rozwazenie takich przypad-
kéw wymaga starannego przeanalizowania funkcji uzytecznosci klienta, dlatego
przedstawione zostanie w odrebnym artykule.
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Poczynione ogolne spostrzezenia i wyprowadzone w poprzednich rozdzia-
tach formuly pozwalaja przej$¢ do przedstawienia przykladéow ich zastosowan,
dotyczacych podstawowych przypadkoéow pozyczek.

Zdefiniowane nizej typy kredytowania w parach: (F, F), (f, f), (F>, £*)i
(k, k) sa do siebie dwoiste, ze wzgledu na analogiczne definicje w odmiennych
konwencjach. Jest to skutkiem zachodzacej symetrii pomig¢dzy wyrazeniami na
FiF.

Aby symetria ponizszych typéw byla pelna, nalezy wprowadzi¢ do rozwazan
jeszcze jeden nowy obiekt charakteryzujacy kredyt, ktéry bytby obiektem dwo-
istym do k, czyli do wartoéci realnych (skapitalizowanych) rat kredytu, zwra-
canych kolejno, a okreslonych réwnaniem (8.9). Okazuje si¢, ze sa nim realne
wartosci dla banku w chwili ¢y podstawowych rat kredytu, zwracanych zgodnie
z konwencja bez kapitalizacji. Oznaczmy te raty przez k := {ky,..., kx}.

Uzyteczno$¢ rat podstawowych, w odniesieniu do momentu udzielenia kre-
dytu, jest nastgpujaca

(820) El = il U(to,tl) k?().

Zaleznos¢ f od k dla konwencji z kapitalizacja, patrz (8.9), ma swoj odpowiednik
w konwencji bez kapitalizacji, w postaci wzoru (8.20).

Warto takze wprowadzi¢ definicje dwoista do (8.5), czyli nastepujacy rozklad
jedynki

Q(tl,to) = U(tl_l,to) - [l 7é N] U(tl,to).

Oto 9 podstawowych typéw kredytéw (oznaczenia literowe typu kredytu
wskazuja na staly w trakcie splat parametr, czyli niezmiennik kredytu):

5.1. F-kredyt: Emitent obligacji z formalnego punktu widzenia jest
Obligacje o zmiennym klientem, cho¢ sam jednoczesnie aktywnie decyduje
oprocentowaniu o odpowiadajacej mu postaci U(ty,t). Odsetki pla-

cone sa w kolejnych N terminach.
Pozostale parametry obydwu konwencji dotyczace obligacji wyliczamy na pod-
stawie wzordéw, ktérych numery zostaly uwidocznione nad strzalkami majacymi
wskazywac implikacje.

k, = [[=N|Ul(ty,tn) kg «—— = |[=N| «—— F;=1 ——
by = [I=N Ulto, t) ko (8.20) = 1=N] 8.16) 8.19)

— F=U(to,t)) —— fi=ulto,t;)) — ki =ulto, ;) U(ts,to) ko.
(819) l (O l) (817) fl (O l) (89) l (0 l) (l 0) 0

Dla obligacji o stalym oprocentowaniu mamy U (t;,t,—;) = constans.
W granicy N — oo otrzymujemy nastepny typ kredytowania.
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5.2. F*-kredyt: Ten typ kredytu moglibySmy takze nazwac ren-
Obligacje nie datowane ta wieczysta, albo wieczysta dzierzawa. Powyzsze
wzory przybieraja postac:

El :ilzoa El: 17 E:U<t07tl)7

fi=ulto,tr), k= (U(t;,ti-1) — 1) ko.

Parametr f wykazuje ulomnoé¢, bowiem w granicy traci wlasnos¢ rozkladu
jedynki.

5.3. F-kredyt: Typ ten wyjasnia, w konwencji bez kapitalizacji, najprostsza
Kredyt prosty forme kredytu, jaka jest wczesniej zdefiniowany kredyt prosty.
Ulatwia to zrozumienie wystepujacej w teorii
procentu zaleznosci miedzy procentem skla-
danym (konwencja z kapitalizacja), a procen-
tem prostym (konwencja bez kapitalizacji). In-
teresujace jest tu takze pojawienie si¢ ujem-
nych wag rozkladu f, ktore interpretujemy ja-
ko pobranie od banku dodatkowego kapitatu
w okresie splaty (jest on rowny odpowiednim
odsetkom, wigc operacja ta w rzeczywistosci
nie zachodzi).

Analogiczny jak w poprzednich typach
ciag zaleznosci miedzy parametrami prowa-
dzi do wzorow:

ki= [l=N]Ul(tn,to) ko, fi= [[=N], F,=1,

El = U<tl7t0>7 i = Q(tlatO)a El = U(t()atl) Q(tlatO) kO'

!
Mozna bytoby wypisac, tak jak w omoéwieniu £-kredytu, strzaltki implikacji opa-
trzone stosownymi numerami formul, lecz jest to juz zbedne, bowiem zaleznosci
powyzsze wynikaja z tamtych rachunkéw na mocy twierdzenia o istnieniu
izomorfizmu'. Dlatego wzory opisujace F-kredyt sa w pelni symetryczne do
zalezno$ci wystepujacych dla F-kredytu. Zastosowanie w nich podstawienia
ko="U/(to, tn)k:, gdzie k; jest nominatem obligacji, pozwala otrzymaé parametry
obligacji zerokuponowych, ktére oferowane sa z wynikajacym z podstawienia
dyskontem.

“patrz wlasnos¢ (8.13)
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5.4. F>-kredyt: Do tego typu kredytowania prowadzi przejScie w kredy-
Niesplacany dlug cie prostym do granicy N — co. Wtedy poprzednie wzory
redukuja sie¢ do postaci:

k=f=0 F=1 E =Ut,t),

[, =ultot), k= (U(tizr, 1) — 1) ko.

Parametr f wykazuje ulomnoé¢, bowiem w granicy traci wlasnos¢ rozkladu
jedynki.
Rredyt ten wykazuje dwoisto$¢ wzgledem F*>°-kredytu.

5.5. f-kredyt: Rredyt Stosujac wzory w tej samej kolejnosci, jak w omo-

o nominalnie stalych wieniu pierwszego typu kredytowania, otrzymujemy

ratach kapitalowych nast¢pujaca postaci wszystkich charakterystyk kre-
dytu

1 1
Ez:NU(tmtl) ko L:N

—

l l
— El:l_ﬁ — Fzz(l—ﬁ)U(to,tz) —

l 1
- fi= (1 - N) u(t0>tl) + N U(t()?tl—l) -

l 1
— k'l = (1 — N) (U(tl,tlfl) — 1) ko -+ N U(tl,t171> kO'

Ta forma kredytu bankowego nalezy do najpopularniejszych.
W przypadku N — oo otrzymamy juz opisany F*°-kredyt.

5.6. f-kredyt: Rredyt Jako model dwoisty do f-kredytu, spelnia on naste-
o realnie stalych pujace wzory

ratach splaty 1

1
ki =— Ult,to) k = —
l N (170) 0 fl Na

l l

Ezl_ﬁ7 El:(l_ﬁ) U(tl7t0)7

il = (]_ — i) Q(tl, t()) + i U(tl—la tO))
N N

El = (1 - %) (U(tlfl,tl) - 1) k’o —+ % U(tlfl,tﬂ k’o.
Przy uzytecznoéci klienta upodabniajacej si¢, w trakcie splaty kredytu, do uzy-
tecznoSci banku, obciazenie klienta zmierza do réwnomiernego rozlozenia w
czasie.
Dla N — oo otrzymamy opisany F'*°-kredyt.
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5.7. k-kredyt: Rredyt Stala k; zostala tak dobrana, by suma ciagu f byla 1.
o realnie stalych Wzory sa, podobnie jak dla F-kredytu, nastepujace:
ratach kapitalouyych

k, = (Z Ulte,to)) " ko, f, = (Z Ults,t0)) ™ Ults, to),

Fr= Y Ultt) S Ulteto), F= (3 Ultete) S Ulty,t),
fi= O Ut te) " (1+ (Ut tir) = 1) Y Ulte 1),

k=) Ultete) " (14 (Ut tia) = 1) Y Ut o)) ko.

Typ graniczny jest £°°-kredytem.

5.8. k-kredyt: Rredyt Na podstawie dwoistoéci do poprzedniego modelu
o nominalnie stalych otrzymamy ponizsze formuly.

ratach splaty
N

ky = (Z U(to,ts))il ko, fi= (Z U(to,ts))il Ulto, 1),

s=1 s=1

N N N N

F=0Ultot) " Y Ultety), Er= (Y Ultots) " . Ultity),
s=1 r=Il+1 s=1 r=Il+1
il = (Z U(to’ts))_l (1 + (U(tl—htl) - 1) Z U(tl’tr))a
s=1 r=l
k=" Ulto,t) " (14 (Ut ty) = 1) Y Ulto, ) ko.
s=1 r=I

Podstawienie kg = SN U(to,t,) ko, gdzie k, jest nominalem pojedynczego
kuponu, prowadzi do formul opisujacych wartos¢ kompletu kuponéw odlaczo-
nych od obligacji (czy bankowych lokat terminowych). lacznie z parametrami
dla ,,ogoloconej” obligacji, wyznaczonymi w spos6b wspomniany przy prezen-
tacji F-kredytu, otrzymujemy pelny opis ewolucji czasowej wartosci tego typu
papieréow z kuponami.

Oznaczmy

q = Z U(to,ts>.

s=l+1
W granicy N — oo uzyskamy nowy typ kredytu.
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5.9. k>*-kredyt: W przypadku poprzedniego typu kredytu odpo-
Nominalnie stala renta wiednie graniczne wzory sa nastepujace:

wieczysta . . B
ki =< ko, fi=so Ulto,tr), F1=1¢ <,
- _ -1
El =S S U(tla tO)a Il =< (1 + Sl—1 Q(tl, to)),

k=" (1+ -1 (U(ti—r, 1) — 1)) ko

Dla typowych funkcji uzytecznosci, zmieniajacych si¢ wykladniczo w czasie,
wyrazenia graniczne ¢ istnieja, wiec przedstawione wzory sa poprawne.

Na tym zostaly wyczerpane wszystkie typy kredytow, ktorych niezmiennik
jest jednym z podstawowych i oméwionych tu ciagéw parametréw pozyczki (f,
F, k lub f, F, k).

Pomimo réwnowaznoéci réznych konwencji postrzegania kredytéw, mniej
popularna konwencja z kapitalizacja posiada nieznaczna przewage w postaci
prostszego ujmowania wiekszej liczby typoéw kredytowania (pie¢ sposérod dzie-
wieciu).

Algebraiczne powiazania podstawowych 9-ciu typoéw kredytéw

mozna przedstawi¢ przy pomocy ponizszego grafu w ksztalcie prze- ke
kreslonej litery 0. Wierzcholki grafu symbolizuja rézne typy kre- k

dytéw. Pionowe polaczenia wskazuja dwoisto$¢ typow, a ukoSne — E >
przejScia graniczne. Jednak strzalka nie wskazuje powiazania typow ¢ . F
dwoistych, lecz jedynie mozliwos¢ dokonania przejScia do formul ? ;
modelu wskazanego strzalka, przy pomocy ponizej sformulowane;j Yoo

zasady dwoistoéci. Cztery centralnie polozone w grafie typy dotycza
konwencji bez kapitalizacji, pozostale — konwencji z kapitalizacja. W
osi srodkowej sytuuja si¢ przypadki graniczne.

W podobny sposéb mozna opisa¢ wszystkie stosowane w praktyce kredyty
czy renty. Przydatne byloby polaczenie praktykowanych modeli w dwoiste pa-
ry. Moze okazaloby sie¢, ze brakuje na rynku kredytowym ofert, ktorych dwoiste
odpowiedniki z powodzeniem sa stosowane. Taki dwoisty ,nieznajomy” moégiby
okazac¢ si¢ atrakcyjnym narzedziem finansowym. Przedstawiony schemat mozna
takze stosowac jako technike generowania nowego typu kredytowania. W tym
celu wystarczy okresli¢ interesujaca posta¢ niezmiennika, a rachunki, analogicz-
ne do zaprezentowanych w biezacym rozdziale, pozwola otrzymac, wykorzystu-
jac dwoistoS¢ i przejScie graniczne, co najwyzej cztery nowe typy kredytow.

Zreasumujmy opisana wyzej wlasnos¢ sposobéw kredytowania przy pomo-
cy ponizszej zasady.

Zasada dwoistoéci kredytow. Dla okreslonej funkcji U(ty,t) kazdy kre-
dyt zlozony mozna opisa¢ rozktadem wag f (badz réwnowaznymi jemu
cigqgami parametréw F, k, f, F, czy k). Istnieje sposéb kredytowania f*
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dwoisty do niego, w ktorym konwencje z kapitalizacja i bez hapitaliza-
cji zamieniajq sie interpretacja splat, czyli parametry pozyczki dwoistej
majq nastepujqca postac:

rozktady, dystrybuanty, raty,
fU)=fU),  FU)=EUT), kU)=kU),

Lewe strony powyzszych réwnosci, zwiazanych z ré6znymi gustami definiowa-
nia kredytu (przy pomocy wag, dystrybuant, badz rat), dotycza konwencji z
kapitalizacja, za$ prawe — konwencji bez kapitalizacji.

-

2

s
5 .-.i ] L‘I““““ Wi

Na ograniczonych przedzialach czasowych, gdzie zawsze istnieje U~!, oczy-
wista wlasnoécia dwoistoéci jest jej inwolutywnod¢, to znaczy (k*)* = k. Ana-
logiczna powyzszej druga trojka réwnosci, z przestawionymi na lewe strony
gwiazdkami, nie wnosi wigc nic nowego ponad znane juz tozsamosci. Taka sa-
ma uwaga dotyczy przekladania indeksu ,~!'” na lewa strone kazdej z trzech
powyzszych réwnosci.

Przedstawione wlasnosci kredytéow obrazuja fakt, ze znajomos¢ twierdze-
nia o istnieniu izomorfizmu wystarcza do zrozumienia wszystkich, pozniej
wypisanych symetrii, a konczaca rozwazania zasada jest praktyczna konsekwen-
cja owego twierdzenia. Pami¢ta¢ jednak nalezy, ze zasada dwoisto$ci nie musi
obowiazywac dla przypadkow granicznych, gdyz istnieja takie ciagi rat kredytu
k, ze

(%)% # (K%)".
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§ 6. homentarze

e Uwzglednienie w rachunkach innych czynnikéw zmian uzytecznosci
pieniadza, na przyklad inflacji, nie przedstawia zadnych trudnosci. Wy-
starczy w odpowiednich wzorach dokona¢ transformaciji $; — U (¢, to) 3,

gdzie U(t;,tg) = ef:é HOLP r(t) jest odpowiednia rozniczkowa stopa
procentowa np. inflacji.

e W ramach uzytego w rozdziale formalizmu wszystkie spostrzezenia po-
zostaja prawdziwe dla dowolnych proporcji miedzy kolejnymi dlugo-
Sciami odcinkéw czasu, dzielacych chwile splaty kredytu. Splaty moga
wigc zachodzi¢ nierytmicznie.

e Rozne jakosciowo techniki rozliczania kredytu moga prowadzi¢, w przy-
padkach granicznych, do jednakowego kredytu wieczystego.

e Stosujac przedzialowa stope procentowa unikniemy probleméw wyni-
kajacych z niezgodnosci terminéw rat kredytu z okresami odsetkowymi
dla stopy procentowe;j.

e Wszystkie przedstawione w rozdziale wzory pozostaja prawdziwe dla
zobowiazan finansowych sprzedawanych z dyskontem. Kwote %, nalezy
wtedy wlasciwie interpretowac, np. stosujac wspomniane przy opisie
F-kredytu podstawienie ko = U(to, tn)k;.

e Prezentowany tu opis pozyczek daje si¢ zrandomizowa¢, co rozszerza
dziedzine zastosowan algebry kredytéow na ubezpieczenia, loterie i za-
klady bukmacherskie [Pio97].

e Istnieje continuum mozliwych konwencji opisywania kredytéw, ktore
definiuje dystrybuanta F'(«) o postaci

Fla)==aF+(1—-a)F

gdzie a € R. Analogiczne wzory dotycza definicji ciagow f(«a) i k().

e Powyzsze rozwazania mozna powtdrzyé w jezyku rzeczywistych prze-
strzeni rzutowych, ktérych punktami sa rézne kredyty. Podejscie takie
uwalnia sformulowania od wyréznienia a priori niektérych momentow
czasu (np. poczatku, czy kofica procesu). Spelnienie wspolzmienniczo-
Sci wzgledem odwzorowan rzutowych pozwala uniknaé¢ klopotliwych
paradoksow [Pio97].



Rozdzial 9
( Reprezentacja Bernoulliego

W czterech kolejnych rozdzialach zbadamy podstawowa dla matematyki finan-
sowej strukture algebraiczna, ktérej wyrazenia symboliczne obejmuja wszelkie
operacje kapitalowe. Jej trzy znane od stuleci reprezentacje zawieraja popularne
zalezno$ci pomiedzy réznymi typami stop procentowych. Poznamy Sciste formu-
ly dla wyznaczania multiplikatywnych czynnikéw dyskontowych. Proponowa-
ne ciagi stop procentowych kolejnych rzedéw umozliwiaja dowolnie dokladnie
modelowanie przebiegéw proceséw kapitalowych, pozwalajac jednocze$nie w
roznych konwencjach, czyli réznych reprezentacjach algebry stopy, przelicza¢
operacje kapitalowe.

§ 1. Operatorowa stopa zwrotu

Dla potrzeb rachunku finansowego wlasnosci postepu geometrycznego wy-
korzystywano juz w czasach poprzedzajacych doniosle osiagnig¢cia matematy-
kéw antycznej Grecji. Na ile formuly te stanowia sedno idei kredytu? Czy istnieje
oparty na nich jednolity formalizm ujmujacy calo$¢ konwencji procentowych?
Takie pytania kusza, bo wiaza si¢ z nadzieja uproszczenia teorii, uproszczenia
bedacego mechanizmem stymulujacym rozwoj badan, narzucajacym ekonomie
mysSlenia w opisach modeli racjonalnych, wiec ekonomicznych zachowan i dzia-
fan.

W dobie ekspansji technologii informatycznych coraz wigksze znaczenie
uzyskuja metody automatyzacji procedur rozrachunkowych, ktore stwarzaja za-
potrzebowanie na konstruowanie sztucznych jezykéw programowania kompu-
terow. Jezyki te sluza do formulowania algorytmoéw dotychczas wykonywa-
nych wylacznie przez Swiadome jednostki, potrafiace skutecznie komunikowacé
si¢ jedynie za pomoca logicznie nieprecyzyjnych i bogatych w kulturowe kon-
teksty opisow przeprowadzanych czynnosci. Ponizej omoéwiona algebra, oparta
tylko na dwoéch generatorach, moze opisywa¢ w roéznych swych reprezenta-
cjach niezwykle bogata w mozliwosci aplikacyjne rodzine operacji formalnych,

150
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ktéra procz znanych, tradycyjnych technik finansowych, zawiera nowe propo-
zycje iloSciowego spojrzenia na ide¢ kredytu. Rozwijane w minionej dekadzie
komputerowe rachunki symboliczne, znane powszechnie choéby ze stosowa-
nia narzedzi programistycznych w rodzaju pakietow Maple, czy Mathemati-
ca, pozwalaja na indywidualne wdrozenia obliczen o charakterze operacyjnym,
powiazanych z koncowym wykorzystaniem numerycznym algebraicznie prze-
ksztalconych i uproszczonych, symbolicznie zapisanych procedur. Rozdzielenie
uniwersalnych wlasnosci algebraicznych rachunku symbolicznego od specyficz-
nych wlasnosci, charakterystycznych jedynie dla okreslonej w modelu (np. fi-
nansowym) reprezentacji numerycznej przeprowadzanych operacji, powaznie
skraca opis algorytmoéw i ich programowanie, czyniac je bardziej ogélnymi i
wolnymi od przypadkowych bledéw, mnozacych si¢ przy braku syntetycznego
ogladu caloéci zagadnienia.

Omawiana w tym rozdziale algebre stopy zwrotu generuje zbiér dwoch ope-
racji r i s ktorych komutator [r,s] := ros —sor (symbol r o s oznacza zlozenie,
tzn. wykonanie operacji s, a po niej operacji r) pozwala dyskontowa¢ kapital
do jego wartoséci w ustalonym terminie. W zwiazku z tym warto zauwazy¢, ze
komutator gra kluczowa role w calej fizyce teoretycznej', laczac ze soba teorie
klasyczne z kwantowymi. Algebra generowana elementami r i s o wlasnosciach
[r,[r,s]] = [s,[r,s]] = 0 nosi nazwe algebry Heisenberga-Weyla, badz alge-
bry kanonicznych relacji komutacji [Enc97|. Zwazywszy na fundamentalna
role, jaka algebra ta odgrywa we wspodlczesnym rozwoju teorii kwantowych,
mozna stwierdzi¢ glebokie zwiazki pomiedzy omawianymi tu zagadnieniami,
a tematyka zawarta w trzeciej czesci tej ksiazki. Trzy klasyczne reprezentacije
owej algebry sa doskonale znane czytelnikom podrecznikéow matematyki finan-
sowej: jedna na przestrzeni funkcji gladkich zmiennej rzeczywistej (czasu), dwie
na przestrzeni ciagéow, elementy ktéorych numeruje dyskretna zmienna czaso-
wa. Autor proponuje powiazanie nazw tych trzech reprezentacji z odkrywcami
formul pozwalajacych (dla odpowiednich przedstawien) wyznacza¢ jawna po-
sta¢ wyniku dzialania komutatora [r,s|, czyli najprostszej (bo polegajacej na
przeskalowaniu wartoéci liczbowej kapitalu), a zarazem podstawowej operaciji
finansowej. Istnieje jeszcze wiele innych reprezentaciji tej algebry, ciagle niezna-
nych praktykom, a posiadajacych bardzo interesujace konteksty finansowe.

W podstawach wszystkich rachunkéw dla reprezentacji naszej algebry moz-
na doszuka¢ si¢ tzw. formuly teleskopowej. Idea tego wzoru, a przynajmniej
konsekwencje, wydaje si¢ znacznie starsza od wynalazku teleskopu. Ponizszy
tekst zastluguje na uwage takze z powodéw dydaktycznych — przedstawia on
wyjatkowo krotki wariant kompletnego elementarnego dowodu poprawnoéci

1z0b. np. [BBBB74]
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rozwini¢cia funkcji w szereg Taylora z dokladnie okreslona reszta, wraz z dwo-
ma jego dyskretnymi analogonami, a przeciez rozwinigcie Taylora stanowi pod-
stawe zastosowan analizy matematycznej i omawiane jest na wszelkiego rodzaju
wykladach z tzw. matematyki stosowane;.

Dyskretne formuly Newtona sluza od wiekéw w rozwiazywaniu proble-
mow praktycznych zwiazanych z zagadnieniem interpolacji. Tozsamosci kombi-
natoryczne pojawiajace si¢ we wszystkich ponizej omawianych reprezentacjach
algebry stopy naleza do znanych od dawna formul, rzadko razem zestawia-
nych we wspoélczesnych opracowaniach. Wieksza ich czesé (dla wariantu a=0)
znajdziemy w artykule O.V. Viskova [Vis86|. Podstawowe spoérdd nizej przed-
stawionych wlasnosci algebraicznych roznych rodzajow stép rozwazaliSmy w
rozdziale 7.

§2. Algebra stopy

Przejdzmy do iloSciowych definicji wyzej wspomnianej pary operacji finan-
sowych. Przypomnijmy, ze rézniczkowa stope zwrotu r; definiuje nastepujacy
jej zwiazek z funkcyjna zalezno$cia wartosci kapitalu k() od czasu t:

(9.1) k(ty) = el "D (1),

ktora po zrozniczkowaniu obydwu jej stron po czasie ¢, prowadzi do ponizszej
formuly dla stopy zwrotu r(t):

r(t) k(t) = %k(t).

Z. tej przyczyny, w roézniczkowej konwencji opisu ewolucji wielkosci kapitato-
wych, jest naturalnym uznanie operatora rézniczkowania

d
(9.2) ri=—
za operator stopy zwrotu, bowiem w dzialaniu na funkcje kapitalu daje w wy-
niku chwilowy przyrost kapitalu wyrazajacy sie wielkoscia 7(t) k(¢). Definicja
(9.2) oznacza, ze dzialajac operatorem stopy na dowolna funkcje kapitalu nale-
zaca do klasy funkcji rézniczkowalnych {f(¢)}, dostaniemy w efekcie szybkos¢
jej zmiany®, czyli jej pochodna:

2cze;sto zZwana strumieniem
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Wygodnym okaze si¢ rozwazenie, lacznie z operacja rozniczkowania, odwrot-
nego do niej operatora calkowania:

czyli

s(0) = [ dr s(o)

a

gdzie a oznacza dowolna ustalona chwile czasu. Chcac zachowac¢ przejrzystosé
notacji operatorowej autor postuzyl si¢ konwencja wypisywania zmiennej cal-
kowania bezpoérednio po znaku calki. Interpretacja finansowa operacji s jest
oczywista — wartoscia tego operatora na dowolnej chwilowej predkosci zmiany
kapitalu jest calkowity przyrost tego kapitatu liczony od chwili a:

i i
52 = /dTE — k(t) — k(a).

a

Wraz z operatorem tozsamo$ciowym (tradycyjnie oznaczamy go symbolem
1) trojka {1,r,s} generuje na klasie funkcji C*°(R) laczna, cho¢ nieprzemienna
algebre z naturalnymi dzialaniami skladania operacji, ich dodawania oraz mno-
zenia operacji przez liczby. Strukture ta ze wzgledéw interpretacyjnych nazwie-
my algebra stopy. Posiada ona proste i przydatne wlasnosci, a jej realizacjom
na przestrzeniach innych niz C*°(R), jednak majacych interesujacy kontekst fi-
nansowy, beda poswigcone dalsze paragrafy tego artykulu. Opisana realizacje
rozniczkowa, z przyczyn wyjasnionych nizej, nazwiemy reprezentacjq Berno-
ulliego algebry stopy.

§ 3. Formuta Cauchy’ego

Najprostsza do okreslenia klasa operatoréow algebry stopy sa jednorodne
jednomiany rézniczkowan r”. Posiadamy efektywna recepture prowadzaca do
wyznaczenia ich dzialania, cho¢by w postaci wyznaczania granic kolejnych ilo-
razow rozniczkowych. Przez analogie do operatora stopy zwrotu r operator r”
nazwiemy operatorem stopy m-tego rzedu, a odpowiednia funkcje r,,(t) zdefi-
niowang rownoscia

(9:3) e f(t) = rm(t) f(1)
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rozniczkowa stopa m-tego rzedu. W poprzednim paragrafie mieliSmy do czy-
nienia ze stopa pierwszego rzedu r(t) = ry(t). Cho¢ trudniejszy w bezposred-

nich rachunkach, operator s posiada pewna ciekawa wlasnos¢, ktéora pozwala
m razy

7 . . . . . . . /_/%
wyznaczy¢ wynik dzialania wielokrotnego jego zlozenia s™ := §oso..-08s

przez jednokrotne zastosowanie operacji s na nieco odmiennym elemencie jego
dziedziny. Znamy bowiem formule wielokrotnego calkowania pochodzaca od
Cauchy’ego

s"f(t) =
(9.4) :/dTl/dTQ / AT f(Tim) I/dT%f(T) =
:s%f)g] o)

ktérej dowod indukeyjny jest elementarny.

Dowdéd. Dla m =1 obie strony formuly (9.4) sa taka sama calka f; dr f(7).
Dla (m+1)-krotnej catki mamy

t

mt1 g T(t_T)mfl ) =
(1) = /d 1)

/dT/dT1 T_Tl f(m) /dT/dTl 1) 7_7'—1> =
m!

/dTl/deTl diT_TT!l)m:/dﬁ%f(ﬁ),

a

gdzie pierwsza z rownosci wynika z zalozenia indukcyjnego, a czwarta z zamia-
ny kolejnoéci calkowania. Przedstawienie dzialania operatora s™! za pomoca
ostatniej calki jest koncowym krokiem dowodu przez indukcje formuly Cau-
chy’ego. O

§4. Zlozenia operacji podstawowych

Okre$lmy w reprezentacji Bernoulliego dzialanie operacji zlozonej polega-
jacej na kolejnym wykonaniu dwoéch operacji elementarnych r i s. Mozna ja,



Suma teleskopowa 155

wybierajac rozne kolejnosci skladania, przeprowadzi¢ na dwa sposoby:

sorf(0) = [ LD — 50~ ria)

a

t

badz
ros f(t) = %/de(T) = f(t) =1f(t), tzn.

(9.5) ros=1,

czyli operatory r i s sa nieprzemienne. 7, uwagi na ostatni rezultat wyrazenia
r o s wystepujace w zlozeniach z innymi elementami algebry mozna pominaé
we wszelkich rachunkach w reprezentaciji Bernoulliego.

Jak juz wspominaliSmy na wstepie, komutatorem [u, v] dwdch operatoréw
u i v nazywamy roznice ich zlozen w roznych kolejnosciach, czyli wielko$¢
[u,v] :== uov —vou Dla jedynej nieprzemiennej pary generatoréw algebry
stopy w reprezentacji Bernoulliego otrzymamy

r,s] f(t) =ros f(t) —sor f(t) = f(a) =/ T f(1),
gdzie ostatnia réowno$¢ wynika z definicji stopy (9.1). Wielko$¢ [r,s] posiada
wiec fundamentalna interpretacje finansowa — jest operatorem dyskontujacym
kapital f(t) do jego warto$ci na ustalona chwile a, czyli do f(a). Operator taki
w teorii rownan roézniczkowych nosi nazwe operatora rezolwenty. Romutator
[r,s] — okazujacy si¢ operatorem mnozenia przez funkcje liczbowa, wigc ko-
mutujacy (przemienny) z operatorami r i s — pozwala poréwnywaé¢ wartoSci
kapitalu w réznych chwilach czasowych przez odniesienie ich do jednakowej
miary kapitalowej — dowolnej wielko$ci nominujacej kapital w ustalonej chwili
a. Warto zwrdci¢ uwage, ze operacja dyskontowania [r, s], chociaz rachunko-
wo prostsza od r i s (bo polegajaca jedynie na przemnozeniu elementéw f(t)
dziedziny reprezentacji przez liczbe), jest w kontekscie algebraicznym operacja
w stosunku do tamtych zlozona (bo skonstruowana z generatoréw r i s algebry

stopy).

§5. Suma teleskopowa

Wszelkie obliczenia finansowe w kontekscie algebry stopy mozna wyrazi¢
jako sume operacji w postaci s* or*2os*orfio. . . gdzie iloéci ztozen k; operacii
jednego typu (i = 1, ...) sa dowolnymi nieujemnymi liczbami calkowitymi. Zna-
jomo$¢ komutatora [r,s| pozwala wszystkie operatory s ,przepchac¢” na lewa
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strone (czyli do koficowego etapu obliczen) takich operacji zlozonych (wielokrot-
nie wykorzystujac tozsamos¢ ros = sor+r, s|). Dzieki temu zabiegowi jedynymi
nieznanymi jeszcze typami zlozen generatoréw algebry stopy sa wyrazenia po-
staci w,, :=s™ or™. Jest tak gdyz dla k > [ wyrazenie s* or! =s*Voslor! to
ztozenie operacji typu s or™ i s”. Analogicznie mozemy przedstawi¢ wyrazenie
s! o r*. Aby operatory w,, zastapi¢ wyrazeniami nizszych rzedéw i w ten spo-
sob, stosujac rekurencje, wyznaczyé¢ efektywnie dzialanie dowolnego operatora
nalezacego do algebry stopy, zastosujmy znany cho¢by z wyznaczania sumy
szeregu geometrycznego sposob przedstawiania (n + 1)-szego wyrazu ciagu za
pomoca sumy wyrazéw nizszych rzedow. Trik 6w polega na odjeciu dwoéch
przesunietych wzgledem siebie szeregdw utworzonych na bazie tego samego
ciaggu wyrazen

m
(9.6) Z Wi — Wgi1) = Wo — Wi
k=0

Po uwzglednieniu interesujacej nas postaci operatora w,, otrzymamy nastepu-
jaca tozsamoSC¢ operatorowa

m
(9.7) Zsko(l—sor)ork:l—smﬂorerl
k=0

Sumy postaci (9.6) sa nazywane sumami teleskopowymi
[GRP96| bowiem m.in. opisuja sposob wyznaczania dlu-
gosci zlozonego teleskopu, doskonale obrazujacego wla-
sno$§¢ wzajemnego redukowania si¢ zachodzacych na sie-
bie segmentéw o jednakowej dlugosci. Dlatego odwolujac
sie do tozsamoéci (9.7) bedziemy nazywac ja formula tele-
skopowa. Wyrazenie w nawiasach jest komutatorem [r, s],
wiec mozemy zastapic je czynnikiem dyskontujacym pra-
wa strone do chwili a. Z prawej strony operatora s® be-
dzie znajdowac sie wielkoé¢ stala (niezalezna od t), a s*

w dzialaniu na stala mnozy ja przez czynnik (t (wymk
k-krotnego wycalkowania funkc;ji stalej). W ten sposob po-
wyzsza tozsamoS¢ operatorowa zastosowana dla dowolnej
funkcji f(t) z klasy C**! da nastepujaca réwnos¢

08) Y sto1—sorjort f(t) =Y L) = sit) - 57010 ),
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§ 6. Romutator — operacja dyskontowania

Stosujac formule Cauchy’ego otrzymali$my rownos¢, ktora przedstawia funk-
cje f(t) poprzez znany z podrecznikéw analizy matematycznej szereg Taylora
() z precyzyjnie wyznaczona reszta w postaci calkowej [Enc97| rzedu m + 1

t

10 = s @) = > S ) + [ ar T i,

a

gdzie [r,s]™! jest operatorem dyskontujacym kapital z chwili a do chwili ¢, czyli
operatorem odwrotnym do [r,s], wiec [r,s] ' o[r,;s] = [r,s]o[r,s] ! =1 W
dobrze znany z analizy matematycznej sposob mozemy stan kapitalu na chwile
t, okreslony stosownie gladka funkcja f(t) aproksymowac coraz to dokladniej
za pomoca ciagu stop rozniczkowych kolejnych rzedow

£~ 3 (o) f(a),

k=0

czyli

' ol =S (t—a)*
(9.9) [I‘,S]fl — oladrr(n) _ o(t=a) ddT‘T:a ~ ( kla) ri(a).

k=0

Druga z powyzszych réwnosci jest konsekwencja zastosowania powszechnie
przyjetej definicji funkcji wykladniczej, tzn. ¢* := )2 2—]: W ten sposob wszyst-
kie mozliwe operacje finansowe algebry stopy, lacznie z najpopularniejszymi
operacjami okreSlania procentu r, wyznaczania przyrostu kapitalu s i ope-
racja ustalania dyskonta (komutator [r,s]), przeprowadzanymi w dowolnych
chwilach trwania procesu kapitalowego, sprowadziliémy do znajomosci ciagu
1,71, 79,73, ... stop rozniczkowych kolejnych rzedow dla ustalonej chwili cza-
sowej a. Forme rozwiniecia w szereg zgodna ze wzorem (9.9) odkryl juz w
1693 roku Johann Bernoulli, patrz np. [Jus76|, dlatego autor nazwal omawiana
reprezentacj¢ algebry stopy mianem reprezentacji Bernoulliego.
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§ 7. Przeksztalcenia kanoniczne

Dla wygenerowania algebry stopy zamiast operatoréw r i s mozna wybraé
inna pare generatoréow v i w. Odwzorowania generatoréw (r,s) — (v, w) za-
chowujace komutator (czyli takie, dla ktérych [v, w| = [r, s]) nosza nazwe prze-
ksztalcen kanonicznych [BBBB74]. Grupa transformacji kanonicznych stano-
wi od ponad stu lat obiekt intensywnych badan fizykéw. Podstawowa korzyscia
zajmowania si¢ transformacjami kanonicznymi jest opis modelu o okreslonym
sposobie dyskontowania w jezyku odpowiednich ,wspoélrzednych”, czyli takich
operacji algebraicznych v i w, na bazie ktérych potrzebne w trakcie analizy
iloSciowej rachunki staja si¢ szczegoélnie proste, wiec tez przejrzyste i szybkie
w wykonaniu. Transformacje kanoniczne sa zdefiniowane na poziomie alge-
bry stopy, dlatego dotycza wszystkich jej reprezentacji. Sposréd nich mozna
wyrézni¢ liniowe transformacje kanoniczne®, czyli takie, ze v = A\jjr + A28 |
W = Ao + A98. Z warunku niezmienniczoéci komutatora

[V,W] = ()\11/\22 — /\12)\21)[1", S] = [I‘, S]

wynika, Ze macierz takiego odwzorowania U = ();;) ma jednostkowy wyznacz-
nik det(U) = 1". Na przyklad do najprostszych odwzorowafi unimodularnych
naleza te, ktore zachowuja zbior generatoréw (z dokladnoécia do znakow). Re-
prezentuja je macierze U postaci

o () (20 ()

Latwo zauwazyc¢, ze w reprezentacji Bernoulliego wymienione odwzorowania
kanoniczne sa trzema réznymi rodzajami zmiany czasowego kontekstu modelu.
Pierwsza z transformacji (9.10) prowadzi do zmiany znaku zmiennej czasowej
—t — t, druga wprowadza konwencje¢ obliczania przyrostow kapitalu w kie-
runku przeciwnym do przyrostu czasu, a trzecia zmienia porzadek czasowy na
przeciwny (i nie jest tozsama z pierwsza).

Jezeli dla czytelnika wypowiedzi podobne do poprzedniego zdania sa w ja-
kiejkolwiek mierze niejasne, moze odwola¢ si¢ do wzoréw transformacyjnych
(9.10), ktére najprecyzyjniej ujmuja intencje autora. Zaprezentowana metoda in-
gerencji w sposoby interpretacji zmiennej czasowej w reprezentacji algebry oka-
zala si¢ mozliwa, gdyz sama algebra Heisenberga-Weyla nie zawiera odniesien
do czasu, ujmujac proces kapitalowy w konwencji archimedesowej [Pri98]. Z

Stakie przeksztalcenia beda mialy sens w przestrzeniach rozpietych przez wielomiany or-
togonalne, gdzie dziedziny operatoréw r i s pokrywaja sie
*macierz o tej whasno$ci nazywamy macierzq unimodularng [Enc97|
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uwagi na rozleglo$¢ zasygnalizowanego zagadnienia, i réznorodne pozytki pty-
nace z badania finansowych aspektow transformacji kanonicznych, temat ten
wymaga odrebnego opracowania.

§8. Skale czasowe

Zmieniajac jednostke czasowa uzywana do opisu procesu kapitalowego po-
winnidmy takze tak przeskalowac stopy wszystkich rzedéw aby zaleznosci cza-
sowe wielkosci kapitalu, a wiec wynik dzialania operacji dyskontowania, nie
ulegly zmianie. Modyfikacja jednostki czasu prowadzi do podstawienia (t—a) —
@, czyli np. wybierajac jednostke miesieczna wszystkie formuly wyrazone
w jednostkach rocznych winny by¢ w stosownych miejscach skorygowane o
czynnik \ = 12. Niezmienniczo$¢ skalowania operacji dyskonta [r,s] oznacza,
ze dla zachowania formuly (9.9) powinniSmy dokona¢ nastepujacego podsta-
wienia r,(a) — A*7(a) odnosnie stopy k-tego rzedu, dla wszystkich rzedéw
(k=1,2,...). Dla przykladu, zmiana jednostki czasowej z rocznej na miesiecz-
na powoduje pojawienie si¢ we wzorach w miejscu rocznej stopy drugiego
rzedu wyrazenia 122 75(a) i by liczbowo bylo ono réwne poprzedniej rocznej
stopie drugiego rzedu musimy wybra¢ miesieczna stope drugiego rzedu 144
razy mniejsza od jej rocznego odpowiednika. Jest zrozumiale, ze takie mani-
pulacje, bedac niezmienniczymi dla czynnika dyskonta, nie moga powodowac
zmiany jakoSci przyblizenia, polegajacego na pominieciu reszty odpowiednie-
go rzedu w szeregu Taylora. Przy ustalonym ciagu stop kolejnych rzedéw o
jakosci tego przyblizenia decyduje stosunkowo krotki okres zwiazany z calym
przebiegiem procesu kapitalowego (stowo krotki nabiera iloéciowego znaczenia
jedynie w kontekécie ciagu stop). W okresach inflacji, czy niezwykle zyskow-
nych przedsiewzie¢ kapitalowych czas ,uplywa” znacznie szybciej.

§9. Przyklady

Zadanie dyskonta za pomoca ciagu stép ri(a) = r = constans, rs(a) = 0,
r3(a)=0, ... okre$la formule oprocentowania zwana procentem prostym

r,s] ' =1+(t—a)r
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2 4 6 8 10

Rysunek 9.1. Proces kapitalowy wyznaczony wielomianem dru-
giego stopnia, najlepiej dopasowany do wzorcowego wzrostu wy-
kladniczego.

za$ ciag r(a) = r = constans, r3(a) = r? r3(a) = r3, ... to staly procent w
konwencji kapitalizacji ciaglej

[r,s] = e 707,

Dla przykladu rozwazymy dziesiecioletni proces kapitalowy taki, ze na po-
czatku tego okresu czasu kapital wynosil f(0) =1. Niech za wzorzec wzrostu
tego kapitalu posluzy jego powigkszanie si¢ o staly roczny procent r = 0.2
w konwenciji kapitalizacyjnej ciaglej, czyli f(t) =e"?!. Na rysunku 9.1 krzywa
przerywana obrazuje ten wykladniczy proces wzorcowy. Na tle tak okreslo-
nych zmian wzorcowych rozwazmy klase proceséow, dla ktérych kapital zmie-
nia si¢ w sposob ciagly w czasie, osiagajac w chwilach poczatkowej (¢ = 0) i
koncowej (t = 10) takie same wartoéci jak w procesie wzorcowym. Za miare
niedopasowania danego procesu do procesu wzorcowego wybierzmy $rednie
odchylenie kwadratowe danego kapitalu od wysokosci kapitalu dla procesu
wzorcowego. Rozwazmy teraz dwuparametrowa podklase proceséw, opisana
ciagiem stop 71(0), r2(0), 0, 0, .. ., czyli proceséw opisywanych krzywymi (wie-
lomianami) drugiego stopnia. Wér6d nich najbardziej dopasowany okazuje sie
proces okreslony nastepujacymi parametrami (stopami pierwszego i drugiego
rzedu): r; = 0.04164, r, = 0.1195, przedstawiony na rysunku krzywa ciagla.
Niespodziewanym efektem jest prawie czterokrotna roéznica pomiedzy stopami
pierwszego rzedu dla procesu o wykladniczym wzroécie i najlepiej do niego do-
pasowanym procesie opisywanym wielomianem kwadratowym. Obrazuje ona
iluzje jakie moze stwarza¢ powszechne kierowanie si¢ jedynie wielkoScia stopy
procentowej pierwszego rzedu. Decydujacym o efekcie dobrego dopasowania
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do wzorca parametrem jest tu stopa drugiego rzedu, prawie trzykrotnie wyzsza
niz dla procesu wykladniczego. Algorytm wyznaczajacy owe stopy zwrotu i ge-
nerujacy rysunek 9.1 zamieszczony jest w paragrafie 3 Uzupetnien. Analizujac
wykres procesu dostrzegamy jak stosunkowo wiernie ciagta krzywa odtwarza
proces wzorcowy. Nalezacy do klasy proces okreslony w konwencji procentu
prostego (na rysunku linia prosta) jest na tyle rozbiezny w partii Srodkowej wy-
kresu, w stosunku do procesu wzorcowego, ze w trakcie jego trwania bylby
przerwany w celu dokonania arbitrazu polegajacego na przejsciu do procesu
wzorcowego. Takie niepozadane zjawisko niwelowane jest najczesciej poprzez
ograniczenie ptynnosci kapitalu. Wydaje si¢ niewlasciwa praktyka polegajaca
na stronieniu od bardziej subtelnych technik rachunkowych kosztem zwig¢ksza-
nia ryzyka spowodowanego czesciowa utrata ptynnosci.

Reprezentacja Bernoulliego jest jedna z wielu réznych mozliwych realizacji
podstawowego twierdzenia analizy matematycznej o aproksymacji funkcji glad-
kich wielomianami. Ta idea Weierstrassa pozwala spojrze¢ na zagadnienia sto-
py procentowej w pelni uniwersalnie, wiazac pojecie stopy zwrotu ze stosownie
do sytuacji wybranym typem wielomianéw stanowiacych baze metody aprok-
symacyjnej. Niczym rozwazymy taka odmienna od reprezentacji Bernoulliego
realizacje algebry, przyjrzyjmy si¢ dyskretnemu analogonowi opisu roézniczko-
wego stopy.



Rozdzial 10
( Reprezentacja dolna Newtona

§ 1. Reprezentacja generatoréw algebry stopy

Zamiast infinitezymalnych zmian czasowych rozwazymy dyskretna dziedzi-
ne czasowa, w ktoérej zmienna czasowa t jest elementem dziedziny bedacej zbio-
rem liczb naturalnych (badz calkowitych). Czas uptywajacy pomiedzy kolejnymi
calkowitymi warto$ciami zmiennej ¢t nie musi koniecznie odpowiadac jedna-
kowym odstepom czasowym okreslonym w mierze fizycznej (astronomiczne;j).
Nieciaglos¢ dziedziny czasowej wymaga zastapienia rachunku roézniczkowego
rachunkiem réznicowym. Operator stopy r bedzie wigc reprezentowany opera-
torem roznicowym

rf(t) =Af(E):=ft+1) = Q@)

Symbol A oznaczajacy operator roznicowy wystepuje z dolnym podkresleniem
bowiem operator skoniczonej réznicy mozna zdefiniowa¢ na dwa odmienne spo-
soby. Ten drugi zostanie opisany w nastepnym paragrafie, gdyz dotyczy repre-
zentacji algebry stopy dualnej do tu omawianej. Dla dbalosSci o poprawnosc
przedstawionych nizej wzoréw przyjmiemy od tego miejsca, ze ¢ i a oznaczaja
wspolrzedne dwoch chwil czasowych, uporzadkowane tak, by zachodzila nie-
rowno$c t > a. Nie oznacza to jednak, ze chwila a jest wczeéniejsza od chwili ¢.
Takze poprawnym jest opis procesoéw, w ktéorym weczesniejsze chwile czasu sa
parametryzowane wig¢kszymi liczbami — dla Archimedesa znajacego nasz ka-
lendarz mierzony latami termin zwrotu dtugu bylby oznaczony liczba minejsza
niz data jego zaciagniecia (przyjmujemy, ze lata p.n.e. numeruja liczby dodat-
nie). Operator przyrostu kapitalowego s, z uwagi na analogie wystepujace w
reprezentacji Bernoulliego, bedzie mial posta¢

-
|
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czyli

Woyjasnienie korespondenciji pomigdzy operacjami f dr, a Z , Znajdziemy w
ksiazce [GKP96]. Dla prawidlowego stosowania rachunku operatorowego warto
rozwazy¢ tu pewna sytuacje. Rozpatrzmy funkcje g(t) := f(t + ¢). Wtedy

t—1
sf(t+c¢)=sg(t) Zg Zf(7+c),

wigc przesuwajac argument funkcji, na ktorq dziala operator s, nalezy zadbac¢ o
niezmienianie gornej granicy sumowania. Romutator generatoréw algebry stopy
bedzie dzialal nastepujaco

;s < Zf )—Sft+ 1) +sf(t) =

S )+ S 40 = 1) — £+ Fa) = F(a)

czyli pozostanie w dalszym ciagu operatorem dyskontujacym kapital do chwili
a.

§ 2. Formuta Cauchy’ego

Przed rozpatrzeniem sumy teleskopowej dla biezacej reprezentacji algebry
stopy pozostaje wykaza¢ prawdziwoé¢ dyskretnego odpowiednika formuly wie-
lokrotnego calkowania Cauchy’ego. Oto on

s f(t) =

(10.1)
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gdzie

k czynnikow

=mm-—-1)...(m—k+1)
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dla k¥ > 0 (m2 = 1) jest popularnym w kombinatoryce symbolem Pochham-
mera ubywajacej potegi liczby m [GKP96]. Wyraza sie on liczba wszystkich
iniekcji (odwzorowan réznowartosciowych) zbioru k-elementowego w zbiér m-
elementowy. Sprawdzmy poprawnoé¢ formuly (10.1).

Dowéd. Dla m = 1 poprawno$¢ wzoru jest oczywista. Dla (m+ 1)-krotnej
sumy mamy

—~ (m-1)!
- (1—1 — 1) — (r—m-—-1=
B 2::: (m —1)! fm = gg R —— -
=3 Y sma e S e
T1=a T=71+1 T=a

gdzie indeks 7 stojacy przy operatorze A_ jest koniecznym dla wskazania zmien-
nej, ktorej dotyczy operacja roznicy. Pierwsza z réwnoéci wynika z zalozenia
indukcyjnego, a czwarta z zamiany kolejno$ci sumowania. W trzeciej wykorzy-
stana zostala réznicowa wlasno$¢ ubywajacej potegi A t™ = mtm=L gdyz
Agm_ ety 0 ¢! o m
(t+1—-—m)! (t—m)! (t—(m—1))!
m+1

Przedstawienie dzialania operatora s za pomoca ostatniej sumy jest kon-
cowym krokiem dowodu przez indukcje dyskretnego odpowiednika formuly
Cauchy’ego. O

§3. Suma teleskopowa
Wstawiajac dyskretna reprezentacje operatoréow r i s do sumy teleskopowe;j
w postaci (9.7) otrzymamy nastepujacy jej wariant

(102) Y st (1—sorjort 1) =3 U ;f”‘f@m) = f(t) — ™ fUn ),
k=0 )

k=0

gdzie f@(a) oznacza wynik k-krotnego dzialania operatora réznicowego A na
ciag f(t), wynik wyznaczony dla chwili ¢ = a. Znowu wyrazenie (1—sor), beda-
ce czynnikiem dyskontujacym kapital do chwili a, pozwolitlo odnies¢ operatory
roznicowe do jednej ustalonej chwili a. W rachunku wykorzystano wlasnosc¢

(t—a)k

k1 _
s¥1 = o ,
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ktora wynika z dzialania operatora r na szczegélna posta¢ wyzej udowodnionej
formuly wielokrotnego sumowania (10.1), otrzymana po podstawieniu f(t) —
1. Mozna ja takze wyznaczy¢ odpowiednio rozwiazujac tatwa do zauwazenia

tozsamos¢

rkoskzl,

prawdziwa dla wszystkich przedstawionych reprezentacji algebry stopy. Zesta-
wienie powyzszych dwoéch uwag jest prawdopodobnym wyjasnieniem meto-
dy ,odgadniecia” formuly wielokrotnego calkowania (sumowania) zastosowanej
przez Cauchy’ego.

§4. Operacja dyskontowania

Wstawiajac dyskretna formule Cauchy'ego do réwnosci (9.1) otrzymamy
przedstawienie ciagu f(¢) w postaci szeregu Newtona [Gel59], ktory jest roz-
nicowym odpowiednikiem szeregu Taylora, tak jak tamten posiadajacym pre-
cyzyjnie wyznaczona reszt¢ rzedu m + 1

-1

m —a k t e 1)m
5=y L ey + 30 LT e

m!
k=

0 T=a

Ubywajaca potega m® znika dla argumentéw k >m, wiec reszta szeregu rzedu
m+1 dla m >t—a jest zerowa, co implikuje poprawno$¢ nastepujacego ciagu
rownosci

103 g =3 L0 = 3 D g - 02 )

Obiekt (t — a)* jest operatorem i przyjmuje wartoéci liczbowe po rozpisaniu
szeregu potegowego (jakim jest eksponent) przybierajac posta¢ kolejnych uby-
wajacych poteg liczby (¢t — a). Poniewaz

t—a

noay Yt 7 tt__f_ F9a) = (14+4)"f(a),

wiec dla komutatora [r, s] wyznaczajacego dyskonto w reprezentacji dolnej New-
tona mamy

8] = e A = (14 A),

gdzie (1 + A)™ dla n < 0 nalezy traktowac¢ jako —n-krotny iloczyn nieskonczo-
nego postepu geometrycznego 1 — A + A? — A® +
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§5. Przyktady

Dzigki formule (10.3) mozemy okreslony ciagiem f(¢) stan kapitalu na chwile
t aproksymowac coraz dokladniej za pomoca ciagu dolnych stoép réznicowych
ri(a), ry(a),. .., r(a);—, kolejnych rzedow, stép zdefiniowanych nastepujaco

A*f(a) = ry(a) f(a).

Pierwsza z nich r,(a) jest popularna w Swiecie finanséw przedzialowa dolna
stopa procentowa. W rozdziale 7 poznaliSmy jej uogélniona definicje. Rapital
o zerowych stopach wyzszych rzedéw ma liniowe w czasie przyrosty (czynnik
dyskontowy [r,s]™' = 1+ (t—a) r;(a) opisuje tzw. procent prosty o stopie okre-
$lonej w chwili a). Ciag r,(a) = r = constans, r,(a) = r?, r3(a) =13, ... to staly

procent w konwencji z kapitalizacja odsetek. Wtedy [r,s] = e (/=% bowlem
00 t—a
(t—a) k
f(6) =[r,s] 7" f(a) fla) = eyt Fla) =
(10.5) p It —a— k)]

=(141)"""f(a),

czyli operator dyskonta w tym przypadku prowadzi do sytuacji, gdy mozemy
taka operacje zastapi¢ (t — a)-krotnym zastosowaniem procentu prostego z jed-
nakowa stopa pierwszego rzedu (pamietajac o kapitalizacji kwoty po kazdej
operacji).

Formule (10.5) mozemy uog6lni¢ poprzez naturalne rozszerzenie argumen-
tu ¢ do calej dziedziny czasowej liczb rzeczywistych. Wtedy, powracajac do
przykladu zilustrowanego wczes$niej rysunkiem, ten sam najlepiej dopasowany
wielomian kwadratowy (modelujacy réwnie dobrze proces ilustrowany krzy-
wa ciagla) otrzymamy dla pary stép o nieco innych wartosciach liczbowych.
7. poréwnania szeregu Taylora z jego odpowiednikiem w reprezentacji dolnej
Newtona otrzymamy, ze 71(0) = 7,(0) — 375(0) oraz r5(0) = r,(0), wiec jedyne
niezerowe skladniki stopy procentowej w naszym najlepiej dopasowanym wie-
lomianie wynosza teraz r; = 0.1014 i r, = 0.1195. Podkresli¢ nalezy, ze nowa
para liczb parametryzuje ta sama krzywa, co para z przykladu w reprezentacii
Bernoulliego.

Zanurzenie dyskretnych wspoélrzednych czasowych w dziedzine ciagla pro-
wadzi do standardowego wykorzystania formuly Newtona w zadaniach inter-
polacji — ciagi {f(t)} sa teraz reprezentantami calych klas funkcji analitycz-
nych, posiadajacych w calkowitoliczbowych elementach dziedziny (zwanych
wezlami interpolacyjnymi [Gel59)) wartoéci pokrywajace sie z warto$ciami
odpowiednich elementéw ciagébw f(t). Dzialanie na klasach staje sie koniecz-
ne, bowiem operacja dyskontowania, bazujac jedynie na stopach réznicowych,
jest w stanie odtworzy¢ dokladne wartosSci funkcji z klasy tylko na podzbiorze
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liczb calkowitych. Stosowanie metod interpolacyjnych w finansach tam, gdzie o
ksztalcie funkcji kapitalowych wnioskujemy na podstawie skonczonego zbioru
ich wartosci, wydaje si¢ w pelni zasadne. W takich sytuacjach przydaloby sig,
by analityk finansowy posiadal pelna Swiadomos¢ faktu badania calych klas
funkcji i stosowania de facto metod interpolacyjnych przy pracy nad jednym z
reprezentantow klasy.



Rozdzial 11
( Reprezentacja gorna Newtona

§ 1. Reprezentacja generatoréw algebry stopy

Operator stopy zwrotu r w realizacji r6znicowej moze byc¢ przedstawiony w
jeszcze jeden sposob. Oto on

rf(t) =Af(t) = f(t) - f(t—1).

Operator przyrostu kapitalu okreslamy teraz nastepujaco

czyli

t
sf) = 3 ().
T=a+1
Sposob okreslenia operatora przyrostu kapitalowego s zostal podyktowany za-
miarem zachowania przez ten obiekt stosownej symetrii wzgledem jego odpo-
wiednika z reprezentacji dolnej Newtona, symetrii narzuconej przez pare opera-
tor6w réznicowych A i A. Komutator nieprzemiennej pary generatoréw algebry
stopy jest nastepujgca operacja

(11.1)

[T,S]f(t)=<1“ > f(T)) —sf()+sft—1)=

T=a+1

t t
=)= > JO+ 3 fr=1) =1t~ (1) + fla) = [(a)
T=a+1 T=a+1
takze dyskontujaca kapital do ustalonej chwili a. Tak wigc znana np. z codzien-
nej praktyki finansowej operacja dyskontowania ciagow kapitatowych {f(¢)},
cho¢ jednakowo wyliczana, moze by¢ interpretowana w dwoéch istotnie réznych
reprezentacjach algebry stopy.

168
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§ 2. Formuta Cauchy’ego

Formula wielokrotnego sumowania ma obecnie ponizsza postac¢

t T1 Tm—1
TP =30 Y D flm) =
T1=a+1 m2=a+1 Tm=a+1
t—1 m—1 m—1

-y i =s )

(11.2)

gdzie

k czynnikow
.

mF =mm+1) ... (m+k—1)

oraz m? = 1. Jak mozna sie domysle¢ wielkos¢ mk jest nazywana symbolem
Pochhammera przyrastajacej potegi liczby m.

Dowdéd. Przy m=1 lewa i prawa strona wzoru (11.2) ma posta¢ s f(t). Dla
podstawienia m+1 — m otrzymamy

) =5 Y 7@_?3! fir) =

T=a+1 <m
t
:Z Z T—Tl Z Z lez T—Tl) _
7=a+1 T1=a+1 7=a+1 T1=a+1
YD SR CIr e STl
T1=a+1 T=11+1 T=a+1

Pierwsza z rownosci wynika z zalozenia indukcyjnego, a czwarta, tak jak w
przypadku poprzedniej reprezentaciji, ze zamiany kolejnosci sumowania. W ra-
chunku skorzystano takze z réznicowej wlasnoéci przyrastajacej potegi At™ =
m ™1, bowiem

— = (t+m-=1) t+m—2)! t+m —2)! —

(t— 1) (t—2)! t—1)
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§3. Suma teleskopowa

Suma teleskopowa (9.7) w reprezentacji géornej Newtona przybiera nastepu-
jaca postac

(11.3) Zs o(l—sor)or® f(t) Zm: f® ):f(t)—smﬂfm(t),

k=0

gdzie symbol f(k)(a) oznacza wynik k-krotnego dzialania operatora roéznico-
wego A na ciag f(t), ustalony w chwili ¢ = a. Wykorzystana w powyzszym
rachunku wlasnosc ~
ke (t—a)f
ST
mozna wykaza¢ w analogiczny jak dla reprezentacji dolnej Newtona sposob.

§4. Operacja dyskontowania

I tym razem komutator [r,;s] = (1 — s or) dyskontujacy kapital do chwili
a umozliwia przesuniecie do tej chwili operatoréw réznicowych. Przeksztalca-
jac formule teleskopowa (11.3) otrzymujemy wariant wzoru Newtona z jawnie
opisana reszta rzedu m + 1.

(11.4) i

k=0 T=a+1

I ),

?T\
\_/
_|_

-
(]!

—

—~
~
=3
~—

Rozwazajac graniczny przypadek powyzszego wzoru dla m — oo i korzystajac

Z tozsamosSci
1 n—+k
k
(1 —x)n+t §:< k )X’
k=0

dla n > 0 bedacej ,ukrytym wariantem wzoru dwumianowego” [GKP96], otrzy-
mamy nastepujacy ciag tozsamosci

D N (el L Y
f(t) =[r,s]7" f(a) E o [ (a)
“(t—a+k—1Y\ —& 1
-2 () e = g



Wspolne cechy reprezentacji algebry stopy 171

Czyli dla komutatora [r,s| wyznaczajacego dyskonto w reprezentacji gornej
Newtona mamy

[r,s] = (1 —A).

§5. Przyktady

W reprezentacji gornej Newtona wzor (11.4) pozwala kapital f(t) przybliza¢
dowolnie dokladnie za pomoca ciagu gornych stop réznicowych 74 (a), 72(a),
... kolejnych rzedoéw. Ciag ten definiujemy nastepujaco

A" f(a) =Ti(a) F(1).

Pierwszy element ciagu, czyli 7 (a) jest rozwazana juz w rozdziale 7 przedzia-
lowa goérna stopa procentowa. Czynnik dyskontowy [r,s]|™ =1+ (t — a)7;(a)
o liniowych w czasie przyrostach wyznacza zerowe stopy rzedéw wyzszych
niz pierwszy. Jest to, identycznie jak w analogicznym przypadku dla repre-
zentacji dolnej Newtona, procent prosty o stopie okreslonej w chwili a. Beda-
cy innym sposrod scharakteryzowanych jednym parametrem przypadkow ciag
7i(a) = T = constans, Ty(a) = 72, T3(a) = 73, ... to znowu staly procent w
konwencji z kapitalizacja odsetek, gdy kapital w chwili ¢t zadany jest funkcja

1

(11.5) f(t) = mf(a)-

Poréwnanie przykladéw opisanych formulami (10.5) i (11.5) prowadzi do popu-

larnej zaleznoéci pomiedzy stopa procentowa r i dyskontowa 7 = St
Rozszerzajac dziedzine czasowa na zbiér ciagly takze i tym razem mozemy
okresli¢' krzywa najlepiej dopasowana do analizowanego juz kapitalowego pro-
cesu wykladniczego. Poréwnanie proceséw drugiego rzedu w reprezentacjach
Bernoulliego i gornej Newtona prowadzi do réwnan okreslajacych zwiazki po-
miedzy stopami (poprawne jedynie przy aproksymacji ograniczonej do wielo-
mianéw kwadratowych) r1(0) = 71(0) 4 572(0) oraz r5(0) = 7(0), co w wyniku
daje nastepujaca pare parametrow opisu procesu kapitalowego w reprezentacii
gornej Newtona: 71 =—0.0181 i 75 =0.1195. Stopa procentowa pierwszego rzedu
z gory, najlepiej przyblizajaca wzrost o dwudziestoprocentowej stopie rocznej
w konwencji kapitalizacji ciaglej, okazuje si¢ ujemnal!

lograniczajac sie do wielomian6w drugiego rzedu
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§ 6. Wspdlne cechy reprezentacji algebry stopy

Przegladajac kolejne wzory wystepujace w ostatnich trzech rozdzialach mo-
zemy wypisa¢ zwiazki wystepujace pomiedzy réoznymi klasycznymi realizacjami
algebry stopy. Dla tego celu oznaczmy przedstawienia dowolnego operatora x
w reprezentacjach Bernoulliego, dolnej Newtona i gérnej Newtona odpowiednio
przez x4, X i X.

Dla operatora dyskontujacego kapital do wartosci w chwili ¢ mamy

[I’, S]d = [I’, S] = [I‘, S],

gdzie pierwsza z réwnosci dotyczy jedynie punktéw, ktére odpowiadaja dys-
kretnej dziedzinie czasowej reprezentacji Newtona. Powyzsze réwnosci mozemy
wyrazi¢ operatorem stopy r przedstawionym w odpowiednich reprezentacjach..
Na podstawie wzoréw (9.9), (10.4) i (9.1) otrzymamy, ze

1

(t-a)ra _ (1 t-a _ =
€ ( + E) (1 _ f)tfa

dla dowolnych chwil ¢ i a, czyli dowolnych poteg operatoréw dyskontowania
w jednostce czasowej: €', (1 +1) i (1 —T)"!. Gdy rozwazymy infinitezymalne
zmiany polozenia punktu opisywanego zmienna calkowitoliczbowa ¢t wystepu-
jaca w reprezentacjach Newtona, wtedy zrozniczkowanie po czasie ¢ powyzszej
formuly prowadzi do zaleznosci pomiedzy stopa rézniczkowa z reprezentaciji
Bernoulliego, a komutatorem [r, s| w reprezentacjach Newtona, ktére przedsta-
wiaja tozsamosci (7.2).

Woyjasénienia dotyczace roéznych skal czasowych, poczynione przy opisie re-
prezentacji Bernoulliego, przenosza si¢ bez zmian na reprezentacje dolna i gérna
Newtona.

Na uwagge zasluguje fakt, ze wszystkie trzy klasyczne reprezentacje algebry
stopy prowadza do aproksymaciji proceséw kapitalowych odmiennymi rodzina-
mi wielomianéw zmiennej {. We wszystkich reprezentacjach zachodzi izomor-
fizm pomiedzy ciagiem stop kolejnych rzedow r = (ry,re,...) w dowolnej z
chwil a dziedziny czasowej a ksztaltem zmian kapitalowych na calej dziedzinie,
okreslonych operatorem dyskontujacym [r,s], izomorfizm zadany odwzorowa-
niem

(11.6) 8] = o = o,
k=0

gdzie wspoélczynniki ciagu ¢ = (@1, o9, . . . ) sa niezaleznymi od ksztaltu ewolucji
czasowej kapitalu liczbami, zaleznymi jedynie od wyboru reprezentacji, w po-
wyzszej sumie przyjmujemy z definicji poro = 1, wiec [r, s] ! mozemy formalnie
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traktowa¢ jako iloczyn skalarny ¢ w nieskonczenie wymiarowych przestrze-
niach wektorowych. Z wlasnosci (11.6) wynika, ze jesli kapital f(a) podzielimy
na dowolne dwie czeéci (zwiazane z odmienna kapitalizacja, a wiec réznymi
stopami zwrotu) f(a) = fi(a) + fao(a) = nf(a) + 12f(a), gdzie wagi podzialu
71 + 72 = 1 moga byc¢ liczbami ujemnymi, to czynnik dyskontowy lacznego
kapitalu, bedacy suma wazona czynnikéw dyskontowych kazdej z czg¢éci kapi-
talowych, jest izomorficzny stopie bedacej suma wazona stoép kazdej z czesci
F(0) = Ie.s] (@) = 7 fa) = Si0) + Folt) =
= [r,8]7 71 (a) + [r, 8312 f(a) = @ (nr1 + 72r2) fla),
czyli
Trpdye = Y171 + Y2r2.

Stopy (wektory) w dowolnej reprezentacji zachowuja sie w sposéb addytywny
(wypadkowa stopa k-tego rzedu jest suma wazona stop tego samego rzedu),
co stanowi niezwykle porzadana wlasnoé¢, skracajaca obliczenia finansowe do
tego stopnia, ze wykorzystuje si¢ ja na codzien nie zwazajac, ze stosowane
powszechnie definicje stop procentowych wlasnosci tej nie posiadaja”.

Przy zmierzajacych do zera odleglo$ciach pomiedzy kolejnymi chwilami cza-
sowymi granica obydwu reprezentacji Newtona jest reprezentacja Bernoulliego.

Zastosowania formalizmu algebry stopy sa wyjatkowo rozlegle. Mozna dla
przykladu rozwazy¢ wszystkie rodzaje kredytéow jako funkcjonaly okreslone na
algebrze stopy, za$ o wartoSciach w dziedzinie liczbowej. Takie spojrzenie na
kredyt daje dwojakie korzysci. Prowadzi do algebraicznej klasyfikacji kredytow,
pozwalajacej na ,,odkrywanie” nowych, niepraktykowanych, a prawdopodob-
nie atrakcyjnych technik finansowych. Wiaze takze rozne, tradycyjnie odlegle
techniki kredytowania w dwoiste pary (np. nominalnie stala renta wieczysta
vs obligacje nie datowane), ktéorym towarzysza de facto jednakowe wzory ich
rachunkowego opisu, sformulowane w wariantach odpowiednich dla wybrane;j
reprezentacji algebry stopy.

§ 7. Reprezentacje efektywne

We wszystkich trzech reprezentacjach klasycznych generator s jest w al-
gebrze stopy elementem prawym odwrotnym do operatora r, co zapisujemy
symbolicznie w postaci réownosci (9.5). Dzigki postulowaniu tej tozsamosci dla
okre$lenia konkretnej klasycznej (niestochastycznej) reprezentacji algebry stopy
wystarcza podanie jedynie realizacji generatora r’. Posta¢ operatora s mozna
znalez¢ rozwiazujac warunek (9.5), co czyni nazwe algebra stopy adekwatna

2z0b. [KP99]

dla kaz-
dej repre-
zentacji
mozemy
skonstru-
owac od-
powiednik
klasyfika-
cji z roz-
dziatu 8
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dla tej sytuacji. Metoda taka jest recepta na znalezienie innych reprezentaciji
algebry Swiata finanséow. Tak wiec algebre stopy mozemy zdefiniowac jako
algebre Heisenberga-Weyla, spelniajaca dodatkowo postulat (9.5). Gdy potrafi-
my efektywnie realizowa¢ dowolna ilo$¢ zlozen operacji r wyznaczania stopy
zwroty, jednokrotna operacje s okresSlania przyrostu kapitalu i znamy odpo-
wiednik reguly Cauchy’ego, to taka reprezentacje algebry stopy mozemy na-
zywac reprezentacjq efektywnq. Nazwe ta usprawiedliwia spostrzezenie iz,
niezaleznie od tego jak egzotycznymi w stosunku do ich klasycznych odpo-
wiednikéow okazuja sie realizacje operacji r i s, mozemy obliczy¢ wyniki do-
wolnych procedur rachunkowych, prowadzonych w reprezentacji spelniajacej
powyzsze warunki. Abstrahujac od kontekstéw historycznych, dotyczacych od-
krycia przytoczonych w tym rozdziale wzoréw, reprezentacjami klasycznymi
nazwiemy reprezentacje efektywne, ktorych komutator (operacja dyskontowa-
nia) polega na mnozeniu funkcji kapitalu przez tzw. czynnik dyskontowy U(a, t),
posiadajacy wlasnos¢ skladania rezolwenty réwnania rézniczkowego liniowego,
czyli U(a,t)U(t,t') = U(a,t')". W reprezentacji Bernoulliego operacja komuta-
tora polega na mnozeniu przez czynnik U(a,t) = el drm(m) W reprezentacjach
dolnej i gornej Newtona mamy odpowiednio U(a,t) = [["_} (1 +r,(7))"" oraz
Ua,t) = [T} (1 —71(7)). Wszystkie wymienione tu przedstawienia spelniaja
wlasnos¢ rezolwenty.

3nastepny rozdzial po$wiecony jest reprezentaciji stochastycznej algebry stopy, w ktorej

operator r ma postac taka jak w reprezentacji Bernoulliego, lecz s jest zdefiniowany odmiennie
4 -
zob. rozdz. 7



Rozdzial 12
( Stochastyczna reprezentacja algebry stopy

W rozdziale tym zajmiemy si¢ realizacja algebry stopy zwrotu dla modeli dys-
kontujacych kapital do chwili opisywanej zmienna losowa o rozkladzie normal-
nym. W takich przypadkach rachunek stop sprowadza si¢ do operowania funk-
cjami nalezacymi do przestrzeni Hilberta rozpietej na bazie wielomianéw Her-
mita. Okreslimy metode aproksymacji funkcji oparta na stochastycznym ana-
logonie szeregu Taylora. Przyjrzymy sie¢ przykladom rachunkéw dotyczacych
zmian kapitalowych w tej nieklasycznej reprezentacji algebry stopy. Poznamy
sposob statystycznego pomiaru pochodnych funkcji wyznaczanych empirycz-
nie.

Stochastyczne ujecie zagadnienia stanowi kontynuacje poprzedniego roz-
dzialu omawiajacego algebre stopy, czyli posiadajaca fundamentalne znacze-
nie strukture formalna. Jej klasyczne realizacje (zwane przez matematykow
reprezentacjami) obejmuja pelny zakres praktycznie uzywanych zastosowan
finansowych stopy procentowej. Jednoczesnie realizacje te stanowia pokazny
zestaw narzedzi badawczych sluzacych w zastosowaniach analizy matema-
tycznej. Przypomnijmy, ze obejmujaca wszelkie operacje obliczen finansowych
algebre stopy tworzy zbior generowany przez dwie operacje r i s takie, ze
[r,[r,s]] = [s,[r,s]] = 0 (wlasnosci algebry Heisenberga-Weyla). Operator r
stuzy do wyznaczenia biezacej stopy wzrostu kapitalu, a operacja s pozwala,
w oparciu o znajomo$¢ stopy, okresli¢ calkowity przyrost kapitalu w dluzszych
okresach czasu. Komutator [r,s] := ros — s or jest operacja polegajaca na
odjeciu wyniku otrzymanego przez przeprowadzenie operacji r, a potem s, od
wyniku z wykonanych kolejno operacji s, a po niej r. Element algebry stopy
[r,s] ma podstawowe znaczenie w finansach, gdyz w dotychczas omawianych
reprezentacjach okazywal si¢ by¢ operatorem mnozenia wartosci kapitalu przez
czynnik dyskontujacy ta kwote do ustalonej chwili czasowej. Proponowana ni-
zej reprezentacja algebry stopy, mimo zastosowania w jej opisie klasycznego
ukladu wielomianéw ortogonalnych, nie jest jeszcze wykorzystywana. Jednak
jej izomorfizm (na poziomie operacji algebraicznych) z popularnymi reprezen-
tacjami klasycznymi powinien by¢ dostatecznym powodem zwro6cenia na ten
rachunek szczeg6lnej uwagi. Posiadamy formalnie poprawna i interpretacyjnie
spojna stochastyczna reprezentacje¢ struktury, ktorej algebra postugujemy sig,
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mniej czy bardziej Swiadomie, od stuleci. Poznajmy ta realizacj¢, by méc adopto-
wac deterministyczne modele matematyki finansowej na dziedzing problemoéw
ryzykownych i niepewnych.

§ 1. Reprezentacja Gaussa

Mamy zaja¢ si¢ formalizmem badania proceséw kapitatowych, dla ktérych
istotny w przebiegu procesu moment v jest okreslony nieprecyzyjnie. Owa chwi-
la moze by¢ opisywana zmienna losowa o rozkladzie prawdopodobienstwa po-
siadajacego obiektywny, lub subiektywny charakter. Przykladowo z taka sytu-
acja spotykamy si¢ podczas realizacji platnosci, gdy moment wykonania platno-
Sci v, w zalezno$ci od warunkéw okreslonych czynnikami losowymi, fluktuuje
wokoél pewnej oczekiwanej chwili a, za§ wielkos¢ samych fluktuacji o zalezy
od czynnikéw specyficznych dla transakcji. Moment rozpoczecia typowej inwe-
stycji ma takze podobna wlasnos¢ — stopien wdrozenia inwestycji w funkcji
czasu t mozna, po wyborze odpowiedniej skali czasowej, opisa¢ dystrybuan-
ta standaryzowanego rozkladu normalnego, noszaca nazwe funkcji Laplace’a
L(v) [Ste71]. Zaproponowane nizej narzedzie rachunkowe moze stanowi¢ punkt
wyjécia dla opracowania metod poréwnywania wartoéci instrumentéw finanso-
wych o niezdeterminowanych okresach realizacji. Z sytuacja, gdy nie znamy
ostatecznego terminu naszej rezygnacji z dostatecznie plynnej formy kapitato-
wej (gdyz zawsze mozemy dostrzec co$ bardziej atrakcyjnego), bedziemy sie
coraz cze¢sciej spotykac dzigki coraz sprawniejszym technologiom gromadzenia,
przekazywania i analizy informacii.

Przyjmiemy naturalny model matematyczny pozwalajacy mierzy¢ konse-
kwencje zalozenia o czasowej przypadkowosci procesu. W tym popularnym
modelu czasowa zmienna losowa v ma rozklad normalny, tzn. model uwzgled-
nia rézne wartosci v jakie moze przybiera¢ v z waga (miara)

1 (v=a)?

dM, ,(v) = e o2 dv
’ 2ro

okreslona na dziedzinie rzeczywistej (v € R). Jak zwykle wartoéci oczekiwane
dowolnych funkceji f(v) bedziemy oznacza¢ symbolem FE (f(v)), czyli

E(f(v)):= /OO AM, . (v) f(v) = \/2170/00 dvf(@)e,(v;;;)z.

Dla wygody stosowanej w dalszym tekscie notacji operatorowej przyjeliSmy kon-
wencje wypisywania rézniczki dv bezposrednio po znaku dotyczacej jej calki.
Ustalenie miary bedacej rozkladem normalnym wyréznia miejsce na dziedzinie
zmiennej losowej v (rowne wartoéci pierwszego momentu rozkladu, czyli a) oraz
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jednostke czasowa o. Dokonajmy translacji i przeskalowania dziedziny czasowej
uwzgledniajacych ten naturalny uklad odniesienia. Po transformacji t — a+ ot
zmienna losowa v bedzie opisywana standaryzowanym rozkladem normalnym
dL(v) := dMy;(v). Przeksztalcajac koncowe wyniki za pomoca podstawienia
odwrotnego t — =2 otrzymamy interesujace nas wzory, obowiazujace w sytu-
acji dowolnego sposobu opisu wspolrzednej czasowe;.

Ze wzgledu na potrzebe zachowania korespondencji pomiedzy tu konstru-
owana reprezentacja a reprezentancja Bernoulliego zalozymy, ze operacja stopy
ksztaltujacej obraz zmian kapitalowych jest realizowana przez pochodna kapi-
talu, czyli

_ 4
rf(t) == Tt

Taki wyboér przedstawienia operatora r algebry stopy niesie najbardziej pre-
cyzyjna informacje¢ o chwilowych przyrostach kapitalowych, co ze wzgledu na
potrzebe precyzyjnego badania omawianych tu proceséw wydaje si¢ wysoce
pozadane. Operator przyrostu kapitalowego wzorowany na reprezentacji Ber-
noulliego s = [ ; dr nie dostarcza obecnie pelnej informacji o wartoéci kapitalu,
bowiem chwila v, do ktérej zamierzamy dyskontowac¢ kapital, jest teraz zmien-
na losowa. Gdy, dla przykladu, rozwazymy umowe transakcji zachodzacej w
momencie v, ktéora okresla kwote transakcji nominalnie, to wtedy, z powodu
uwzglednienia charakteryzujacych kapital stop procentowych, oczekiwana war-
to$¢ realna transakcji nie pokrywa si¢ z jej kwota nominalna. Dlatego stosowna
bedzie modyfikacja operatora przyrostu kapitalowego w postaci

s £ (1) :/_ZdL(v) /Uthf(T) :E(/:de(T)) :E</Otnd7'f(7'-|—0)),

Cco w notacji operatorowej zapiszemy nastepujaco

t
S:E/ dr.
v

Zbior tak zdefiniowanych operacji r i s, z dziataniami polegajacymi na skladaniu
tych operatoréw (dalej oznaczanym symbolem o), dodawaniu, czy mnozeniu
przez liczby, bedziemy dalej nazywac reprezentacjq Gaussa algebry stopy.

§2. Zlozenia operacjir is

W opisanych w poprzednich rozdzialach klasycznych reprezentacjach alge-
bry stopy operator s byl zawsze operatorem prawym odwrotnym do r, czyli
(ros)f(t) = f(t) dla dowolnej funkcji gladkiej f(¢). Obecnie wlasnos¢ ta jest
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takze spelniona, bowiem

ros)f() =58 [ dr i) = B (@) = 50

Wyznaczajac wynik dzialania komutatora r i s, czyli wielkoéci [r, s] = ros—sor,
na funkcje kapitalowa, otrzymamy

i) = 50— B [ a0 = p (e = B (o 00) 100,

-
gdzie ostatnia rowno$¢ wynika z definicji (9.3) dla stopy rézniczkowej pierwsze-
go rzedu 7 (t). Romutator pozostaje wiec nadal, tak jak w przypadku reprezen-
tacji klasycznych, operacja dyskontowania do chwili 0 (przypadek standaryzo-
wanego rozkladu normalnego), a po przywrdéceniu pierwotnych wspoétrzednych
czasowych do chwili a (dowolny przypadek z rozkladem normalnym o $rod-
ku w a). Jednak nie polega juz ona na pomnozeniu funkcji f(t) przez czynnik

dyskontowy e/ ™" Wynik nalezy jeszcze uéredni¢ po zmiennej losowej v.
Usredniony czynnik dyskontowy nie spelnia prawa skladania charakterystycz-
nego dla rezolwent réwnan rézniczkowych zwyczajnych (jednak prawdziwego
w granicy ¢ — 0, gdyz wtedy rozklad normalny zmierza do dystrybucji 6 Dira-
ca', czyli

7 o drri(T o £ driri(m >  drari (T2
/thl,a(U) efia ® ()7& /thz,a(f) el tn it )/thl,a(§) el dr2ma(r2).

Dlatego reprezentacja Gaussa nalezy do nieklasycznych reprezenracji stopy
zwrotu.

§3. Wielomiany Hermita n!s"1

Ronstrukcja odpowiednika formuly Cauchy’ego dla reprezentacji Gaussa,
tak jak dla reprezentacji klasycznych opiera si¢ na wlasnosciach n-krotnego
wykonania operacji s na funkcji stalej (np. rownej 1)

(12.1) s"l=F / dﬁ/ dry / dt,,.

Dla prostoty notacji przyjeto konwencje w ktérej operator £ uérednia po wszyst-
kich zmiennych losowych v o standaryzowanych rozkladach normalnych. Przyj-
miemy takze, ze s°1 = 1. W paragrafie 4 Uzupetnienieri zostalo wykazane,
ze rodzina funkcji {n!s"1} jest dobrze znanym matematykom zbiorem wie-
lomianéw Hermita o wielu zbadanych i interesujacych wlasnosciach, patrz

Iz0b. np. [Ste71]
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np[Enc97]. Kilka uzytecznych tozsamo$ci wykorzystywanych w dalszych cze-
Sciach artykulu zostanie przedstawionych w biezacym paragrafie. Dla oma-
wianych zastosowan wygodnie jest przyja¢ nastepujaca definicje wielomianu
Hermita n-tego stopnia

(12.2) H,(t) .= E((t+1i0)"),

gdzie i = /—1. Przedstwienie takie mozna znalez¢ np. w tablicach funkcji
[Ant69]. Nieparzyste momenty standaryzowanego rozkladu normalnego sa ze-
rowe, wigc wartoéci liczbowe wielomianéw na dowolnej liczbie rzeczywistej t sa
takze rzeczywiste. Calkujac strony definicji (12.1) otrzymamy jej rekurencyjny
odpowiednik

(12.3) H,(t) =nsH, 1(t) = nE/t dr H,, (1)

z warunkiem poczatkowym H,(t)=1. Takze bezposrednio z definicji latwo za-
uwazyd, ze funkcje H,(t) sa wielomianami n-tego stopnia zmiennej ¢ o wspol-
czynniku przy najwyzszej potedze ¢ rownym 1 (takie wielomiany nosza nazwe
wielomianéw monicznych [Enc97]). Rézniczkowy wariant wzoru (12.3) jest
nastepujacy

dH,(t)
dt

(12.4) rH,(t) = =nH, (t).

Formuly (12.3) i (12.4) posiadaja taka sama posta¢ jak wzory na calkowanie i
rézniczkowanie jednomianow (n!s"1),.,. .. = 1", czyli funkcji n!s"1 w repre-
zentacji Bernoulliego, czy analogiczne wzory na odpowiednie sumy i réznice w
reprezentacjach Newtona. Wykorzystujac dwumian Newtona i wzér na warto$¢
parzystego momentu rozkladu normalnego, zamieszczony w Uzupetnieniach
84, mozemy wypisac jawna posta¢ wspotczynnikéw wielomianu Hermita, mamy
bowiem

H,(t) =E[(t+io)"|=EY ( o ) (—0%)" 2 =

k=0

-3 (3 ) g™

k=0

Symbol ng oznacza najwigksza liczbe naturalna nie wigksza od 3. Latwo teraz
zauwazyé, ze wielomiany o parzystych indeksach H,,(t) sa funkcjami parzysty-
mi, a o indeksach nieparzystych Hs, ;(t) — funkcjami nieparzystymi. Wspol-
czynniki przy kolejnych nieznikajacych potegach zmiennej ¢ maja przeciwne
znaki. Powyzsza formule mozemy odczytaé¢ jako wzoér wiazacy reprezentacije
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Gaussa algebry stopy z jej reprezentacja Bernoulliego

5]
n 1 n—
(125) (S 1)Gauss = Z (—Q)kk}' (S 2k1)Bernoulli '
k=0 ’

§4. Funkcja tworzaca

Dla dowolnej zmiennej urojonej z zachodzi nastepujacy ciag rownosci

o0 n

22 22
x—Hn :EZ x(t+iv))" = Fe!* 2z Tz 0T —
126 ="

2

dve 20" = gl = (g, ¢),

x_m/

wiec wygodnie jest znajdowac¢ wielomiany Hermita za pomoca rozwinigcia
funkcji tworzacej V(z,t) w szereg Taylora. Rorzystamy woéwczas ze wzoru
d"V(z,t)

H(t) = — =

=0

Powyzsza formule mozemy wypisa¢ w nieco odmiennej postaci

n 2 n z—1)2 2 n 22
H)= T2@D| g 4 et g &g
dx 2—0 dx 2—0 dz oy
n -1 d
(127) = (=1 (L) - L)

zwanej wzorem Rodriguesa dla wielomian6w Hermita [Enc97].

Wykorzystamy funkcje ¥(z,t) dla wykazania zalezno$ci pomiedzy wielo-
mianami Hermita. Rézniczkujac ja po parametrze = otrzymamy nastg¢pujace
rOwnanie

(12.8) a% U(z,t) = (t —2) U, 1),

Zastepujac w réwnaniu (12.8) ¥(z,t) odpowiednim szeregiem Taylora wzgle-
dem zmiennej x i poréwnujac wyrazenia stojace przy jednakowych potegach
tej zmiennej otrzymamy nastepujacy ciag rownosci

Hyir(t) = t Hy(t) — n Hy_i (1),
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dla ktérego warunki poczatkowe znamy, gdyz wiedza o stopniu wielomianu i
wspolczynniku przy wiodacej potedze zmiennej ¢ jest wystarczajaca, aby wypi-
sa¢ dwa wielomiany Hermita najnizszych stopni Hy(t)=1 oraz H,(t)=t. Wzor
ten moze posluzy¢ do generowania kolejnych wielomianéw Hermita. Wielomia-
ny kilku nastepnych stopni wypisane sa ponize;.

Hy(t) = -1,

Hi(t) = t*—3t,

Hy(t) = t*—6t>+3,

Hs(t) = t>—10t°+ 15¢,

Hg(t) = t°—15¢* +45¢* — 15,

H:(t) = " =21 +105¢> — 105¢,

Hg(t) = 8 —281%+4210¢* — 420¢> + 105,
Ho(t) = t°—36t"+378t° — 12603 + 945 ¢.

Poréwnanie szeregéw Taylora funkcji tworzacej ¥ (x, t) wystepujacej w row-
naniu rézniczkowym
0
pn U(z,t) =xV(x,t)

prowadzi do réwnosci (12.4).

§5. Przestrzen Hilberta

Obliczajac warto$¢ oczekiwana iloczynu funkcji tworzacych wzietych dla
dowolnych dwoéch wartosci parametru formalnego x otrzymamy

1 o0 w2 22 o2
B (W(z,0) W(y,v)) == / dve it rvaroy-aytey _
my o0 v—T— 2
€ dve_( 2y) e

:\/27r o

Znowu mozemy poréwnac stosowne szeregi Taylora, tym razem dla pierwszego
i ostatniego wyrazenia w powyzszym ciggu rownosci

1 1
> = E(Hu(0) Hy(0)) a™y" = > —a"y".

n!
m,n=0 n=0

Rownos$¢ wielomianéw implikuje réownos$¢ okreslajacych je wspolczynnikow,
wiec prawdziwymi musza byc nastepujace tozsamosci

(12.9) FE (H\;’g) H&g)) =0
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/

(LR
A
(I

'

Rysunek 12.1. Wykresy funkcji \/d]:l—ff) HHTS) dlan=1,...,9.

o
N

dla wszystkich par m#n oraz

dla wszystkich n. W ten sposéb dochodzimy do wniosku o charakterze geome-
trycznym, ze wielomiany postaci H"T:j) rozwazane z waga standaryzowanego roz-
kladu normalnego tworza system funkcji ortonormalnych (tzn. prostopadlych
w znaczeniu wlasnoéci (12.9) i unormowanych do jedno$ci w znaczeniu wlasno-
Sci (12.10)). System ten jest baza przestrzeni Hilberta Hy [Enc97]. Przestrzen
Hp jest wyposazonym w operacje iloczynu skalarnego E(fi(v) f2(v)) zbiorem
funkcji mierzalnych f(t), czyli takich, dla ktorych E(|f(v)|?) < co. Formalizm
przestrzeni Hilberta stanowi podstawe teorii kwantowej, ktérej poswigcona jest
trzecia czeS¢ ksiazki. W rozdziale 15 odnajdziemy pelna definicje tej przestrze-
ni. Zagadnienie momentéw rozkladu normalnego jest dobrze okreslone”, wiec
z twierdzenia Riesza [Enc97| wynika, ze uklad {s"1} jest zupelny, to znaczy
kazda funkcja f(t) nalezaca do Hg musi znika¢ na calej dziedzinie, gdy znika

jej iloczyn skalarny z dowolnym elementem s"1 ukladu (czyli £ (f(v)s*1) = 0).

(12.10)

dL H,
dt Vi
néw Hermita obrazuja skorygowany miara rozkladu normalnego obszar zmien-

noéci tych wielomianéw. Autor nie przedstawil wykresu funkcji Hermita dla
wielomianu o numerze n = 0. Zostal on dostatecznie spopularyzowany, gdyz
widnial na wycofanym ostatnio z obiegu banknocie dziesigciomarkowym. Z
uwagi na wspomniane wyzej symetrie wielomianéw zobrazowana zostala jedy-
nie dodatnia cze$¢ argumentéw funkcji Hermita. Numer wybranego wielomianu

Wykresy funkcji Hermita dla dziewigciu poczatkowych wielomia-

patrz §4 Uzupelnieri
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fatwo odczyta¢ z wykresu wiedzac, ze wielomiany Hermita maja wszystkie ze-
ra rzeczywiste i jednokrotne. Sposréd wlasnosci wielomian6w Hermita warto
jeszcze wymieni¢ znikanie dla wszystkich indekséw naturalnych $redniej war-
to$ci wielomianow E (H,(v)), wykazane przy okazji dowodu zamieszczonego w
Uzupetnieniach §4. OczywiScie zachodzi réwnos¢ E (Hy(v)) = 1.

§6. Wiasnos¢ splotu wielomianéw Hermita

Rozwazmy odwzorowanie o : Hp X Hr — Hp postaci

f(t)eg(t) = Esf(t)glu—t+v)|,_, = E/ dr f(1)g(t — 7 + v).

W przypadku klasycznych reprezentacji algebry stopy (v =0) powyzsze wyra-
zenie nalezy zastapi¢ splotem funkcji (reprezentacja Bernoulliego), badz splo-
tem ciagéw (reprezentacje Newtona) na odcinku [0,¢]. W omawianej tu re-
prezentacji Gaussa warto$¢ calki-splotu jest dodatkowo usredniona w jej dol-
nej granicy. Rozpisanie stosownych wyrazen pozwala wykaza¢ przemiennosé
(f(t) @ g(t) = g(t) ® f(t)) oraz rozdzielnos¢ dodawania ((f(t) + g(t)) ® h(t) =
f(t) @ h(t) + g(t) @ h(t)) dla usrednionego splotu e. Wyliczymy warto$¢ splo-
tu dwoch wielomianéw Hermita. W tym celu, podobnie jak wyzej, znajdziemy
splot funkcji tworzacych wielomianéw Hermita, by potem odszuka¢ wspoélczyn-
niki przy odpowiedniej potegach parametréw formalnych funkcji tworzacej. Ma-
my

¢ g E
U(z,t) e U(y,l) = E/ dreTt S Ht-THo)y—t _
v

1 _ a4y’ tx b t v
= ez (efE(e”) —e'VE (e°7)) .
r—Yy
Rorzystajac z zamieszczonej w Uzupetnieniach §4 postaci funkcji tworzacej
momentow rozkladu normalnego otrzymamy

2 2
tr—% ty—yT i} £ — U "
(1211) \I/(ZL',t) ° ‘If(y,t) _ (S e _ (ZL‘) ) (ya ) '

Z. definicji funkcji tworzacej wielomianéw Hermita wynika, ze

U(a,t) = U(y,t) =2 =M - -
’ = s"t = sFt11 R
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wiec poréwnujac wyrazenia przy z™y" po obydwu stronach réwnosci (12.11)
otrzymujemy, ze
Hm(t) Hn(t) Hm+n+1 (t)

12.12 = .
( ) ml °al (m+n-+1)!

Jezeli zastapimy wielomiany Hermita Hy(t) jednomianami t* (reprezentacja
Bernoulliego) badz symbolami Pochhammera przyrastajacej potegi t*, czy uby-
wajacej t£ (reprezentacje Newtona) i odpowiednio skorygujemy operacje splotu,
to wlasnoéc¢ (12.12) pozostanie spelniona. Tak wiec dla wszystkich rozwazanych
dotychczas reprezentacji alebry stopy zachodzi tozsamos¢

(12.13) (s™1)(t) @ (s™1)(t) = (s™™F11)(¢).
Zapiszmy formule (12.13) tak, by uwypukli¢ jej istotna ceche
Ht) | H(t) o ()

T Il

Rorzystajac z zupelnoéci ukladu wielomianéw Hermita mozemy wielomian %
wystepujacy we wzorze (12.14) zastapi¢ dowolna funkcja, co prowadzi do for-
muly wielokrotnego calkowania typu Cauchy’ego, ktorej klasyczne analogony

pojawialy si¢ w poprzednich rozdzialach

SFHF (1) = E/ dr Wﬂﬂ.

Formula Cauchy’ego okazuje si¢ jedynie specyficznym zapisem wlasnoéci (12.13)
splotu wielomian6w s*1. Reprezentacje algebry stopy, w ktérych operator przy-
rostu kapitalowego s jest tak okreSlony, ze spelnia wlasnos¢ (12.13) bedziemy
nazywac reprezentacjami Mikusinskiego. Przyczyny przyjecia tej nazwy po-
dane zostana w paragrafie 12.

(12.14)

§ 7. Operacja dyskontowania [r,s]™*

Jeszcze raz przypomnijmy znana z metody sumowania postepu geometrycz-
nego tozsamosc¢ teleskopowa,

m m
Zsko[r,s]ork:Zsko(l—sor)ork:I—smHorm“.
k=0 k=0

Po podstawieniu w powyzszym réwnaniu definicji operatoréw r i s specyficz-
nych dla reprezentacji Gaussa i zapisaniu wynikéw dzialania obydwoch stron
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réwnania na dowolna funkcje f(¢) (odpowiednia ilo¢ razy rézniczkowalna)
otrzymamy

0215 B (0w) = 30 D B (79) = £ = ),
k=0 k=0 )

gdzie f*)(v) standardowo oznacza k-ta pochodna funkcji f(¢) w punkcie t = v.
Operator [r,s]™! jest (z definicji) odwrotno$cia operatora [r, s]

=[r,s] tofrs] =1,

czyli f(t) = [r,s]7'E(f(v)) , wiec [r,s]”! pozwala odtworzy¢, na podstawie
pelnej informacji o uérednionej funkcji kapitalu (zawierajacej jej usrednione ko-
lejne pochodne), warto$¢ kapitalu f(¢) w dowolnej chwili . Rownanie (12.15)
ma nastepujaca postac

[r,s]o[r,s] "

-~ Hilt)

k!
k=0

f(t) =[r,s] " E(f(v)) = E (f"(v)) +sm 1m0 (1),

wiec dla klasy funkcji nalezacych do przestrzeni Hg, gdy obowiazuje odpo-
wiednia formula Cauchy’ego (12.13), otrzymamy analogon popularnego wzoru
Taylora z reszta w postaci calkowej (9.8)

(216 ()= .o B (F0) = Y W g (00 4

k=0

Hy (1)

m!

° f(m+1) (1).

Zbieinos¢ szeregu » ;. H’“,(t) E (f®™(v)), wynikajaca z nalezenia f(t) do Hg,

pozwala nam w sposob jawny, na podstawie wzoru (12.16) i zupelnosci ortonor-

malnego systemu wielomianéw {H\/"@} przedstawi¢ funkcje f(¢) nastepujaco

219 =3B g (o) = O ) o).

§ 8. Od reprezentacji Bernoulliego do reprezentacji Gaussa

Rozwiniecie kapitalu jako funkcji czasu f(t) w szereg wzgledem wielo-
mianéw Hermita postaci (12.17) mozna otrzymac bezposrednio z rozwiniecia
f(t) w szereg Taylora (czyli z przedstawienia funkcji f(¢) jako algebraiczne-
go wyrazenia wygenerowanego w ramach reprezentaql Bernoulliego). Wystar-
czy do tego umiejetnos¢ przedstawienia wielomianow % = (s"1),,,. . wyste-
pujacych w szeregu Taylora jako kombinacji llmowgch wielomiané6w Hermita
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Hth) = (8"1) g auss- JeZeli w przedstawionym w paragrafie 4 zestawieniu wielo-

mianéw Hermita, lub we wzorze (12.5), dostrzec formule transformaciji (zmiany
wspolrzednych) wyrazen zapisanych w reprezentacji Gaussa w odpowiadajace
im wyrazenia w reprezentacji Bernoulliego

{Snl}Gauss - {Snl}Bernoulli ’

to obecnie potrzebna jest nam znajomo$c¢ transformacji do niej odwrotnej, czyli

{Snl}Bernoulli - {Snl}Gauss .

W tym celu poréwnamy wspoélczynniki stojace przy =™ w rozwinigciu w szereg
potegowy nastepujacej tozsamosci

o] S 2
S am B (0" (s1)(0)) = B (6" U, v)) = / dL(v) v" =% —
m=0 o
—E((r+0)").
Latwo zauwazy¢, ze jedyne rozne od zera wspolczynniki maja postac
B (2 w) = ( 2 ) E*) ="
2k 2k k! (n — 2k)!
dla £ = 0,1,...,|2n|. Na podstawie powyzszego wniosku i zupelnosci prze-
strzeni Hp otrzymamy
0 5]
t" =" E(v"(s"1)(0)) Hpu(t) =Y E (0" (s"*1)(0)) Hy_oi(t) =
m=0 k=0
3]
=Y S ),
k=0
czyli
o
(1218) (Snl)Bernoulli = Z % (Sn_Qk]')Gauss .

k=0

Zuwraca uwage wyjatkowa symetria transformacji (12.5) i (12.18) pomiedzy re-
prezentacjami Bernoulliego i Gaussa. Jej konsekwencja jest niezwykle prosty
przepis na wypisanie kolejnych jednomianéw t" jako kombinaciji liniowych wie-
lomian6éw Hermita. W tym celu wystarczy zamieni¢ w zestawieniu podanym
w paragrafie 4 wielomiany {t"} i {H,(t)} rolami oraz zignorowac¢ wystepujace
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tam znaki minusa. W efekcie uzyskamy nastepujace tozsamosci

t2 — HQ(t)+17

3 = Hs(t) +3H(t),

t* = Hy(t)+ 6 Ha(t) + 3,

t5 = Hs(t) + 10 Hs(t) + 15 Hy (1),

t% = Hg(t) + 15 Hy(t) + 45 Ho(t) + 15,

t" = Hy(t) + 21 Hs(t) + 105 H3(t) + 105 H,(t),

t = Hg(t) + 28 Hg(t) + 210 Hy(t) + 420 Hy(t) + 105,

t9 = Hy(t) + 36 H7(t) + 378 Hs(t) + 1260 H3(t) + 945 H,(t).

Autor nie zna bardziej efektownego przykladu na natychmiastowe odwrécenie
nietrywialnej macierzy o dowolnej ilosci wymiarow.

§ 9. Statystyczny pomiar pochodnych

Warto zatrzymac si¢ w tym miejscu, by wyciagna¢ wnioski z rownosci

(12.19) E (f'"(v)) = E (Hyp(0) f(v)),

ktéra mozna otrzymac¢ wyznaczajac warto$¢ oczekiwana iloczynu wielomianu
H,,(v) i funkcji f(v) zadanej wzorem (12.17). Lewa strona réwnania (12.19) jest
uSredniona po standaryzowanym rozkladzie normalnym m-ta pochodna funk-
cji f(t). Gdy drugi moment rozkladu Gaussa zmierza do zera (0 — 0), sam
rozklad zbiega do dystrybucji §-Diraca [Enc97], wiec E (f™(v)) — f™(0).
Wybierajac rézne pierwsze momenty rozkladu normalnego otrzymamy warto-
éci m-tych pochodnych funkcji f™(a) w dowolnych punktach a. Tozsamoéé
(12.19) pozwala statystykowi wyznacza¢ pochodne funkcji odtwarzanej na pod-
stawie danych empirycznych przez pomiar wartosci Sredniej iloczynéw funkciji
z odpowiednim wielomianem Hermita. Wzér (12.19) posiada istotne znaczenie
praktyczne w zwiazku z bezposrednimi zastosowaniami wielomian6w Hermita.
Przedstawione wyzej zestawienie kolejnych wielomianéw moze byc¢ traktowa-
ne jako tablica wspolczynnikow potrzebnych do statystycznego wyznaczania
pochodnych funkcji.
Whynikajaca z rownosci (12.19) i (12.2) formula

E (f™(v)) = E(f(01) (01 + iv2)")
przypomina nieco wzoér Cauchy’'ego na n-ta pochodna funkcji analitycznej|[BF75|

n!

(12.20) (@) = 2= fc dz f(2) (2 — 2) "7,

27
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jednak wzor (12.20) jest nieprzydatny dla okreslenia metody pomiaru pochod-
nych funkciji.

§ 10. Ciqg stép gaussowskich

Analogicznie do konstrukcji zastosowanych w przypadkach reprezentacji
klasycznych algebry stopy, zdefiniujmy stope gaussowska n-tego rzedu r,, row-
naniem

(12.21) o B (f(0)) = E (f"(v)).
Szereg (12.17) moZemy zapisa¢ nastepujaco
76 =3 0 p (109 0)) = 52 D .

k! k!
k=0 k=0

Formula (12.18) przejscia z reprezentacji Bernoulliego do reprezentacji Gaussa
pozwala wyrazi¢ stope gaussowska n-tego rzedu jako kombinacje liniowa stop
rozniczkowych 7y, rzedéw nie nizszych niz n-ty (k > n)

_E(f"0) _ E(Hu(v) f(v) _
"TUE(L) . E(f()

o0

1 T k —
= By o 1 P ) 70 =
oy prt2k ) N Td(n2k)
—WEW%E(H"@( ) B B

W przypadku gdy kapital zmienia si¢ wykladniczo w czasie w opisie repre-
zentacji Bernoulliego zgodnie ze stopa rézniczkowa r (fM)(t) = r f(t)) z (12.21)
otrzymamy r,, = r", czyli

(12.22) rs =00 He®) _ gy ),

k!
k=0

Funkcja tworzaca ¥(z,t) = ert*é ma prosta interpretacje finansowa. Jest ona
czynnikiem dyskontujacym kapital na chwile ¢, czyli jest wartoscia jednostki
kapitalu na ta chwile, wyznaczona dla wykladniczego wzrostu kapitalowego
przebiegajacego w tempie mierzonym stopa rézniczkowa r. Rapital ten cho¢
jednostkowy w momencie losowym v, to usredniony po standaryzowanym roz-

kladzie normalnym wokét chwili 0 ma wzgledem tej chwili wartos¢ ¢~ Dla
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wykladniczego wzrostu przedzialowa stopa wzrostu zdefiniowana jako logarytm
naturalny czynnika dyskontowego

rm(t) :=1In ([r, s]*l)

jest funkcja liniowo zalezna od czasu

rm(t) =InV(rt)=rt— —.

§11. Przyktady liczbowe

Przedstawione ponizej przyklady nawiazuja do rachunkéw z poprzednich
trzech rozdzialow.

11.1. Wzrost Rozwazymy powi¢kszanie si¢ zainwestowanego kapitalu £ o
wykladniczy staly roczny procent r =0.2 w konwencji kapitalizacyjnej cia-
glej, czyli wzrostu opisanego funkcja

(12.23) k(t) = etror ' k.

Okres wdrazania (rozruchu) inwestycji trwal dwa lata (o = 2), tzn. w chwili
t ,pracujaca”’ czes¢ kapitalu wynosila ffoo dMyo(1). Szukamy wartoéci kapi-
talu po 10-ciu latach (t;p = 10), liczac od momentu polowicznego wdrozenia
inwestycji (t=0). Problem ten jest rownowazny zadaniu wyznaczenia wartoSci
oczekiwanej kapitalu po 10-ciu latach z inwestycji o identycznym wzroécie, po-
czynionej w chwili 7 bedacej zmienna losowa o rozkladzie normalnym dM; »(7).
Przechodzac do naturalnej jednostki czasowej (2 lata), czyli do opisu zadania za
pomoca standaryzowanego rozkladu normalnego mamy r=0.4, 0 =1, t;0 =5.
Zgodnie z formulami (12.22) i (12.6) wartos¢ kapitalu po 10-ciu latach wyniesie

(12.24)  k(ty) = [r,8] 'k = U(r, tyo) k = ¥(0.4,20) k = > "%k = 6.82k.

Wielko$¢ ta jest 0.923 (czyli e *%®) czeécia kapitalu & wzrastajacego zgodnie z
taka sama stopa r, lecz w calosci ,pracujacego” od chwili ¢=0, lub jest rowno-
wazna kapitalowi wdrozonemu w taka sama inwestycje w caloSci w momencie
t' = 0.08/0.4 = 0.2 nastepujacym po uplywie 0.22 = 0.4 roku od chwili t =0
(edyz wtedy k(t) = e"®*) k). Innymi stowy wdrazana inwestycja zaczyna byé
rentowna po chwili ¢ okre$lonej warunkiem r,(¢') =0.4¢ — 0.008 =0, czyli po
t'=0.2 2lata, to znaczy po 0.4 roku. Po dziesieciu latach otrzymamy w procesie
(12.24) zysk taki, jak z inwestycji o kapitalizacji ciaglej zadanej stopa rozniczko-

wa =238 =0.192-L.
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11.2. Obliczanie stop Przyklad ten przedstawia zagadnienie aproksymaciji
gaussowskich dwoch procesu kapitalowego wielomianami Hermita. Jak po-
pierwszych rzedow  kazano w przykladzie na stronie 160, procesem kapi-
tatowym, uwzgledniajacym zmiany do drugiego rze-
du wlacznie, najlepiej dopasowanym do wykladniczego wzrostu k(t) ="k z
poprzedniego przykladu, jest proces opisywany czynnikiem dyskontowym

(12.25) 0,87 () = 1+ rart + %tz,

gdzie kolejne stopy rézniczkowe sa odpowiednio réwne r4 = 0.04164ﬁ oraz
Tgo = O.ll%ﬁ. Zmieniajac, podobnie jak wyzej, jednostke czasowa na dwu-
letnia mamy r4 = 0.08328 i 4, = 0.478. Dla réownowaznego dyskontowania w
reprezentacji Gausa, gdzie p := E ([r,s] !(v)), mamy

v, 8] () = (1 o HL(t) + %Hz(t)) p= <1 P - 1) ,

i przez poréwnanie z wyrazeniem (12.25) otrzymujemy nastepujacy uklad row-
nan na wspolczynniki wielomianu w reprezentacji Gaussa pry = 741, pr2 = a2
, p(1—2)=1, Tego typu réwnania sq ukltadami liniowymi wzgledem iloczynow
p . Stosujac np. szkolna metode eliminacji Gaussa otrzymamy nastepujace roz-
wiazanie p =1 + % = 1.239, r1 =0.8071,7r4 =0.06722, r,=0.8071 rgz = 0.3858.
Zgodnie ze wzorem (12.21) liczby 71 i 79 sa uérednionymi predkoéciami zmiany
kwoty kapitalu dwoch pierwszych rzedéw, wyrazonymi w stosunku do przeciet-
nej wartodci kapitalu. Uzyskaliémy parametry gaussowskiej reprezentaciji stopy
procesu najlepiej dopasowanego do tempa wzrostu (12.23). By otrzymaé naj-
lepsza aproksymacije procesu (12.24) wystarczy, zgodnie z jednym z wnioskow
zamieszczonych w poprzednim przykladzie, dokona¢ korekty wspolczynnika p
do wartoéci 0.923 p =1.1436.

§ 12. Rachunek operatorowy Mikusinskiego

Rozwazmy uéredniony splot trzech dowolnych funkcji f(t), g(t), h(t) naleza-
cych do przestrzeni Hp, wiec posiadajacych rozwiniecie w bazie wielomianow
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Hermita

fO)y e (g(t) e h(t)) = Y fiHi(t) o ((gm Hu(1)) ® (hy Ha(1))) =

l,m,n=0

o0

= 37 (i ) (Hi(1) (1) © Ho(1)) =
I,m,n=0

> I'm!n!

= (flgmhn) Hitmyn (t> =
lm;b:O (I +m+n+2) Tt

o0

= > (frgm ) (Hi(t) @ Hyn(1)) ® Hy(t)) =

I,m,n=0
= (f(t) e g(t)) ® h(t),

gdzie w trakcie przeksztalcen skorzystaliémy z formuly (12.13). Usredniony
splot e posiada wiec wlasno$¢ lacznosci, konieczna by moc rozwazaé pierscien
{70}

{g(0)}
splotem e, jak znana wszystkim kreska ulamkowa z symbolem standardowe-

go mnozenia liczbowego. Laczno§¢ okazala si¢ konsekwencja formuly splotu
(12.13) wiec jest wlasno$cia operacji o zdefiniowanej na podstawie operatora
przyrostu kapitatowego s w dowolnej reprezentacji Mikusinskiego algebry stopy.

S,ulamkow” , gdzie symbol ,=" ma identyczne powiazanie z usrednionym

Ulamki postaci £k zwiazane ze zwyklym splotem nazywane sa hiperfunk-

{9(0)}
cjami[Yos84, Ste71]. Sa nimi wszystkie funkcje, a takze wspomniana wczesniej

dystrybucja J-Diraca, ktora nie jest funkcja. Rachunek na hiperfunkcjach nazy-
wany jest rachunkiem operatorowym Mikusifiskiego [Yos84|. Pozwala on
uwzglednia¢ m.in. nieciagle zmiany kapitalowe (np. wplata na konto) w jed-
nolitym formaliZmie rachunku stop. Wykazana wyzej wlasno$é splotu (12.13)
umozliwia nie tylko okreslenie calkowej postaci reszty w analogonie formuly
Taylora, ale przede wszystkim przeniesienie formalizmu algebry stopy na jesz-
cze wyzszy poziom abstrakcji, jakim jest rachunek Mikusinskiego. W ramach
tego rachunku wszystkie wlasnosci algebraiczne stopy staja si¢ laczne i prze-
mienne, odtwarzajac znane z czaséw szkolnych operacje na zwyklych ulam-
kach, a konsekwencje takich rachunkéw dopiero w kontekscie odpowiedniej
reprezentacji Mikusinskiego algebry stopy przybieraja posta¢ skomplikowanych
wzoréw. Praktyczne walory rachunku Mikusinskiego sa zademonstrowane w
kolejnym rozdziale. Tu warto jedynie zauwazyé, ze wlasnos$¢ splotu (12.13),
potrzebna dla spelnienia koniecznej dla rachunku na hiperfunkcjach lacznosci
operacji o, mozna byloby otrzymac¢ dla wielomianéw generowanych przez do-
wolna funkcje postaci ¥ (z, t) =e*! f(z). Wielomiany takie w literaturze nazywa-
ne sa wielomianami Appella [Enc97]. Naleza do nich, précz wielomianéw juz
omoéwionych, m.in. wielomiany Bernoulliego i wielomiany Laguerra [Enc97]
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(ortonormalne wzgledem rozkladu gamma). Tak wiec rachunek Mikusinskiego
mozna uogdlni¢ nie tylko na sploty dyskretne (reprezentacje Newtona algebry
stopy) i sploty usrednione po zmiennych losowych o rozkladzie normalnym, ale
takze na sploty usrednione po zmiennych losowych bedacych sumami kwa-
dratéw tamtych zmiennych, wiec opisywanych statystykami x?. W nastepnym
rozdziale zademonstrowane zostana walory ,klasycznego” wariantu rachunku
Mikusinskiego.

§ 13. Dygresja

Uklad wielomian6w Hermita posiada fundamentalne znaczenie dla obowia-
zujacego paradygmatu fizyki kwantowej, w zwiazku z pojawieniem si¢ tych
wielomian6w podczas rozwiazywania zagadnienia wlasnego dla hamiltonianu
oscylatora harmonicznego. W rozdziale 15 dowiemy si¢, ze wektory wlasne tego
operatora ryzyka dla wszystkich (z wyjatkiem najmniejszej) wartosci wlasnych
prowadza do funkcji Wignera nie spelniajacych wymogu dodatniej okreslono-
Sci, wigc modelujacych niemonotoniczne krzywe popytu czy podazy. Bazujac na
tej wiedzy, jedynie w oparciu o wielomiany Hermita mozna by bylo skonstru-
owac fenomenologiczna teorie rynku, nie nawiazujaca bezposrednio do postula-
tow kwantowych i np. precyzyjnie modelujaca odstepstwa od praw rynkowych.
Jednak prostota i elegancja teorii holistycznej sktania raczej ku rozwiazaniom
proponowanym w ostatniej cze¢sci tej ksiazki. Autorzy popularnego podrecznika
metod matematycznych fizyki [BF75] snuja wizje $wiata bardzo malych istot
rozumnych. Dochodza do wniosku, ze taka cywilizacja odkryla by wielomia-
ny Hermita cale stulecia przed funkcjami trygonometrycznymi. W kontekscie
rozwazan tego rozdzialu wydaje sig, ze nie trzeba mie¢ mikroskopijnych rozmia-
row, zeby dostrzec wage rachunkéw prowadzonych w przestrzeni Hilberta zbu-
dowanej na bazie takich wielomianéw. Wystarczy uwzgledni¢ w jakichkolwiek
rachunkach element niepewnosci, czy ryzyka, mierzony rozkladem normalnym,
a wielomiany Hermita pojawia si¢ jako naturalna konsekwencja podstawowej
w analizie matematycznej potrzeby aproksymacji funkcji wielomianami. Nale-
zy wtedy pamieta¢ o zmodyfikowaniu stosowanego okreslenia stopy wzrostu
odpowiednio do wybranej reprezentacji opisu proceséw kapitalowych.
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W rozdziale tym poznamy konsystentna z klasycznym pierwowzorem defini-
cje stopy procentowej, ktora jako pierwsza uwzglednia wszystkie rodzaje zmian
kapitalowych. Pozwala na to rachunek operujacy na pierscieniu hiperfunkcji,
bedacy oryginalnym dorobkiem polskiego matematyka. Dla wprowadzania jed-
nolitej idei wzglednych zmian kapitalowych przedstawiono podstawowe kon-
strukcje tego rachunku, obejmujace m.in. standardowe zagadnienia analizy ma-
tematycznej, w ktoérych np. formula Taylora okazuje si¢ wzorem na n-ta po-
chodna funkgji.

Opisana w poprzednich rozdzialach algebra stopy zwrotu jest fundamental-
na dla matematyki finansowej struktura formalna, obejmujaca wszystkie stoso-
wane sposoby opisu zmian kapitalu, a takze ich nowe modyfikacje, z uwzgled-
niajacymi czynniki losowe wlacznie, mogace w przyszlosci wzbogaci¢ meto-
dy ilosciowej charakterystyki proceséw kapitalowych. Wykazuje ona cechy,
zob. poprzedni rozdzial, Swiadczace o powiazaniach z glebsza abstrakcyjnie
struktura algebraiczna, znana od poélwiecza jako rachunek Mikusiniskiego na
hiperfunkcjach'. Rachunek ten stanowi alternatywne podejécie do zagadnien
teorii dystrybucji [Ste71] w jej ujeciu funkcjonalowym Schwartza, czy ujeciu
ciagowym, odkrytym takze przez Jana G.-Mikusinskiego. W literaturze matema-
tycznej rachunek Mikusinskiego odnajdziemy réwniez pod jego alternatywnymi
nazwami rachunku operatoréw, czy rachunku Heaviside'a.

Poczatki teorii dystrybucji siegaja badan Paula Diraca dotyczacych teorii
pola (wtedy pojawila sie wystepujaca nizej ,funkcja” delta Diraca)Enc97]. Dzi$
fizycy matematyczni zaliczaja teori¢ dystrybucji do kanonicznych narzedzi ba-
dawczych. Najczesciej wiaze si¢ ona z technika rachunkowa operujaca funkcja-
mi Greena [Enc97|, pozwalajaca znalez¢ skomplikowane rozwiazania ukladow
liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych teorii pola na podstawie ich fun-
damentalnych rozwiazan opisujacych punktowe zrodta pol. Niestety, aplikacje te
dotycza wielowymiarowej dziedziny dystrybucji, gdzie rachunek Mikusinskiego
traci swodj walor prostoty. Wydaje si¢, ze w aplikacjach finansowych, gdzie jed-
nowymiarowy parametr jakim jest czas gra autonomiczna rol¢, zaproponowane
przez Mikusinskiego hiperfunkcje-utamki powinne znalez¢ swoje naturalne za-
stosowanie.

Ipatrz np. [Yos84]
193
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Teoria hiperfunkcji Mikusinskiego laczy uogoélnienie klasycznego pojecia
funkcji z fatwoscia manipulacji na ulamkach upowszechnianych w ramach szkol-
nictwa podstawowego. Chociaz istnieje mozliwo$¢ rozszerzenia rachunku Mi-
kusinskiego na wszystkie reprezentacje algebry stopy, ograniczymy sie do jego
opisu w ramach reprezentacji Bernoulliego, czyli opisu ewolucji kapitalu w kon-
wencji kapitalizacji ciaglej.

Nizej przedstawiony rachunek ulamkoéw-hiperfunkcji, pomimo iz bazuje je-
dynie na jednej reprezentacji algebry stopy, pozwala wyj$¢ poza ramy opisu
kapitalizacji ciaglej przez uwzglednienie skokowych zmian kapitalu w ramach
jednolitej formuly stopy procentowej. Daje to uniwersalne narzedzie wyraza-
nia w jezyku stopy zysku wszelkich zmian kapitatu, ktére skraca w znacznym
stopniu rachunki stosowane do okreslania ilosciowych zmian kapitalowych.

§ 1. Funkcje liczbowe na R

Rozwazmy zbiér funkcji o wartosciach liczbowych, okreslonych na nieujem-
nej (wlacznie z zerem) czesci osi liczb rzeczywistych R,.. Wspolrzedna t € R,
nalezaca do tej dziedziny, w zastosowaniach finansowych interpretowana jest
jako czas, w ktéorym opisujemy procesy kapitalowe. Funkcje na R, bedziemy
ujmowa¢ w nawiasy klamrowe{. .. }* aby przy pomocy tego zabiegu odrézni¢
funkcje, np. {sin(t)}, od jej wartosci liczbowej w punkcie ¢, czyli sin(t). Zabieg
taki jest konieczny jesli chcemy uniknac istotnych dwuznacznosci w dalszym
tekscie.

W zbiorze funkcji, procz ich dodawania, rozwazymy operacje splotu e, zde-
finiowana dla dowolnych dwoch funkeji {f(¢)} i {g(t)} nastepujaco

e (oo ={ [ 1)t =r1ar}.

Operacja splotu e jest przemienna

e to0r={ [ ot -nar} -
= [ae-aw et = oy e i,

a dodawanie funkcji jest wzgledem niej roztaczne
Gﬂﬂk+@@D-%@H={A(ﬂﬂh@—ﬂ+ghwﬁ—ﬂ>w}=

2zg0dnie z notacja w [Mik57]
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[ st} { [ - myar) -

= {f(®)} e {h(t)} +{g(t)} o {h(1)},
gdzie w przypadku braku nawiasow przyjeliSmy konwencje w ktorej wykonu-
jemy najpierw operacje splotu e, a po nich dodawania.
Jednak wlasnoécia, ktéra pozwala nam w pelni przenie$¢ przyzwyczajenia
rachunkowe dotyczace mnozenia liczb na rachunki z operacja splotu jest lacz-
nosc:

o s tan s e = { [ ([ 169t = ryar') = ryar -
={Avvv([4wrwhwﬂmwm#>M}szn«wthmm.

W poprzednim rozdziale przedstawiona zostala mozliwos¢ uogolnien operacji
splotu, zachowujacych wszystkie powyzsze wlasnosci, ktére pozwalaja prze-
nie$¢ rachunek Mikusinskiego na niezwykle bogata klas¢ modeli opisujacych
zjawiska finansowe. Ze wzgledu na rozleglo$¢ zagadnienia uogoélnienia takie
wymagaja odrebnych opracowan.

Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami funkcja tozsamo$ciowo réwna licz-
bie jeden ma posta¢ {1}. Przyjmujac konwencje Sierpinskiego® liczenia od zera,
zdefiniujmy

(13.1) {1} :={1}, oraz {1},:={1}e {1}, dla keN.
Otrzymujemy w ten sposob ciag wielomianéw k-tego stopnia

k+1 czynnikoéw
N

{1 = {1 =1} e {1} -0 {1},
ktére w poprzednich rozdzialach oznaczaliémy symbolami s*1 i ktére np. w
reprezentacji Bernoulliego sa nastepujacymi funkcjami

(13.2) {1} = {t"/k} .

Ta jawna posta¢ wielomianéw {1}, wynika z zasady indukcji matematycznej
[CR98|, gdyz na podstawie definicji (13.1) rownos¢ (13.2) jest prawdziwa dla k=
0, a jesli zalozymy poprawno$¢ wzoru (13.2) dla pewnego m €N, to otrzymamy
wymagana zaleznos¢ dla odpowiedniego wielomianu (m+1)-go stopnia

(s = (1o W= { [ @mpmyar = o1+ 1)

3patrz np. [CG99]
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§ 2. Funhkcje schodkowe na R,

Dziedzina funkcji omawianych w tym rozdziale jest R, wigc we wszystkich
rozwazanych wyrazeniach prawdziwa jest nieréwnos$¢ 0 < ¢, czyli [0 < ] = 1%
Dlatego mozemy zamiennie uzywac¢ symboli {[0 < t]}, oraz {1};. W celu ge-
nerowania wyrazen w rachunku Mikusinskiego potrzebne beda procz funkciji
stalej jedynie funkcje zdaniowe [Mar88| postaci {[7 < t|}. Zwyklo sie je nazy-
wac funkcjami theta Heaviside’a badz, ze wzgledu na ksztalt ich wykresow,
funkcjami skoku [Mik57]|. Dowolna kombinacje liniowa funkcji skoku, czyli
funkcje postaci ), {pi [7x < t]}, o wspolczynnikach liczbowych py,p,, ..., na-
zywamy funkcjq schodkowaq. Funkcje skoku sa najprostszym rodzajem funkcji
schodkowych.

Ustalmy parametr A€ R,. Niech okresSlenie funkcja ciqgta prawie wsze-
dzie na R, oznacza funkcje ciagla na zbiorze R, z wyjatkiem co najwyzej
punktow, ktorych liczba w kazdym przedziale skonczonym jest skonczona. Dla
danej funkeji {f(t)} ciaglej na R, prawie wszedzie, mozemy skonstruowac na-
stepujaca funkcje schodkowa

{fa@®Y = {FO 0 <t} + Y {(f(k ) = f((k=1) 8)) [k p< ]}

Rysunek przedstawia wykres takiej konstrukcji otrzymanej dla pewnej funk-
cji gladkiej {f(t)} i A= 0.5. Wykres funkcji aproksymujacej { f(t)} odpowiada
poziomym cze$ciom wspartej na krzywej { f(¢)} linii famanej w ksztalcie schod-
kéw o stopniach roznej wysokosci. Réznica { f(¢)} —{ f,(t)} mierzy wzrost, badz
spadek funkcji {f(t)} wzgledem jej warto$ci w najblizszym z punktow z lewe;j,
na ktérym wsparta jest lamana. Obserwujemy, ze dla A— 0 funkcja {f,(¢)}
zbiega do {f(t)} w tym sensie, ze dla dowolnej funkcji {¢(¢)} zachodzi

lim ({7a(t)} o {9(t)}) = {f (D)} # {g(1)}.

Zmiany kapitalowe modelowane funkcja { f(¢)} mozna aproksymowac przy po-
mocy funkcji schodkowej {f,(¢)}, patrz rys.13.1. Stosowanie takiego zabiegu
jest czesto wykorzystywane w zyciu codziennym. W praktyce finansowej do-
strzezemy go np. w przeprowadzaniu okresowych bilanséw przedsi¢biorstwa, w
zaokraglaniu kwot do ustalonego miejsca po przecinku, czy w komputerowej wi-
zualizacji wykresow funkcji zmian cenowych. Aproksymacja ta posiada jednak
powazne mankamenty. Arbitralny wyboér punktéw k& A€ R, prowadzi do duzej
nieefektywnosci — w prawie kazdym z nich nie zachodza zadne skokowe zmia-
ny kapitalowe, a miejsca dziedziny czasowej w ktérych takie zmiany zachodza
zwykle nie odpowiadaja dokladnie owym punktom. Przy okazji tracimy takze

tw wyrazeniu postuzono si¢ wprowadzona na str.140 notacja Iversona
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1.5¢

2 4 6 8 10
Rysunek 13.1. Aproksymacja funkcji ciaglej funkcja.

mozliwo$¢ opisu wzrostu za pomoca stopy rézniczkowej, gdyz powyzsza aprok-
symacja nie odtwarza pochodnej funkcji. Sama idea funkcji schodkowych oka-
zuje si¢ jednak przydatna do precyzyjnego przedstawiania chwilowych zmian
kapitalowych. Odpowiednio zaadoptowana umozliwia skonstruowanie hipersto-
py, opisanej w paragrafie 5.

§3. Utamki funkcyjne

Podobnie jak w znanej ze szkolnych podrecznikow algebrze, w rachunku

Mikusiniskiego mozna wprowadzi¢, patrz [Mik57|, dla kazdej uporzadkowanej

pary funkcji {f(¢)} i {g(t)} # {0} ulamek 110k (zwany dalej takze hiperfunk-

{9(®)}
cja) o wlasnosci {f(t)} = ifg e {g(t)}. W biezacym rozdziale pogrubiona

pozioma kreska ulamkowa ,=" uzywana jest jedynie w takich specyficznych
y2ulamkach”, symbolizujac dzialanie odwrotne do splotu e. Z twierdzenia Titch-

marsha [Mik57] wynika, ze jezeli {f(t)}, {g(t)} i {f 2

o)}
R, to funkcja g jest unikalna (ulamek % ma tylko jedno przedstawienie

{9()
w tej klasie funkcji). Nie zawsze funkcja EOk istnieje (stad nazwa hiperfunkcja),

{g(1)}
w tym samym sensie jak nie istnieje liczba naturalna 1

sa funkcjami ciaglymi na

2 (cho¢ liczba naturalna

1 istnieje, tak jak np. istnieje na R, funkcja ciagla {{6;66}} rowna {t—1}). Jednak

w kazdym przypadku istnieje para funkcji {f(¢)} i {g(¢)}, tak jak istnieje para
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liczb naturalnych 10 i 11. Znane nam operacje na ulamkach funkcyjnych sa
nastepujace:
e dodawanie

{a@®}  A{c@)}  {a(®)} o {d@)} +{0(1)} o {c(t)}

_'_
{o)t  {d(®)} {b(t)} e {d(?)}
e splot (mnozenie)
{a®)} {c@®)} - {a(t)} e {c(t)}
(o)} {dn)} (b)) e{dn)}
e poréwnywanie
{a(t)} B {c(®)}
{o)r  {d®)}

Latwo zauwazyc, ze ulamki %, gdzie {c} jest funkcja o stalej warto$ci réwne;j

wtedy i tylko wtedy, gdy {a(t)} e {d(t)} = {b(t)} e {c(t)}.

liczbie ¢, sa de facto liczbami, gdyz

{a} N o} Aat+bt} {1Jefa+b} {a+b}
{1 {1 {Th {1} e {1} {1}

oraz

@ @ e gyeen (e
(13.3) —_— e — = = :
{1+ {1 {1h {1ye{l} {1}
Dlatego mozemy napisa¢, ze dla dowolnej liczby (rzeczywistej, czy zespolonej)
zachodzi mozliwoé¢ reprezentowania jej ulamkiem funkcyjnym

{c}
{1}

Splot wykazuje wlasnoé¢ jaka posiada mnozenie funkcji przez liczby, mamy
bowiem

CcC =

ety ARTOE Gy eger)

ce{f(t)} = ={cf)},
{1} {1} {1}
a w szczegblnosci
{1} {0 <1}
Lo {f(t)} ==——=0{f(t)} = o {f()} ={s()}.

{1} {0 < 1]}
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Liczba 1 jest wigc jedynka pierScienia ulamkoéw Mikusinskiego.

Poslugujac sie wlasnoscia (13.3) mozemy w obliczeniach zastapi¢ mnozenia
liczb odpowiednimi splotami, co prowadzi do wniosku, ze elementarnymi ope-
racjami rachunku Mikusinskiego sa splot i dodawanie, a wszystkie pozostale
konstrukcje algebraiczne maja wzgledem nich wtérny charakter.

Splot {f(t)} z funkcja {1} pozwala wyznaczyé¢ calke funkeji {f(¢)}

apetor={ [ ) i),

Rozwazmy dowolna funkcje ciagla {f(t)}, ktéra posiada pochodna {fM(¢)}
ciagla prawie wszedzie na R, (symbolem {f®*)(¢)} bedziemy oznaczaé k-ta po-
chodna {f(t)}). Wtedy splot {f(¢)} z hiperfunkcja {—1}, ktora jest odwrotnoécia
{1}, prowadzi do wyznaczenia tej pochodnej, gdyz

{1} e (FO(0)} = { [ o dT} (0} — {0},
wiec
FOY- O} U0y GOy o)

{fV)} = = - = - f(0),
{1} {1} {1} {1}

czyli

(13.4 — e ()} = (SO0} + F0)
)

Pamieta¢ nalezy, ze wyrazenie f(0) nie jest funkcja stala o wartoéci rownej
wartodci funkcji { f(¢)} w punkcie =0, lecz jedynie liczba f(0). Warto zwroci¢
uwage, ze ulamek %, splatanie z ktéorym prowadzi do wyznaczenia pochodnej,
wystepuje w mianowniku ulamka (13.9). Dokonujac kolejny raz splotu funkcji

{f(t)} z ulamkiem % otrzymamy formule

(i> (I} = — o — o (/1)) -
(13.5) {11} {1 {1

1 1
= — o {fU()} + £(0) o == {fP ()} + fD(0) + f(0) o —,
{1} {1} {1}
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ktora pozwala zauwazy¢ prawidlowosé prowadzaca do ogélnego wzoru na n-ta
pochodna funkeji {f(t)}

<i> . (F(1)} =
1)

1 1 n—1
= {fWO)+ f"00) + f"D(0) e =+ s+ f(0) » (—) :
{1} {1}

Formula (13.6) sprowadza zagadnienia wyznaczania rozwiazan réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych o zadanych warunkach poczatkowych do mechanicznych
manipulacji na ulamkach, czego przyklad jest przedstawiony nizej w biezacym
paragrafie. Jezeli odwrécimy porzadek skladnikow sumy w prawej stronie tej
formuly, po czym spleciemy jej strony z wielomianem {1}, = {1}", to otrzy-
mamy wzor Taylora z reszta w postaci calkowej [Enc97]

(13.6)

{f() ={/( }+Zf(’“ Jo {1hi+{1}" o {f™(1)} =

{Zf } {/ 1O )

Uniwersalne znaczenie operacji splotu dla matematyki finansowej ujawnilo si¢
w czterech poprzednich rozdzialach w trakcie badan wlasnosci reszty w skon-
czonym szeregu Taylora. Jezeli przypomnimy sobie formulke szkolna gloszaca,
ze rownanie nie ulegnie zmianie, gdy pomnozymy jego strony przez licz-
be rozna od zera, to stwierdzimy, ze wzoér Taylora jest tozsamy ze wzorem
wielokrotnego rézniczkowania funkcji!

Dowolna funkcje gtadka mozemy wyrazi¢ przy pomocy sumy splotéw funkciji
stalych. Takie przedstawianie funkcji umozliwia granica szeregu (13.7)

(13.8) {f®y =Y r™0) e {1}.

(13.7)

Wyznaczmy sploty stron formuly (13.8) dla funkcji {e?*}, gdzie p jest dowolna
liczba, z hiperfunkcja (1 — p e {1}). Pamietajac, ze k-ta pochodna funkeji {e?*}
w zerze wynosi p* otrzymamy

(L—pe{th)e{e} = pre{thi=> " e{l}={1}o= {1},

czyli
1
(13.9) {e?'} = v

1+pedl _.
e Pt
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StwierdziliSmy, ze funkcja obrazujaca najbardziej rozpowszechniony w zagad-
nieniach ekonomicznych wzrost wykladniczy ma w rachunku Mikusinskiego
posta¢ szczegoélnie prostego utamka.

Przejdzmy do przedstawienia metody manipulacji utamkami funkcyjnymi na
przykladzie rozwiazywania rownan roézniczkowych. Zajmiemy si¢ réwnaniami
oscylatora, ktérych fundamentalne znaczenie dla wyjasnienia Zrodel problemoéw
w zarzadzaniu kapitalem, wlasciwych dla liniowych proceséw kapitatowych,
poznaliSmy w rozdziale 7. Maja one nastepujaca postac

{romy = —be{g®)}.
13.10
(1310 0@ = be (7).
gdzie b jest liczba rzeczywista. Rézniczkujac pierwsze z rownan sprowadzimy
powyzszy uklad do jednego réwnowaznego mu réwnania drugiego rzedu

(13.11) {F2)} = -0« {£(1)},

ktore, zgodnie ze wzorem (13.5), ma w rachunku Mikusiniskiego postac¢

(13.12) <i> FI | o (70} = FV0) + — o £(0).
{1} {1}

Dzielac strony (13.12) przez wyrazenie zawarte w najwiekszych nawiasach otrzy-
mamy ogdlne rozwiazanie réwnania (13.11) zalezne od dwéch liczb f(0)i fM(0) =
—bg(0), stanowiacych warunki poczatkowe tego réwnania
{1} be {1}

(13.13) {f(); = 1(0) & = — ¢(0) & =———————.

1+ (be{1})* 1+ (be{1})
Brakujaca cze$¢ rozwiazania ukladu (13.10) uzyskamy wstawiajac do pierwszego
z rownan (13.10) rozwiazanie (13.13) dla {f(¢)}

(13.14)

£t
g(t):_b—1.<{()}—f(0)>:f<0>. T )
{1} 1+ (be{1})?

{1} {1} be {1}’
+ g(0) 0 m—m——_— = () @ m— () @ —
1+ (be{1})* 1+ (be {1})* 1+ (be {1})*
Nalezy jeszcze wyjaéni¢, czym sa tajemnicze ulamki wystepujace w rozwiazaniu
(13.13), (13.14) ukladu (13.10). Wprowadzajac jednostke urojona 7> = —1 mozemy
napisa¢ nast¢pujaca tozsamosc
1 1

22+y? (rtiey)e(r—iey)
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1 1 1 1 1 1
g [ —'— = [ ] — .
201 rT—10y T Hiey 2070y rT—10y TH+iey

Podstawiajac 1 — x oraz be {1} — y otrzymamy
I ( woo_ )_
1+ (be{1})* 2 l—iebe{l} 1+iebe{l}
{% (e + e_ibt)} = {cos(bt)},

be{1}* 1 ( {1} {1} )
= Y _
1+ (be{1})> 2ei \l—iebe{l} 1+4iebe{l}
1 ) )
- {2— (e~ )} — {sin(bt)},
gdzie wykorzystana zostala formula (13.9) oraz wzér Eulera, ktéry zapisany przy

pomocy ulamkéw funkcyjnych ma banalna do wykazania jego poprawnosci
postac

{1} {1} be{1}*

= 4 1 0 m—
1—iebe{l} 1—1—(1)0{1})2 1"‘(b‘{1})2

W rachunku Mikusinskiego funkcje trygonometryczne sa prostymi utlamkami.
Jesli zamiast rzeczywistego parametru w réwnaniach oscylatora uzyjemy czyn-
nika urojonego, czego dokonamy podstawiajac b — i b w powyzszych wzorach
poczawszy od (13.10), to otrzymamy ulamki, ktore sa funkcjami hiperbolicznymi

{1}

{cosh(bt)} = m———
1—(be{1})’
be {1}?
{sinh(bt)} =

L—(be{1})’
W ten sposob kazdy ulamek, ktory jest ilorazem wielomianéw o wspoélczynni-
kach zespolonych, zbudowanych na bazie funkcji {1}, daje sie, przez rozklad
na ulamki proste, sprowadzi¢ do wyrazenia bedacego kombinacja liniowa poteg
funkcji wykladniczych {e**}" o zespolonych parametrach z i calkowitych m.
W przypadku funkeji {f(¢)} nie zachowujacej warunku ciaglosci, ktéry to
przypadek interesuje nas z powodu rozwazenia zagadnienia skokowych operaciji
kapitalowych, wzoér (13.4) wymaga modyfikacji. Zanim ja wprowadzimy, powin-
ni$my uprzednio zbada¢ ,pochodna” funkcji skoku, czyli utamek % o {[r <1t}
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§4. Ulamek przesuniecia ¢,

Przejdzmy do przykladu ulamkéw mniej trywialnych w swej formie od pre-
zentowanych w poprzednim paragrafie. Dla dowolnej funkcji {f(¢)} i 7 > 0
definiujemy ulamek J, nazywany deltq Diraca [Mik57] jako nastepujacy iloraz
dwoch funkcji zdaniowych

{[r <1}
(13.15) §; 1= —

{[0 <1}
Splatajac delte Diraca z wyrazeniem {1} e {f(¢)}, gdzie {f(¢)} jest dowolna
funkcja na R, otrzymamy

(100, o {J(1)} = {[r < 1)} » (1)} = { [r<i-a f<e>de} .

_ {[T <1 /Ot[e <t—7] f(e)de} _ {[T <4 /Ot_Tf(G)dG} _

t—1 t
~{[ To<asow}={ [<os0-na} - et <ase-n
-7 0
Dzielac powyzsze wyrazenia przez {1} dochodzimy do wniosku, ze dla dowolnej
funkcji {f(¢)} zachodzi réwnoéc¢

(13.16) or o {f(1)} = {[r <] F(t —7)}.

Ta wiec hiperfunkcja 0, przesuwa wykres funkcji { f(¢)} w prawo o 7, uzupel-
niajac go na odcinku (0, 7) wykresem funkcji zerowej {0}. Zgodnie z przyjeta
w paragrafie 3 konwencja, w ktérej w przypadku tworzenia liczb operacja dzie-
lenia funkcji stalych przez funkcje {1}sprowadzala sie do opuszczenia w ozna-
czeniu funkcji stalej nawiaséw {}, mozemy ulamek 0, wystepujacy w definicji
(13.15) zapisa¢ zwiezle w postaci

d, = [r <t].

Rozszerzmy definicje delty Diraca na ujemne wartosci parametru 7 [Mik57|
kladac

'  {o<
577::6_:[T§t]1:_7
- {r <)

co nie wychodzi poza ramy dziedziny hiperfunkcji R, . Ujemny czas wiaze si¢
tu z odpowiednia operacja odwrotnego przesuniecia, a nie z chwilami poprze-
dzajacymi moment ¢t = 0. Wlasno$¢ przesuniecia wykresu funkcji zawarta w
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definicji ulamka J, oznacza, ze
(13.17) 0o ® 0y = Oqb

dla dowolnych a, b € R. Formula (13.17) z warunkiem ¢y = 1 nasuwa skojarzenia
z funkcja wykladnicza oparta na stalej Nepera. W istocie, mozna wykazac¢, ze
delta Diraca ma postaé’

Oq = e .
Tak wigc podzbior utamkéw bedacych deltami Diraca tworzy dobrze wszystkim
znana grupe (R, +). Razda liczbe rzeczywista mozemy przedstawi¢ jako roznice
liczb nieujemnych 71, € R i to na wiele réznych sposobéw, wiec wzoér

{ln <t} [n<t

T1—T2 —

{ln <t} [r <1
bedacy konsekwencja formuly (13.17) stanowi jeszcze jeden sposéb reprezento-
wania ulamka ¢,.

Z. delta Diraca zetkniemy si¢ w rozdziale przy okazji rozwazan najprostszych
algorytmoéw kwantowych gier rynkowych. Tam dystrybucja ta bedzie opisy-
wac strategie kupca posiadajacego zdeterminowana warto$¢ ceny rezygnacji ze
sprzedazy.

§5. Hiperstopa procentowa

Rozwazmy obecnie zmiany kapitalowe reprezentowane na R, funkcja { f(¢)}
nie zmieniajaca swego znaku i zawsze roézna od zera. Typowa dla wielu opi-
sow finansowych jest sytuacja, gdy kapital prawie zawsze zmienia si¢ zgod-

nie z rézniczkowalnym czynnikiem dyskontowym {U(¢,0)} = {efot ’"(T)df}, tak

ze stan kapitalu w chwili ¢ okreélony jest rownaniem {f(¢)} = {U(¢,0) f(0)},
por. rozdz. 7. Wyrazenie r(t¢) bedace stopa rézniczkowa jest pochodna funkcji

{ln %} réownej zero dla t=0. Zgodnie z formula (13.4) otrzymamy dla stopy

zZwrotu nastepujgce wyrazenie

C{WUE0)}  (nf()-WfO) {nf@)
n 1) (1)

Jest ono jednak prawdziwe jedynie w przypadkach ciaglego czynnika dyskon-
towego {U(t,0)}. Jezeli funkcja kapitalowa {f(¢)} bedzie prawie wszedzie cia-
gla (z prawie wszedzie ciagla pierwsza pochodna), posiadajac skoficzona iloé¢

{r(t)} —1In f(0).

Sz0b. [Mik57]
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miejsc nieciaglosci stanowiacych ,wplaty” badz ,wyplaty”’ nastepujace w mo-
mentach 71, 7,...,7,, to mozemy funkcje logarytmu czynnika dyskontowego
{In %} rozbi¢ na sume dwoch funkeji skladowych. Pierwsza skladowa bedzie
funkcja ciagla {In U(¢,0)} o rézniczkowej stopie wzrostu {r(¢)}, a druga funkcja
schodkowa >} _ {px [ < t]}, gdzie py jest liczba réwna logarytmicznej zmianie
kapitalu w chwili ¢ = 7, co mozemy precyzyjnie wyrazi¢ przy pomocy granic
z gory i z dolu logarytmu funkcji kapitalowej {In f(¢)} wyznaczonych dla chwil
Tk
pei= lim (In f(1)) = lim (In (1)
Tk Tk

Wielkosci pj, nazywane sa skokami funkcji {In f(t)} w punktach 7,°. Moz-
liwoé¢ rozbicia logarytmicznych zmian kapitalu na sumujace si¢ niezalezne
skladowe wynika z addytywnych wlasnosci logarytmu czynnika dyskontowego,
por. rozdz. 7, wiec wlasnoéc¢ ta nie zachodzi np. dla gérnych czy dolnych stop
procentowych. Gdy funkcja {f(¢)} nie opisuje wartosci kapitaltu, lecz obiekt do
niego dualny, czyli cen¢ rynkowa dobra, por. rozdz. 1, wtedy skoki odnotowuja
zmiane wycenianej jednostki dobra (np. w chwilach denominacii, splitu, wypla-
ty dywidendy). Prawie wszedzie ciagla logarytmiczna zmiana kapitalu wyraza
si¢ wiec nastepujacym wzorem

(/500 = { [ rryar} + kf;l{pk me<t]) =

(13.18)

= {1} e {r(t)} +D_pro{[n<t]}

Jezeli w analogii do przypadku ciaglego zdefiniujemy stope wzrostu kapitato-
wego prawie wszedzie ciaglego jako ,pochodna” powyzszego wyrazenia

R0
(13.19) = = {1 f(O)}’

wtedy poréwnujac (13.18) i (13.19) otrzymamy nastepujaca, pozwalajaca wyzna-
czyc ta stope-hiperfunkcje, formule

(13.20) r= {T(t)}—i—ipko [ <t].

Wynikajacy z definicji (13.19) wzér odwrotny, dzieki ktéremu na podstawie
ulamka hiperstopy 7 otrzymamy biezaca warto$¢ funkcji kapitalu {f(¢)} ma
postac

{Inf()} ={In f(0)} + {1} er,

b20b. [Sto85]
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czyli
{f(O)} = f(0) e {V},
gdzie {z(t)} := {1} e .

Hiperstopa nie jest funkcja w znaczeniu klasycznym, wiec nie sposéb obra-
zowac ja wykresem. Sa dwa sposoby informowania o niej. Pierwszy polega na
podaniu odrebnie jej czesci ciaglej (z ewentualnym jej zobrazowaniem) oraz po-
informowaniu o terminach 7, i skokach p; logarytmu kapitalu w tych chwilach.
W drugim mozemy postuzy¢ sie jej calka {1} e r, ktora, bedac funkcja prawie
wszedzie ciagla, nadaje si¢ do zobrazowania.

§6. Renta wieczysta

Interesujaca wlasnos¢ ma hiperfunkcja [7 > ¢]7!. Jezeli zapiszemy ja w po-
staci utamka, otrzymamy

{1} {1} 1

[T >t = = = =
{[r>} {U-Alr<t} 1-[r<
:1+hgﬂ+hgﬂ-hgﬂ+hgﬂ-h§ﬂ-h§ﬂ+szfihﬁﬂﬁ

wiec, zgodnie z wnioskiem paragrafu 4, splot wyrazenia [7 > ¢|~! z dowolna
funkcja-wzorcem {w(t)} daje sume funkcji o ksztalcie identycznym jak {w(t)},

przesunietych w prawo kolejno o 0, 7, 27, ... . Wzorzec zostaje powielony na
calej polosi R, . Dlatego hiperstopa postaci

[r <]
(13.21) —pe

[T > ]

okresla trwajace w nieskonczono$¢ wyplaty stalego procentu w wysokosci 1 —
e P czeSci biezacej wartoSci kapitalu. Ulamkiem (13.21) mozna opisywac renty
wieczyste, czy inne podobne formy przynoszacego dywidendy kapitatu.

Periodyczne procesy kapitalowe o skonczonej liczbie n cykli posiadaja czes¢
hiperstopy w postaci splotu wzorcowego skoku —pe [ < t] (periodyczne skoki),
czy odpowiedniej funkcji-wzorca {w(t)} (periodyczne zmiany ciagle), z naste-
pujaca hiperfunkcja

([rgt] [(n—l—l)TSt]) [T <t]—[(n+1)7 <{

[r<t] =

[T > 1] [T > 1] [T >t]e[r <t
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§ 7. Przyktad wyznaczania hiperstopy

Zalozmy, ze 1-go stycznia 1996 roku wplacilem na konto oprocentowane
liniowo stopa 30% rocznie, z kapitalizacja odsetek na koniec roku, 1000 zl. 1-go
stycznia 1997 pomniejszylem stan konta o polowe jego pelnej (wraz z odset-
kami) aktualnej wysokoéci, w polowie roku 1997 podwoilem, za$§ 1-go stycznia
1998 potroilem jego stan. Interesuje mnie ksztaltowanie si¢ hiperstopy w okre-
sie do konca roku 1998. Dla wygody oznaczen wprowadzmy funkcje podtoga
{|t]} [GRP96], rbwna niewiekszej od wartoséci argumentu ¢ najwiekszej liczbie
calkowitej. Podloga jest funkcja schodkowa, dlatego potrafimy wyrazi¢ ja przy
pomocy funkcji skoku

{1} L=<t} [1<1]
[t]} = Z{k<t — (= —= {1} ¢ —— .
1-[1<t 1> ¢] 1—[1<{]

<t
Ostatnie wyrazenie mozna interpretowac jako calke ulamka =— [ } , lub jako sume

funkcji skoku otrzymanych z poprzesuwanej do kolejnych llczb naturalnych
funkciji stalej {1}.

Przyjmujac date 1996-01-01 za chwile zerowa i mierzac czas w jednostkach
rocznych moge odnotowac¢ nastepujace dane o historii stanu konta:

e niekorygowany skokowymi ingerencjami liniowy wzrost odsetek daje
stan konta (z odsetkami) w dowolnej chwili ¢ w ciagu roku wigkszy,
w stosunku do jego stanu na poczatku roku, o czynnik dyskontowy
{1+0.3t},

e logarytm ciaglej czesci przyrostu kapitalowego odnotowywany w trak-
cie roku wynosi {In(1+ 0.3¢)},

e pochodna tej funkcji, stanowiaca rozmczkowq stope wzrostu w przecia-
gu roku, jest nastepujaca funkcja {1 o ST

e 7 powyzszych danych wynika, ze niekorygowany wyplatami, czy wpla-
tami, logarytm kapitalu znajdujacego si¢ na koncie w trakcie kolejnych
lat opisuje funkcja

{Inf(@)} = {n f([])} +{In(1+03( = [t])},

e ktorej stopa roézniczkowa, czyli pochodna czesci ciaglej wzrostu wynosi

0.3
ri)} ={17753 (t— Ltj)}'

e Jezeli uwzglednimy zmiany nieciagle kapitalu, otrzymamy nastepujace
wyrazenie na hiperstope

B 0.3
"= Y0801

}—In2e[1 <t|+In2e[1.5<t|+1In3e[2<1].



208 13. HIPERSTOPA

—

Rysunek 13.2. Calka hiperstopy {1} e  dla omawianego procesu kapitalowego.
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Rysunek 13.3. Wykres wartosci kapitalu w czasie dla omawiane-
go procesu kapitalowego.

Na zakonczenie przykladu wyznaczymy na podstawie hiperstopy funkcje lo-
garytmu przyrostu {1} e r i zobrazujemy warto$¢ konta w interesujacym nas
okresie czasowym. Calka z hiperstopy ma posta¢

{1} er=mn13e{[t|} +{In(14+0.3(t—[t])} —In2e{[1 < ¢t]}+
+In2e{[15<¢t}+In3e{[2<1]} =

—Inl3e{|t]}+{In(1+03(t—[t]))} —In2e {1 <t<15]}+In3e{2<}

co przedstawia rysunek 13.2. Stan konta wyraza si¢ funkcja o wartosciach row-
nych warto$ciom funkcji eksponent na argumentach bedacych odpowiednimi
wartoéciami funkcji {1} e », pomnozonych przez kwote 1000 z}:

fO) =@M @ +030E—1t])2-[1>t]—-[15<t)1(3—-2[2>t])1000.

Przebieg takich zmian kapitalowych przedstawia rysunek 13.3.
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§ 8. Popadanie w dtugi

W paragrafie 5 przyjeliSmy zalozenie, ze funkcja kapitalowa { f(¢)} nie zmie-
nia na swej dziedzinie znaku. Oznacza to, ze gdy opisywany kapital jest zobo-
wiazaniem (ma warto$¢ ujemna) sposéb wyznaczania hiperstopy jest taki sam,
jak opisany powyzej. Zmianie ulega jedynie interpretacyjna ocena jej skladowej
okreslajacej liczbowe wartoéci predkosci ciaglych przyrostow kapitatowych i
skokow stojacych przy wystepujacych w niej deltach Diraca. W przypadku opi-
sywania aktywoéw dodatni znak tych liczb oznacza pozytywna tendencje zmian
dla wlasciciela aktywoéw i odwrotnie — ujemny znak dotyczy ponoszonych strat.
Znaczenie znakow tych liczb wystepujacych
przy rozwazaniu dlugu jest przeciwne. Dzig-
ki skladowej hiperstopy opisujacej zmiany
nieciagle definicja hiperstopy (13.20) pozo-
staje poprawna takze dla tych funkcji {f(¢)}
zmieniajacych znak, w ktérych zmiana ta
przebiega skokowo — wystarczy, ze funk-
cja posiada wszedzie wartosci rézne od zera,
co umozliwia stosowanie na calej jej dziedzi-
nie idei proporcji. Zmian¢ znaku kapitalu w
momencie 7 uzyskamy wtedy, gdy pomno-
zymy jego warto$¢ w tej chwili przez czyn-
nik —1, co wystapi, gdy do hiperstopy do-
damy skladnik +i e 7 e [ < ] (znak ,+”
mozemy traktowac¢ jako ,+”, badz ,—”, co
nie ma wplywu na stan kapitalu). Calku-
jac, czyli splatajac hiperstope z funkcja {1}
otrzymamy dodatkowy czynnik postaci

=

Py -

{1} e(ieme|r <t])=tieme{[r <t}
a ze spelniona jest rownos¢
{et <1} = {1 -2 e[r <]},

wigc wykazaliSmy zachodzenie zamierzonego efektu zmiany znaku, bo funkcja
{1 —2e[r <]} jest rtowna 1 dlat < 7 a —1 dla t > 7. Parzysto$¢ liczby
wystepujacych w hiperstopie skladnikéw postaci tiere[r < t] odnoszacych sie
do minionych chwil 7 decyduje o tym, czy wzgledem chwili poczatkowej ¢t =0
kapital zmienil znak czy nie (czy pozostal, czy nie, dobrem, czy zobowiazaniem).

7. przydatnoécia uzycia w zagadnieniach stopy procentowej liczb zespolo-
nych (i taka sama jak wyzej dowolnoscia wyboru znaku przy czynniku urojonym
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i) spotkaliSmy si¢ w rozdziale poSwieconym stochastycznej reprezentacji alge-
bry stopy. Dwuznaczno$¢ ta znika w analizie zmian kapitalowych polegajacej na
redukcji zagadnien modelowanych macierzowa stopa wzrostu (jak w rozdz. 7)
do przypadkéw autonomicznej ewolucji w jednowymiarowych przestrzeniach
liniowych.

§ 9. Przyktad hiperstopy zespolonej

Wyznaczmy hiperstope, ktora z punktu widzenia zwierzajacej si¢ osoby opi-
suje iloSciowo nastepujaca fabule:

Przez 10 lat wiodto mi sie znakomicie, to co posiadatem, pomnaza-
tem w tempie 20% rocznie. Niestety szczescie prysto i nagle znalaztem sie
w dtugach réwnych polowie stanu mej wczorajszej zamoznosci. Zobowiq-
zania narastaly dwa razy szybciej niz dawny majatek. Po pieciu latach
wspaniatomyslny wierzyciel nie dos¢ ze umorzyt mi caty dtug, to jeszcze
obdarowat mnie dobrami o wartosci réwnej 10% darowanego dtugu. Obec-
nie jestem rentierem i mimo uptywu pieciu lat moéj majatek nie zmieniq
jeszcze swej wartosci.

Analogiczne jak w paragrafie rozwazania prowadza nas do hiperstopy w

postaci
r=Inl2e{l}+(In14—1In1.2)e{[10<¢} —Inl.4e{[15 < {]}+
(13.22) +(—In2+iem)e[10 <t]+(—Inl0+iem)e[l5 <t

Calka tej hiperstopy wynosi
{z®)} ={1}er=(In12+ (In14—-1n1.2) e [10 <¢]—Inl.4e[15 < t]) @ {t}+
+ieme{[10<t<15]} —In2e{[10 <t} —Inl0e {[15 <]} =
=Inl.2e{t[10>¢]+10[10<¢]} +Inl.4e{(t —10)[10 <t < 15| +5[15 < t]}+
+(—In2+iem)e{[10<t]}+(—Inl0+iem)e{[15 <]},

gdzie {t} = {1} ¢ {1} = {1};. Stad warto$¢ opisanego kapitalu w funkcji czasu
wynosi
(13. 23)

10 Jo {e®) = {£(0) L[10>0+10[10<4] (1 4)(t—10) 10<<151+5 [15<1]

(1—0.5[10 g t]) (1 —0.9[15 <#]) (1 —2[10 < t < 15))}.

Warto zauwazy¢, ze w omawianym przypadku latwiej wypisa¢ posta¢ hiper-

stopy (13.22) niz wzor (13.23) zawierajacy historie zmian kapitalowych. Rysunek
pi0) 1.

13.4 przedstawia wykres funkeji {5 70)
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L

-10+

-15}|

Rysunek 13.4. Wykres wzglednej wartosci kapitalu {%} w funk-
Cji czasu.

§ 10. Uwagi

Od z gora dwéch tysiecy lat uzywanie jezyka proporciji jest podstawa iloscio-
wego opisu zaréwno cen, jak i zasobow wszelkich dobr oraz sposobéw organi-
zacji gospodarowania [Jus75|. Ekonomiczne aspekty rzeczywisto$ci sa chetnie
mierzone réznego rodzaju wspo6lczynnikami. Rozdzial ten probowal przekonaé
czytelnika, ze metody rachowania utamkami opartymi na dodawaniu i splocie
stanowia obecnie potezne narzedzie metod matematycznych, cho¢ jego proste
operacje rachunkowe wymagaja cze¢sto zwyklych, szkolnych umiejetnosci.

Jak wykazano w paragrafie 3 rachunki na ulamkach zbudowanych z funkcji
stalych obejmuja swoim zasigegiem standardowe zagadnienia analizy matema-
tycznej. Dlatego np. rézne reprezentacje algebry stopy zwrotu mozemy wyra-
zi¢ przez operacje splatania z funkcja stala {1} i dzielenia przez nia. Dowody
twierdzen, takich jak np. o postaci rozkladu funkcji w szereg Taylora, polegaja
na pojedynczych przeksztalceniach wyrazen posiadajacych liczbowe wlasno-
Sci. Dodatkowe uwzglednienie w rachunku Mikusinskiego elementarnej, poza
jednym punktem dziedziny wsze¢dzie stalej, funkcji skoku pozwala konstruowac
modele matematyczne wykraczajace znaczaco poza zbior funkcji ciagtych. Moz-
liwe jest nawet, ze opisane w rozdziale I geometryczne modele rynku posiadaja
swoje uogolnienia, ktére w ramach analizy funkcjonalnej bazuja na proporcjach
funkcji kapitalowych, analogicznie jak modele geometrii skonczenie wymiaro-
wych na proporcjach cenowych, czy portfelowych.

Rlasyczne metody matematyki finansowej w definicjach stopy procentowe;j
nie uwzgledniaja przeptywoéw na koncie, dlatego, chociaz przeplywy ksztaltuja
stan konta, opisywane sa odrebnie. Hiperstopa wyznaczana zgodnie z formula
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(13.20) zawiera pelna historie zmian kapitalowych, ktéra mozna latwo odczytaé
z jej konkretnej postaci.



CzeSc 3

Rynek kwantowy



Jezeli ludzkie decyzje sa wynikiem mikroskopowych proceséw kwantowych to
nalezy przypuszczaé, ze natura wykorzystala kwantowe obliczenia w ewolucji
skomplikowanych moézgéow. W tym sensie rzeczywisScie mozna powiedzie¢, ze
komputery kwantowe rozgrywaja gry rynkowe zgodnie z kwantowymi regula-
mi.

Gottfried J. Mayer, [com01|



Rozdzial 14
( Taktyka racjonalnego kupca

Podstawowym celem Swiadomej dzialalnosci gospodarczej jest optymalizacja
zysku w okre$lonym przedziale czasowym. Najczeéciej przedzial 6w jest tak
dobierany, by obejmowal soba pewien charakterystyczny cykl gospodarowa-
nia (np. rok, czas wykonania kontraktu, okres ubezpieczenia). Prognozowanie
przedsiewziecia na szerszych odcinkach czasowych jest mozliwe dzigki ekstra-
polacji cyklu na cala 08 czasowa.

§ 1. Natezenie zysku

Zal6zmy mozliwie najprostsza sytuacje rynkowa, w ktérej analizujemy ry-
nek jedynie dwoch towaréw, z ktérych jeden nazwiemy dobrem (i oznaczymy
symbolem &), a drugi waluta ($). Modelowany cykl sklada si¢ z racjonalnego
(w sensie wyjasnionym nizej) zakupu dobra & i w pelni przypadkowej jego
sprzedazy (czyli zamiany na $). Przyjmijmy, ze wielko$ci v i vg oznaczaja okre-
Slone porcje dobra i waluty. Jezeli na rynku w chwili ¢ dochodzi do wymiany
towardw w proporcji vg: v, to wtedy liczba

p: :=1nvg —Invg,

bedaca logarytmem ceny, obrazuje biezaca warto$¢ kursu towaru &'. Gdy ku-
piec w chwili ¢; nabedzie porcje dobra & po kursie p,,, ktére w podzniejszej
chwili ¢; sprzeda po kursie p;,, to jego przedzialowa stopa zysku w takim cyklu
wyniesie

(14.1) Wy .ts = Pto = Py

W kontekscie rzutowej struktury geometrii rynkowej zyski ze sprzedazy czy
z Kupna rozwazane z osobna nie posiadaja charakteru niezmienniczego (nie-
zaleznego od potrzebnego do opisu zjawiska subiektywnego wyboru ukladu
wspolrzednych). Dopiero zysk tvy, ;, z pojedynczego cyklu kupna i sprzedazy

Ipatrz rozdzial 1

215
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(lub sprzedazy-kupna) jest logarytmem odpowiedniego dwustosunku’. Dlatego
1oy, 1, jest wielko$cia skonstruowana obiektywnie (niezmiennik homografii), kto-
rej warto¢ liczbowa pozbawiona jest wszelkich artefaktow (choc¢by takich, jak
specyficzny dla algebraicznego opisu wybor jednostek okreslajacych handlowe
ilosci dobr).

Problem rachunkowego opisu staje si¢ trudniejszy, gdy czas trwania kolej-
nych cykli jest zmienna losowa (oznaczana dalej przez s). Zysk na cyklu, czyli
funkcja od s, bedac zmienna losowa, przestaje bezposrednio mierzyc jakos$¢ go-
spodarowania. W celu badania zjawisk rézniacych si¢ czasem trwania, warto
zdefiniowa¢, podobnie jak w teorii kolejek [Bil87|, natezenie zysku, bedace
odpowiednia miara tej kategorii ekonomiczne;j.

Niech chwila ¢ bedzie poczatkiem trwania cyklu o dlugosci s. Oznaczmy
warto$¢ oczekiwana dowolnej zmiennej losowej v w jednym cyklu przez E(v).
Gdy E(w,;,.) i E(s) maja skonczone wartosci, definiujemy natezenie zysku o
na jednym cyklu jako iloraz

E<mt,t+5)
E(s)

Oczekiwany przedziatowy zysk, na dowolnym odcinku czasu (np. [0, 7)), wynosi

(14.2) 01 ==

T

(14.3) 00T I:/Qtdt.
0

Weczeéniej zdefiniowane natezenie zysku g, jest analogonem roézniczkowej sto-
py procentowej, wystepujacej w zagadnieniach opisywanych deterministycznie,
czyli takich, w ktorych charakterystyczne odcinki czasu nie sa zmiennymi loso-
wymi. Warto by wiec i tamta rozniczkowa stope konsekwentnie nazywac nate-
zeniem zysku. Proponowana definicja nat¢zenia zysku jest wygodnym punktem
startowym do analizowania nizej opisanego modelu dzialania kupca, z ktérego
wynikajace wnioski sa same w sobie intrygujace, a przy tym niepozbawione
praktycznego uzasadnienia.

§ 2. Model racjonalnego kupca

W prezentowanym tu modelu racjonalnego kupca racjonalnos¢ zakupu
polega na przyjeciu przez kupujacego ustalonej ceny rezyenacji —a, czyli ta-
kiego logarytmicznego kursu —a na dobro &, powyzej ktérego kupiec zaniecha
nabycia dobra ®. Rursy mozna wyznaczyc na podstawie znajomosci spektrum

2wykazalismy to w §5 rozdz. 1
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cen na &, spektrum zastanego przez kupca na klasycznie pojmowanym rynku,
badz ustalonego np. przez izbe rozrachunkowa, w wyniku kolejnych licytacji
angielskich, czy przetargébw Vickrey'a’, jak to jest przedstawiane w kolejnych
rozdzialach, odwolujacych si¢ do teorii kwantowej. Przypadkowa sprzedaz moz-
na postrzegac jako transakcje zbycia dobra & przez kupca, w sytuacji, gdy jego
cena rezygnacji z & jest rowna —oo (bo zawsze wygrywa z pozostalymi uczest-
nikami przetargu). Taki typ strategii handlowej nazywa¢ bedziemy strategia
diracowska. Uzasadnienie powyzszego okreslenia odnajdziemy w nastepnym
rozdziale.

Zalozmy, ze konstruowany model opisuje sytu-
acje stacjonarna, to znaczy, ze rozklad prawdopo-
dobienstwa dla zmiennej losowej p;, opisujacej kurs
dobra &, nie zalezy od czasu. Dla czytelnosci opisu
przyjmujemy, ze rozklad ten jest rozkladem nor-

9 1 (e=E®)? L
malnym: 7(p,0?) := Z=-e~ 2* . Uzasadnienie

zalozenia takiej symetrii rozkladu dla logarytmicz-
nej stopy zysku mozna znalezé w pracy [Pio97|.

Nie tracac nic z ogo6lnosci zalozen, wystarczy
wyznaczac logarytmiczny kurs wymiany z doklad-
noscia do dowolnej stalej, gdyz znaczenie posiadaja
dopiero zyski, ktore zawsze sa réznicami kursow.
Sytuacja przypomina poslugiwanie si¢ potencjatem
w fizyce klasycznej, gdy mierzalne sa jedynie roz-
nice potencjalu. Zatem przyjmijmy, ze przeci¢tna
warto$¢ kursu E(p) jest rowna 0.

Ograniczmy dalsza analiz¢ do operacji na takim rynku wymiany towaréw &
i $, na ktérym rozwazany kupiec dziala wsrod liczby podmiotéw na tyle duze;j,
ze jego indywidualne decyzje nie wplywaja na notowania kursu.

Sredni czas przypadkowej transakcji (zakupu, badz sprzedazy, co zalezy
jedynie od punktu widzenia) oznaczymy przez 6. Wielko$¢ ta jest w modelu
stala (jako konsekwencja stacjonarno$ci) i wieksza od zera (¢ = 0 implikuje
irracjonalne paradoksy w postaci np. nieskonczonych zyskéw w skonczonym
przedziale czasowym).

Dla rachunkowej wygody oznaczmy przez = prawdopodobienstwo nie doj-
Scia racjonalnego zakupu do skutku. Stosujac wprowadzona wcze$niej konwen-
cje Iversona (str.140) mamy

z = Eq([p > —al),

gdzie o parametryzuje rozklad prawdopodobienstwa.

3z0b. [Ag096]
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Oczekiwany czas racjonalnego zakupu & bedzie wtedy réwny
0 (1—2)+22(1—2)+32°(1—x)+42°(1—2)+---),

wigc iloraz oczekiwanego czasu pelnego cyklu kupna-sprzedazy, do $redniego
czasu przypadkowej transakcji, wyniesie

Ey(s) S k=1 _ d
7 :1+(1—x)2kx 1—xd—;

k=1

SIS R S S
- xd:pl—x_ 1—xa

Dlatego czas trwania cyklu wyraza si¢ wzorem

(14.4) B (s)= (1 + (E,([p < —a])) )6

Przedzialowa stopa zysku na calym cyklu bedzie réwna

(14.5) Wis = —Pos + Poo,

gdzie zmienna losowa p_, &, oznaczajaca kurs & w trakcie zakupu, ma rozklad
normalny uciety do dziedziny (—oo, —al, to znaczy posiada nastepujaca gestosé
prawdopodobienstwa

[p < —d 2
(14.6) Eollp < —d]) n(p, o),
a pe_, czyli kurs & obowiazujacy w momencie sprzedazy, ma rozklad normalny,
bo sprzedaz jest, z woli kupca, calkowicie przypadkowa.
Wstawiajac (14.6) do uérednionego (14.5), a nastepnie (14.4) i uérednione
(14.5) do (14.2), otrzymamy ponizsze wyrazenie dla natezenia zysku na pelnym
cyklu:

—Bo(plp < —d) o
L+ Eo(lp<—a))

Oczekiwany zysk na charakterystycznym interwale czasowym, jakim jest prze-
cietny okres trwania transakcji kupna-sprzedazy, wynosi

(14.7) o =

— [ pnlp, o) dp

(14.8) o(a,0) = ppp = — ,
1+ [ n(p,o?)dp

co wynika ze wstawienia wyrazenia (14.7) na g; do definicji (14.3). Wyprowa-
dzona formula (14.8) na natezenie zysku kupca spelnia wlasnos¢ skalowania:

o(oa,0) = 7 o(a),
gdzie o(a) := o(a, 1), wiec wystarczy analize kontynuowac dla standaryzowane-

go rozkladu normalnego, by przez przeskalowanie otrzymac¢ wyniki we wszyst-
kich przypadkach z o #1.
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Najlepsza strategie dzialania kupca (maksymalizujaca natezenie jego zysku)
otrzymamy (w przypadku standardowego rozkladu normalnego) dla a =0.27603.
Co ciekawe, najwigksza warto$¢ natezenia zysku wynosi takze 0.27603. Okazuje
sig, ze ta zbiezno$c¢ jest nieprzypadkowa i dotyczy dowolnego typu rozkladow
charakteryzujacych zachowanie logarytmicznego kursu. Ponizej wykazane zo-
stanie, dlaczego taka wlasnos¢ zachodzi, wiec dla dalszych rozwazan przyjmij-
my, ze 7(p) jest jakimkolwiek rozkladem gestosci, ciaglym na calej dziedzinie.

§3. Unikalna wlasnos¢ kupieckiego zysku

Oznaczmy punkt staly odwzorowania f(x) przez x*, czyli 2* jest takim ar-
gumentem funkcji f(z), ze zachodzi rownoé¢ f(z*) = z*.

Uzyskane w ramach naszego modelu wyrazenie na oczekiwana warto$¢
zysku spelnia nastepujaca wlasnos¢:

Twierdzenie 3.1. Maksimum funkcji o(a) znajduje sie w jej punkcie sta-
tym
max p(a) = a*.

Punkt staly funkcji o(a) istnieje, ma wartos¢ dodatniq i jest tylko jeden.
Witasnosci te sq spetnione dla dowolnego typu rozktadu gestosci kursu.

Dowdd. Warunek na punkt staly:

— [ pnlp)dp
,oo_a .
L+ [ n(p)dp
mozna przeksztalci¢ do postaci
(14.9) a (1 + /n(p)dp> = —/(p+a)77(p)dp + /an(p)dp'

Wartoé¢ a réwna jest wiec pierwszemu wyrazeniu prawej strony (14.9), czyli
(po zamianie zmiennej calkowania) wynosi

(14.10) a= —/pn(p—a)dp.

—00
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Pochodna prawej strony (14.10) (czyli pierwszego wyrazenia prawej strony
(14.9)) po a réowna jest

—a

—/ n(p) dp,

—00

wiec prawa strona (14.10) jest ciagla, nierosnaca funkcja a, dla a=0 wieksza
od zera, w granicy a— oo réwna zeru.

Dlatego warunek (14.10) ma jedno rozwiazanie, ktére jest dodatnie.
Wystarczy jeszcze zauwazyc, ze warunek znikania pierwszej pochodnej funkcji

o(a):

(14.11) an(a) | 1+ /n(p)dp + n(a) /pn(p)dp =0

jest jednocze$nie warunkiem na jej punkt staly. Ten ekstremalny punkt jest
globalnym maksimum, bo spelnia réwnania (14.10) i (14.11). Ewentualne roz-
wiazania réwnania (14.11), w postaci n=0 (gdy a # a*), sa lokalizacjami miejsc
przegiecia funkcji o(a) (bo na calej dziedzinie n> 0, wiec w otoczeniu punktu,
gdzie n(a) =0, pochodna funkcji o(a) nie zmienia znaku), czyli mozemy je zi-
gnorowac.

Stusznoé¢ przedstawionego dowodu nie zalezy od postaci rozkladu gestosci kur-
su, gdyz korzysta si¢ jedynie z nieujemnosci i unormowania gestosci prawdo-
podobienstwa. Zalozenie o gaussowskim ksztalcie rozkladu jest zbednym ogra-
niczeniem. U

Warto zaznaczyc, ze warunek (14.10) przejrzyScie obrazuje, czym jest naj-
wigkszy mozliwy zysk do osiagniecia.

Znikanie pochodnej funkcji o(a) w jej punkcie stalym jest gwarancja stabil-
noéci funkcji w otoczeniu tego punktu’. Nalezaloby jeszcze zbadaé granice ob-
szaru przyciagania. Okazuje si¢, ze przy stosunkowo stabych zalozeniach o o(a)
punkt staly przyciaga na calej jej dziedzinie. Dowod tego stwierdzenia polega na
wykazaniu, ze funkcja o(a) jest ograniczona pewnym odwzorowaniem zwezaja-
cym. Jak si¢ jednak dalej okaze istotna rol¢ w omawianym modelu odgrywaja
jedynie rozklady gaussowskie, dla ktérych dowéd powyzszego twierdzenia jest
latwy. Jego przeprowadzenie pozostawia autor czytelnikowi.

Rozklady prawdopodobienstw dla kursu kupna i kursu sprzedazy moga
mie¢ rézna posta¢ (gdy odpowiednie transakcje odbywaja sie¢ na odmiennych
rynkach), konieczny jest jedynie warunek, by logarytmiczny kurs kupna dobra
® formalnie skorygowac o stala tak, zeby 0 kursu pokrywalo si¢ z wartoscia
oczekiwana logarytmicznego kursu sprzedazy &.

*z0b. [Sch9sb]
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§ 4. Dwoisty model kontrolowanej sprzedazy

Gdyby przeanalizowa¢ model analogiczny do racjonalnego kupca, lecz taki,
w ktérym strategia, przyjeta przez kupca w trakcie kupna, bylaby zamieniona z
jego strategia sprzedazy i vice versa, to z ,przestawionego” modelu wynikalyby
wnioski symetryczne do rezultatow przedstawionych w biezacej pracy.
Formula (14.8), opisujaca oczekiwany zysk, uleglaby modyfikacji do postaci

Tpn(p)dp
(14.12) o(b) = *———,
1+ {n(p)dp

gdzie b oznacza kurs, ponizej ktorego kupiec zawsze rezygnuje ze sprzedazy
dobra &.

Taka zmiana nie wnosi nic istotnie nowego ponad cechy symetryczne do modelu
racjonalnego kupca, moze z wyjatkiem ,kosmetycznego” uproszczenia wzoru,
podajacego metode generowania funkcji posiadajacych maksimum w punkcie
statym.

Zastanawiajace jest, ze optymalne zachowanie kupca (jego taktyka), dziala-
jacego w ramach modelu, polega na wyznaczeniu ceny rezygnaciji o tyle nizszej
od $redniego kursu &, by roznila si¢ dokladnie o jego przecigtny zysk, przy-
padajacy na Sredni okres trwania transakcji kupna-sprzedazy. Jesli mu si¢ to
uda, wtedy niczego nie powinien juz w swojej dzialalnosci poprawia¢, bowiem
osiagnal stan najkorzystniejszy z mozliwych, niezagrozony destabilizacja, wiec
wymagajacy jedynie drobnych korekt.

Najlepsza taktyka®’ okazuje sie by¢ prosta i naturalna zasada, polegajaca na
samouzgadniajacym si¢ korygowaniu ceny rezygnaciji. Istnienie takiego rodza-
ju mechanizmu jest pozadanym zjawiskiem na dynamicznych rynkach, gdzie
rozklady gestosci kursow podlegaja nieustannym zmianom. W modelach ze
skonczonymi cenami rezygnacji zarowno dla transakcji kupna jak i sprzedazy
powyzsza prosta taktyka przestaje by¢ optymalna. Czy jest to wskazéwka, aby
unika¢ owych dwustronnych technik handlowania?

A moze jedynym tego typu spojnym logicznie modelem jest racjonalny kupiec
w wersji z przypadkowym zakupem, bowiem nasuwa si¢ podejrzenie, ze roz-
klad gestosci kursu mozna poprawnie zdefiniowac tylko relatywnie, wzgledem
majacej potem nastapi¢ sprzedazy. Wyrazenia ,sprzedaz” i ,kupno” tez sa jedy-
nie konwencja, gdyz sprzedajac ® nabywamy $. W ramach przedstawionej w

Snalezy rozréinia¢ pojecia strategii i taktyki: strategia stanowi okreslony sposob dzialania
w grze, za$ taktyka (metastrategia) jest sposobem wyboru strategii [M'W 00]
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nastepnych rozdzialach teorii kwantowej calkowita nieokreslono$¢ ceny rezy-
gnacji przy zakupie jest konsekwencja w pelni zdeterminowanej ceny rezygnaciji
dla sprzedazy oraz zasady nieoznaczonoéci Heisenberga. Ta bezposrednio wy-
nikajaca z formalizmu kwantowego zasada stwierdza w naszym przypadku, ze
iloczyn miar obydwu rozwazanych nieokre$lonosci (dyspersiji) nie moze byc
mniejszy od pewnej uniwersalnej statej g, zwanej przez fizygkow stala Plancka.
Czytelnik, ktory kwestionuje zawarty w powyzszym stwierdzeniu agnostycyzm,
powinien pamieta¢, ze w calym obszarze prowadzonych eksperymentéw fizycy
nie zaobserwowali zadnego wyjatku od zasady Heisenberga.

Idee poszukiwania optymalnych rozwiazan i punktow stalych, to fundamen-
ty wspodlczesnego paradygmatu ekonomiki matematycznej. Splataja si¢ one w
takich klasycznych wynikach, jak uogoélnione twierdzenie Brouwera [Rak41],
czy procedura iteracyjna Browna-Robinson [Rob51|. Przedstawiona taktyka,
charakteryzujaca dzialanie racjonalnego kupca, takze laczy w sobie obydwie
koncepcje.

§5. Rrzywe podazy i popytu

W literaturze ekonomicznej, wlacznie z tekstami stroniacymi od formalizmu
matematycznego, zwraca uwage wszechobecnos¢ wykresow krzywych podazy,
czy popytu. I tak, np. wertujac poswigcony historii mysli ekonomicznej podrecz-
nik Blauga [Bla94|, odnajdziemy ponad setke takich ilustracji.

Podczas analizowania kontekstu ekonomicznego pojawiajacych si¢ w mode-
lu racjonalnego kupca funkcji

xT

Fu(x) = Eyp((s < 1]) = / m(p) dp

L i) = Blbzal) = [ mi)dp

zauwazymy, ze wykresy tych dystrybuant mozna interpretowac jako kolejno
krzywe podazy i krzywe popytu. W tym miejscu warto przypomnie¢ o ist-
nieniu w literaturze dwéch odmiennych sposobéw przedstawiania wykresow
podazy, czy popytu [Lan61]. Pierwszy z nich, francuski, oparty na zalozeniu, ze
popyt jest funkcja ceny, nazwiemy od twodrey tego zalozenia, konwencja Co-
urnota. Odmiennie, przestawiajac polozenie osi wspolrzednych, obrazuje sie
podaz i popyt w piSmiennictwie anglosaskim, bazujacym na tradycji zapoczat-
kowanej przez Marshalla. Nie zawsze popyt (czy podaz) jest funkcja monoto-
niczna ceny (patrz nizej, zjawisko zawracajacych krzywych podazy i popytu),
dlatego konwencja Marshalla jest mniej wygodna. Brakuje jej uniwersalnej
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mozliwoéci postugiwania si¢ jezykiem funkcji. Model racjonalnego kupca, z od-
powiadacym cenie parametrem z, reprezentujacym dziedzine wystepujacych
w modelu funkcji, nawiazuje do konwencji Cournota. Tak wigc, dla ustalonej
wartosci x logarytmu ceny interesujacego nas dobra, wartoScia funkcji podazy
F,(z) jest prawdopodobienstwo mozliwoéci kupna jednostki tego dobra za cene
e”. Dobro sprzeda kazdy, kto gotéow jest zby¢ go za cene €® lub taniej. Analo-
gicznie interpretujemy funkcje popytu Fy(z). W ogolnoéci gestosci prawdopo-
dobienstw 7;(p) i 72(p) nie musza byc jednakowe. Efekty istnienia monopoluy,
specyficzne regulacje obrotu dobrem, obowiazujace podatki, czy pozaekono-
miczne kulturowe przyzwyczajenia wpltywaja na wzajemne zroéznicowanie tych
funkciji. Jesli bedziemy abstrahowa¢ od wymienionych mechanizmoéw i zalozy-
my ponadto, ze przy dowolnym ustalonym pulapie cenowym brak jest obojet-
nych (wzgledem naszego dobra) podmiotéw rynkowych — kazdy jesli nie chce
kupi¢, to na pewno sprzeda — to dopiero w takiej sytuacji mozemy stwierdzic,
ze E, ([3 < z])+ E,,([3 > z]) = 1 i, po zrézniczkowaniu stron tej tozsamoéci, ze
m(p) = 1n2(p). Wtedy cena ¢, dla ktorej E,, ([3 < y]) = E,,([3 > y]) = 3, stanowi
(w klasycznym rozumieniu) cene réwnowagi rynkowej. Oznacza to jedynie, ze
najczesciej przy tej cenie realizowany jest rynkowy obrét danym dobrem. Przy-
pomnijmy, ze model racjonalnego kupca zostal tak wyskalowany, by cena ta
wynosita e = 1.

W przeciwienstwie do klasycznej teorii ekonomii, wymagana w modelu ra-
cjonalnego kupca réwnowaga rynkowa nie skutkuje jednolita cena (kursem)
dobra &, lecz przejawia sie jedynie stacjonarno$cia (niezaleznoscia od czasu)
funkcji podazy E,, ([3 < z]), lub funkcji popytu E,,([3 > x]). Dlatego zalozenia
modelu racjonalnego kupca przestaja obowiazywac na rynkach, gdzie zmiany
owych prawdopodobienstw zachodza w okresach czasowych krotszych, badz
poréownywalnych ze Srednim czasem transakcji 6. W takich sytuacjach nadal
pozostaje aktualna wyzej przedstawiona stochastyczna interpretacja podazy i
popytu. Dodatkowo w jej ramach mozemy rozwaza¢ kawalkami malejace funk-
cje Fy(x), czy Fy(x). Po takim uogoélnieniu przestana juz one by¢ dystrybuantami,
gdyz ich pochodne (czyli gestosci ,prawdopodobienstwa”) nie spelnia warunku
dodatniej okreslonosci. Odpowiadaloby to zjawisku zawracajacych krzywych
popytu lub podazy, wystepujacych w kontekécie dobr Giffena (czy w sytuacjach
dotyczacych podazy pracy) [Var9s]. Gdy stosujemy konwencje Marshalla krzy-
we te zawracajac traca wlasnosci funkcji. Za$ w konwencji Cournota krzywe
sa wykresami funkcji niejednoznacznych. Tym sposobem ujemne prawdopo-
dobienstwa uzyskuja interesujaca ekonomiczna racje bytu. W fizyce wlasnosé¢
ujemnej gestoéci prawdopodobienstwa (funkcji Wignera) charakteryzuje teo-
rie kwantowe [Fey87|. Rolejny rozdzial zawiera m.in. wyjasnienie, w jaki spo-
sob warunkowe gestosci prawdopodobienstw moga, na czeSci swej dziedziny,
przyjmowac wartosci ujemne. Poprzez wybor zgodnego z modelem racjonalne-
go kupca procesu stochastycznego istnieje mozliwoé¢ okreslenia dynamiki tego
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modelu, por. [Blad0]. Dlatego wydaje sie, ze odstepstwa od prawa popytu czy
prawa podazy mozemy traktowac jako pierwsze znane przyklady funkcjono-
wania kwantowych zasad rzadzacych rzeczywistoécia na poziomie makrosko-
powym. Taka hipotetyczna kwantowa ekonomia, zapoczatkowana w czterdzie-
stych latach XIX wieku zeznaniami kapitana Roberta Giffena przed brytyjskim
parlamentem [Sti47], mialaby geneze wczesniejsza niz fizyka kwantowa. W na-
stepnym rozdziale poznamy zgodna z modelem racjonalnego kupca propozycje
kwantowomechanicznego opisu rynku. Narzucony wymog zgodnosci, polega-
jacy na dopasowaniu modeli klasycznych do kwantowej teorii, z ktorej, w sy-
tuacjach zaniku efektéw kwantowych, powinne one wynika¢ asymptotycznie,
fizycy nazywaja zasadq korespondencji.

Zauwazmy, ze za pomoca dystrybuanty rzeczywistej zmiennej losowej moze-
my poprawnie opisywac wszelkie sytuacje zwiazane z sofizmatem Zenona z Elei
o ,stosie ziarna” (czy z oparta na podobnej argumentacji antynomia megarejska
»#ysina”) [Tat78|, gdyz wprowadzenie prawdopodobiefistwa usuwa pierwotnie
wystepujaca w nich nieciagloé¢’. Dla przykladu: w zagadnieniu ,stusznej mo-
ralnie ceny” przy niskich jej wartoéciach (stan ,,0”) nikt nie chce dobra sprzedac,
przy wysokich (stan ,1”) — sprzedawa¢ chce kazdy. Zrezygnowanie z probabi-
listycznego opisu skutkuje tu zero-jedynkowa nieciagltoscia i oddaje pole argu-
mentom sofistow, poszukujacym najnizszej ceny, przy ktérej powinnismy jeszcze
mowic o stanie ,1”. A sytuacja staje si¢ tym bardziej paradoksalna, ze (przynaj-
mniej w dylemacie ,stusznej moralnie ceny”) tak naprawde, to stany ,0” i ,,1” nie
sa obserwowalne — na rynku zawsze mamy do czynienia z sytuacja, gdy przy
dowolnej cenie dobra (rozliczenia transakcji) zawsze kto$ chce sie dobra po-
zby¢, a kto$ drugi wej$¢ w jego posiadanie. Stan posredni jest na rynku stanem
typowym, a nie odkrytym przez sofistow, klopotliwym do wyjadnienia stanem
przejSciowym. Nasuwa si¢ wigc przypuszczenie, ze model racjonalnego kupca
moze zosta¢ zaadoptowany do innych problemoéw typu ,stos ziarna”, w ktérych
istnieje potrzeba maksymalizacji (czy minimalizacji) parametru analogicznego
do natezenia zysku.

bpatrz §49 [Bor63]



Rozdziat 15
Rynkowe gry kwantowe

Wocale nie musisz sie decydowaé, mozesz pdjs¢ obydwiema drogami
naraz. Z pewnoscig zdazytas sie do tego przyzwyczaié. Jedli idzie o
mnie, to czesto robie nawet dziewie rzeczy jednoczesnie. Koty moga
hasaé wszedzie, gdzie chcg, jesli nie s3 obserwowane. A propos ob-
serwacji — powiedziat pospiesznie — wydaje mi sig, ze zaraz zostane
zaobser...

W tym momencie kot raptownie znikt.

»Co za dziwny kot — pomyslata Alicja — i co za osobliwy pomyst. Chyba
chodzifo mu o te superpozycje stanéw, o ktérej méwit Mechanik. My-
Sle, ze to musi by¢ co$ podobnego do mojego wyjscia z banku. Jako$
udato mi sie wéwczas pdjs¢ w wielu réznych kierunkach, chyba wiec
po prostu sprébuje to zrobié jeszcze raz”.

Powyzszy fragment ksiazki Roberta Gilmore’a [Gil00] obrazowo przedsta-
wia zaskakujace konsekwencje obowiazywania zasad mechaniki kwantowej. W
historii rozwoju racjonalnych metod opisu Swiata pojawienie si¢ teorii kwantéw
spowodowalo najgl¢bsza zmian¢ paradygmatu naukowego. Zniosta ona charak-
terystyczny dla kartezjanskiej nauki podzial na obserwujacego i obserwowane,
obnazajac iluzj¢ nie wplywania obserwatora na stan obiektu wystawionego na
dzialanie pomiaru'. Nauki spoleczne czesto positkuja sie owa cecha mechaniki
kwantowej (nie odwolujac sie do jej samej) w trakcie przedstawiania argumen-
tow majacych uzasadni¢ niematematyzowalnos¢ swych teorii. To nader para-
doksalne wywody, gdyz wlasnie teoria kwantowa jest dziedzina fizyki najpelniej
stosujacym szczegodlnie zaawansowane techniki rachunkowe.

Ten i nastepne rozdzialy poswigcone sa futurystycznej wizji kwantowej eko-
nomii, ktorej uzyteczno$¢ moga zweryfikowac jedynie dalsze badania. Obszerne
studium zastosowanego tu kwantowego formalizmu przedstawia np. podrecz-
nik autorstwa jednego z jego czolowych pomyslodawcow [Dir64]. Potrzebne
informacje, zwiazane z fizyka zjawisk kwantowych, zamieszczone sa np. w pod-
reczniku [BBCR91]|. Przedstawienie szerokiej gamy zastosowan idei teorii gier

'w tym kontekscie zob. zamieszczone w artykule [RGO01] uwagi o wzglednoéci pojeé prze-
strzeni i czasu
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w ekonomii znajdziemy w opracowaniach [LR64, MWS97|, za$ role tej teo-
rii w ksztaltowaniu podstaw matematyki i racjonalnych technik badawczych
wnikliwie omawia artykul [Ste69|.

Historia nauki nie zna drugiego tak bezprecedensowego sukcesu jak ten, kto-
ry w penetrowaniu wlasciwosci realnego Swiata odniosta teoria kwantéw. Dla
wigkszosci fizykow jest ona ich podstawowym narzedziem. Jednak ludzi si¢ ten
kto uwaza, ze mozna zglebic¢ istote kwantowej teorii rozpoczynajac od studio-
wania podrecznika, zawierajacego zapisane w precyzyjnym jezyku matematyki,
zwig¢zle aksjomaty i twierdzenia, uzupelnione uwagami interpretacyjnymi, by
potem stosowac ten potezny aparat w pracy badawczej. Dlugo jeszcze takiego
dziela nie bedzie, o czym niech $wiadczy nastepujaca opinia Aleksandra Gro-
thendiecka, jednego z najbardziej przenikliwych umystow wspoélczesnej nauki
[Gro85]: Matematyk powinien odczuwaé zmiane mechaniki Newtona na
einsteinowskaq przykltadowo tak, jak zmiane starego, wzruszajqcego pro-
wincjonalnego dialektu na ostatnio modny paryski zargon. Jednak przejsé
do mechaniki kwantowej to to samo, co zastqpic¢ francuski jezykiem chin-
skim. Uprawiajac ta szczycaca si¢ wyjatkowymi osiagnieciami dyscypling bar-
dziej niz gdziekolwiek indziej skazani jesteSmy na bladzenie po omacku i to po-
mimo postugiwania si¢ wyjatkowo skutecznymi narzedziami ilo$ciowego opisu
zjawisk.

§ 1. Gry rynkowe

Dla prostoty i czytelnosci opisu zat6zmy, ze interesuje nas rynek obrotu jed-
nym typem dobra, do ktoérego ustalonej jednostki 1® odnosimy jego ceng c,
wyrazona w jednostkach pienieznych (np. 1€). Przyjmijmy, ze dobro & (i pie-
niadz €) sa dowolnie podzielne oraz, ze k-ty uczestnik rynku, £ € N, zwany
dalej graczem, stosujacy strategie (zwana strategia czysta) 1), deklaruje udzial
w obrocie rynkowym calym oferowanym przez siebie kapitalem (na ktory skla-
da si¢ okreslony zaséb s;> 0 jednostek dobra & i pewna ilo§¢ di> 0 jednostek
pienieznych €), a o stopniu uczestnictwa gracza w obrocie rynkowym decydu-
je arbiter A na podstawie danych {[|¢), sk, dr} pochodzacych od wszystkich
graczy. Obecno$¢ na rynku pod postacia kilku graczy umozliwia podmiotom
rynkowym obroét czgsciami ich kapitalu. Odwrotny mechanizm pozwala uczest-
nikom rynku na zawieranie koalicji. Wtedy A musi rozwazac¢ i rozlicza¢ ich
jako pojedynczego gracza. Rliki rynkowe modelujemy za pomoca skorelowa-
nych strategii ré6znych graczy.

Arbitrem jest dzialajaca wedlug zdeterminowanych zasad izba rozrachun-
kowa, lub okreslony prawem czy obyczajem niezinstytucjonalizowany sposéb
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przeprowadzania transakcji. Arbitra A mozemy utozsamic ze stosowanym przez
niego algorytmem rozrachunkowym, stanowiacym reguly gry rynkowe;j. Trans-
akcje rynkowe (wyznaczajace wielkoéci przeplywéw kapitalowych) przebiega-
ja, w oparciu o zgloszone przez graczy strategie |¢);, zgodnie z procedura A
i okre$lona przez nia, jednolita dla przeprowadzanych w jednej turze (réwno-
czesnych) transakciji, cena c. Wprowadzajac gre rownoczesna na kilku rynkach,
powiazanych zaleznoSciami pomiedzy strategiami graczy na nich operujacych,
mozemy modelowa¢ réwnoczesne transakcje przeprowadzane przy niejednoli-
tych cenach. Graczom nie musza byc¢ znane reguly gry rynkowej. Wiedza ta jest
jednak potrzebna w sytuacjach, gdy chca oni racjonalnymi metodami wplywac
na osiagane przez siebie wyniki.

§ 2. Rwantowy model rynku

Niech losowa zmienna rzeczywista q
(15.1) q:=1Inc, — E(lnc,)

oznacza warto$¢ logarytmu ceny rezygnacii ¢, (patrz rozdzial 14), powyzej ktorej
gracz |1); zaniecha kupna & i ktora jest tak dobrana, by warto$¢ oczekiwana
przez |¢)y tej zmiennej F(q) byla réwna zeru. Zmienna p

(15.2) pi=E(lnc,) —Inc,

dotyczy analogicznej sytuacji, ale odnoszacej si¢ nie do popytu, lecz do poda-
zy dobra & wyrazanej strategia gracza [¢);, ktoremu przyszlo zaja¢ na rynku
pozycje sprzedawcy (a nie nabywcy). Podaz dobra & mozna postrzega¢ jako
popyt na pieniadz € przy cenie cq’1 wyrazonej w jednostkach 1®, wiec defini-
cje (15.2) i (15.1) sa rownowazne. Zauwazmy, ze odpowiadajace danej cenie ¢
zmienne ¢ i p sa niezalezne od wyboru jednostek przyjetych do okreslania ilo-
Sci dobra &, czy €. W celu uproszczenia zapisu przyjmijmy w dalszym tekscie
takie jednostki, w ktérych E(Inc) = 0.

Zakladamy, ze strategie |¢); (zwane tez stanami czystymi graczy) sa ele-
mentami przestrzeni Hilberta Hj. Przestrzenia Hilberta H nazywamy zespolona
przestrzen liniowa, w ktérej zadano odwzorowanie (... |...) : HxH — C zwane
iloczynem skalarnym, posiadajace dla dowolnych v, v/ " € H, A € C naste-
pujace wlasnoSci:

o (YY) >0,

(V[Y) =0 =¥ =0,
(V['+¢") = (@Y) + (Ply"),
(W) = A[y),
(W) = (@)
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i w ktorej kazdy ciag zbiezny® {v,,} posiada swoja granice.
W ksiazce przyjeto tzw. notacje Diraca, zgodnie z ktéra wektory przestrze-
ni Hilberta i) € ‘H zapisywane sa wraz z ,cze¢Scia” nawiasu-symbolu iloczynu
skalarnego (czyli w postaci [¢)), a wektory bedace elementami specyficznej
przestrzeni Hilberta £2, jakq tworza funkcje ¢ : R — C calkowalne z kwadra-
tem ((¢|¢) == [7_t(2)¢(x) dz < co) oznaczane sa symbolami (z|¢)) (zamiast
1/1(91;)) i nazywane amplltudaml prawdopodobienstwa. Nazwa ta posiada uza-
sadnienie w probabilistycznym postulacie mechaniki kwantowej, ktory glosi, ze
kwadrat modutu tej wielkosci |{x|1))|?dx jest gesto$cia prawdopodobiefistwa po-
miaru wartoéci x zmiennej losowej r. Stosujac notacje Diraca nalezy pamietac, ze
funkcje (z|1)) nie sa funkcjami liniowymi (co moga sugerowac¢ wlasnosci iloczy-
nu skalarnego). Loterie, w ktérych role urn pelnia rézne, wzajemnie ortogonalne
(czyli (Y |1h,) =0 dla m+#n) stany czyste gracza, nazywamy strategiami mie-
szanymi (badz stanami mieszanymi). Dzieki iloczynowi skalarnemu potrafimy
dowolny stan |¢) rzutowaé na jednowymiarowa podprzestrzen rozpieta przez
inny stan |¢), ktéra to operacje, w przypadku wybrania unormowanego * wek-
tora |¢), mozemy zapisa¢ nastepujaco Xjy|¢) = (¢[1))|¢). Kazdy stan miesza-
ny M mozemy przedstawi¢ jako pewna kombinacje wypukla stanéw czystych
M = ", wiXy,. Entropia stanu nie bedacego stanem czystym jest wieksza
od zera. Ewolucjqa kwantowq nazywamy odwzorowanie liniowe H — H nie
zmieniajace entropii stanu ukladu.
W ostatniej czesci tej z koniecznoéci bardzo skrotowej dygresji o podstawowych
ideach teorii kwantéow wyjasnijmy sobie czym sa znane nam z podrecznikow
yzdroworozsadkowe”, oparte na klasycznym rachunku prawdopodobienstwa
modele, ktérych wiekszoé¢ objeta jest przez teorie¢ kwantowa (!) jako przypadki
graniczne. W ramach teorii kwantowej poznajemy ograniczenia i niescistoci
tkwiace w ulomnych (dla paradygmatu kwantowego) modelach klasycznych,
a ujawniajace si¢ dopiero w kontekécie kwantowym. Czym jest, wyrazony w
jezyku przestrzeni Hilberta, obiekt klasyczny (zwany takze, w zaleznosci od
sytuacji przyrzadem pomiarowym, obiektem makroskopowym, aparatem, urza-
dzeniem itp.)? Dla naszych potrzeb wystarczy stwierdzenie, ze obiekt klasyczny
to taki, ktéry moze znajdowac sie tylko w jednym z wektoréw-stanow {|¥,)},
ortogonalnych wzgledem siebie’. Oznacza to, ze obiekty klasyczne, na skutek
ich zlozonej budowy, czy oddzialywania z otoczeniem, moga by¢ znajdowane
(mierzone) jedynie w tych stanach [Pen00]. Nie wchodzi wiec w rachube ob-
serwacja (pomiar) sumy (tzw. superpozycji) ich wektoréw-stanéw (w tym kon-
tekScie stany czyste wolne sa od niepewnosci, charakterystycznej dla rachunku
prawdopodobienstwa), cho¢ wtedy mozemy stwierdza¢ istnienie odpowiednich
stanow mieszanych (operatory, bedace kombinacjami wypuklymi operatorow

2w indukowanej przez ten iloczyn normie, czyli  lim  (y, — o |t —m) =0
m,n—0o0

Helg)=1
4Vm¢n <Wm|wn> = 0)
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rzutowania na stany czyste). Np. znane z klasycznej teorii gier strategie miesza-
ne sa takimi stanami. Dlatego pojawiajace si¢ w rachunkach kombinacje liniowe
ortogonalnych wektoréw-stanéw obiektu klasycznego bedziemy interpretowac
jako stany mieszane.

Wszystkie proby ingerencji w zjawiska kwantowe z zewnatrz moga odbywac
si¢ jedynie za pomoca obiektéow klasycznych. Miedzy innymi wszelkie wyniki
pomiaréw poznajemy tylko dzigki zmianom stanéw jakichs obiektow klasycz-
nych.

W biezacym rozdziale, gdzie rozwazamy transakcje dotyczace jednoczesne-
go obrotu dowolna iloscia dobr, stan gry |V);, := >, |¢), jest wektorem naleza-
cym do sumy prostej przestrzeni Hilberta dotyczacych poszczegolnych graczy
>« @Hy (suma prosta przestrzeni Hilberta to ich iloczyn kartezjanski z iloczy-
nem skalarnym réwnym sumie iloczynéw skalarnych jego skladnikéw). Dziala-
jace w przestrzeniach H;, hermitowskie operatory’ (tzw. obserwable) popytu
Q). i podazy Py sa operatorami kanonicznie sprzezonymi (na wzor ich fizycz-
nych odpowiednikéw: polozenia i pedu) [BF75]|. Zalozenie wydaje sie zasadne,
gdyz np. przy jednoznacznie okreslonej cenie e?, gdzie p jest wynikiem dzia-
lania operatora P, na jego stan wlasny (wektor wlasny), bedacy precyzyjnie
zadeklarowana przez k-tego gracza oferta sprzedazy |p)x, nie ma sensu jakie-
kolwiek okreslenie popytu zglaszanego przez tego gracza, ktory dotyczylby tej
samej transakcji. Przeplywy kapitalowe odnoszace si¢ do réwnoczesnego ze-
stawu transakcji przeprowadzonych na podstawie algorytmu A stanowia odpo-
wiednik procedury pomiaru zjawiska kwantowego w fizyce. Transakcja polega
na przejéciu stanu przyjetych przez graczy strategii |¥);, w okres$lajacy przeply-
wy kapitalowe stan |U),y := 7, |¥),, gdzie

T, = @) knddl + Y (PPl
kg ks

jest operatorem rzutowym zadanym rozbiciem o zbioru graczy {k} na dwa
rozlaczne podzbiory {k} = {k;} U {k}, czyli kupujacych za ceny e%: i sprzeda-
jacych po cenach e P obowiazujacych w biezacej turze transakcji. Zadaniem
algorytmu A jest wyznaczenie: rozbicia rynku o, zbioru parametréow cenowych
{q,» P, } 1 zbioru wartoéci przeplywow kapitalowych. Te ostatnie ustalane sa
zgodnie z interpretacja dystrybuanty

" (gly)sl’
(15.3) /Oo TR

jako prawdopodobienstwa tego, ze przy cenie transakcyjnej ¢ (badz mniejszej)
gracz |1); ma zamiar naby¢ dobro & (poréwnaj z interpretacja krzywych popytu

5 operator hermitowski to odwzorowanie liniowe o rzeczywistych wartosciach wlasnych, z
ktérych kazda interpretujemy jako wynik pomiaru obiektu znajdujacego sie w stanie opisywa-
nym odpowiednim wektorem wlasnym
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i podazy, przedstawiona w poprzednim rozdziale). Analogicznie dystrybuanta

2 (pleh)i|?
(15.4) /Oo Twwk dp

jest prawdopodobienstwem sprzedazy przez |1{), po cenie ¢, dobra &. Powyzsze
prawdopodobienstwa maja charakter warunkowy, gdyz odnosza si¢ do sytuacii
nastepujacej po rozstrzygnieciu o postaci rozbicia o.

§3. Algorytm maksymalizujacy obrot kapitatowy

Gre charakteryzuja zasady jej rozgrywania. Dla zilustrowania dzialania al-
gorytmu A rozwazmy przyklad deterministycznego algorytmu izby rozrachun-
kowej, ktora przyjmujac zalozenie o jednolitej cenie transakcyjnej, maksymali-
zuje mierzony pieniadzem obrot kapitalowy. Izba rozrachunkowa jest w naszym
kwantowym modelu obiektem klasycznym. Zalozenie o jednakowej dla wszyst-
kich cenie

Viske (Lry + Pr)[V)oue =0

jest odpowiednikiem efektu splatania stanéow w zjawiskach kwantowomecha-
nicznych. Przeprowadzane przez fizykéw doswiadczenia ze stanami splatanymi
stanowia koronny dowdd, przemawiajacy za niemozliwoécia konstrukcji teorii
klasycznych, ktore prowadzilyby do uzyskiwanych wynikéw pomiarowych. In-
spiracja do tych badan by} najstawniejszy eksperyment XX wieku, tzw. ekspe-
ryment EPR. Jest to jedynie eksperyment myslowy(!), ktérego opis znajduje sie
w pracy Einsteina, Podolskiego i Rosena z 1935 roku [Ein01, Ber99]. Na rynku
gdzie transakcje zawierane sa bezposrednio pomigedzy dwoma kupcami powyz-
szy warunek bedzie spelniony jedynie w ramach kazdej takiej pary graczy. Dla
prostoty rozwazan ograniczmy klase dopuszczalnych strategii do takich, kto-
rych amplitudy prawdopodobienistwa (w podrecznikach mechaniki kwantowej
zwane takze funkcjami falowymi) (g|v) (i (p|t)x) sa funkcjami zmiennej ¢ (czy
p) o noéniku zwartym, calkowalnymi w kwadracie. Ustalajac o przeskalujmy
amplitudy strategii podazy i popytu otrzymujac zbiory funkcji (g|¢)x, 1 (p|P)x
zmiennych ¢ i p takie, ze

{al¥)n, (pl¥)k,
(15.5) (@l = V=7 = PO = Vo=,

AUk, (1),
ktorych odpowiednie calki kwadratéw ich moduléw mierza wielko$¢ strumie-
nia kapitalowego przypadajacego na kazdego sprzedajacego i kupujacego. Dla
transakcji z cena ¢ maksymalny mozliwy strumien przeplywoéw kapitalowych
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jest mniejsza z warto$ci mozliwych do wykonania sumarycznych sprzedazy i
zakupow

Inc —Inc

(15 jm@:mm@;émwmwﬂéléwmu@}

i najwigksza warto$¢ osiaga dla ceny c* stanowiacej rozwiazanie réwnania

Inc* —Inc*

(15.7) {alo)r,[Pdg = ¢ |(plo)w"dp.
%é q|9)x,| aq %Z PlP)k| ap

Jesli rozwiazan jest wiecej (jedno istnieje na pewno, gdyz calki w réwnaniu sa
funkcjami ciaglymi), mozemy wybra¢ dowolne z nich.
Rozbicie o* = (kI, k) odpowiadajace najwiekszemu strumieniowi przeply-
wow
j(o*,¢") = max j(o, ")
(e

wyznacza przyrosty dobra &

Inc* —Inec*
(159 L [aoraPaa. — [ 1plonePap
i pieniedzy €
Inc* —Inc*
“dp,

(15.9) — / [(q|d)w: Pdy., 0*/ (Pl )i

u poszczeg6lnych graczy po zakonczeniu rozliczen dotyczacych pojedynczej tu-
ry. Dzieki wlasnoéci (15.7) przyrosty kapitatowe (15.8) i (15.9) beda sie bilan-
sowa¢, wiec przedstawiona gra nalezy do szczegdlnie interesujacej klasy gier o
sumie zerowej, nie wymagajacej zasilania kapitalowego i nie generujacej nad-
wyzek kapitalowych.

Maksymalizowanie obrotu mierzonego dobrem & prowadzi do odmiennej
ceny c* i przeplywoéw. Ta nieuzasadniona asymetri¢ mogliby$my usuna¢ nor-
mujac (osobno po stronie popytu i podazy) strategie graczy, zamieniajac we wzo-

rach (15.5) odpowiednie pierwiastki wyrazeniami Z?kddl i ijSSz , por. [Deu99|
d ‘d EI

(w pracy tej znajdziemy takze wyjasnienie braku konieczno$ci stochastycznej in-
terpretacji prezentowanej tu teorii) oraz wykonujac analogiczne rachunki, tym
razem nie dla strumieni kapitalowych, lecz dla strumieni prawdopodobienstw.
W tym przypadku zalozenie o zwartym nosniku amplitud prawdopodobienstw
staje si¢ zbyteczne. Warto uczyni¢ dygresje, ze owa symetria uzasadnia przed-
stawianie krzywych podazy i popytu w konwencji prawdopodobienstw, a nie
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strumieni kapitalowych. Inny, , bardziej kwantowy” wariant takiego algorytmu,
otrzymamy realizujac transakcje z wagami okreslonymi strumieniami analogicz-
nymi do (15.6), dla wszystkich mozliwych rozbi¢ o i cen c. Takie strumienie
kapitalowe nalezy bilansowa¢ przy nierealizowanych nadwyzkach ofert kup-
na czy sprzedazy. Nowy algorytm moze wylacza¢ gracza z uczestnictwa w
transakcji. Operator transakcji, przypominajacy popularna w teorii pola macierz
rozpraszania [Wei99], bedzie mial wtedy posta¢ T, = I + aq ) ;. @) krlal +
s Y PV kk(p|, edzie ag, s € Ry, a I jest operatorem tozsamo$ciowym na

§4. Rynek instrumentem pomiarowym

W przypadku duzej liczby graczy warto spojrze¢ na dowolna kwantowa
gre rynkowa jako na gre dwuosobowa kupiec |1)); kontra reszta Swiata® (dla
wygody oznaczana dalej skrotem RS). Mozliwo$¢ wprowadzenia efektywnej
strategii RS zalezy takze od postaci algorytmu A (przy dostatecznie duzej licz-
bie uczestnikow gry rynkowej strategia pojedynczego kupca nie powinna mie¢
wplywu na postaé strategii RS). Gdy rozwazamy strategie RS staje si¢ zasadna
jednoczesna wypowiedz o jej stanie popytowym i podazowym, gdyz dla jed-
nych ten syntetyczny gracz jest sprzedawca, rownoczesénie dla innych bedac
kupujacym.

4.1. Ujemne Dla opisu tak rozumianej reakcji rynku, niezaleznej
prawdopodobienstwa od charakterystyki podmiotu podejmujacego z RS
w ekonomii gre rynkowa, wygodnie jest przej$¢ do formalizmu

kwantowej miary gestosci pseudoprawdopodobien-
stwa W (p, q) dpdq na przestrzeni fazowej {(p, q)}, znanej w literaturze pod na-
zwa funkcji Wignera [Tat83]

W(p,q) = hZ;l/ eifi'pe WHIOWITS) gy

} D)
(15.10) o 1) ol
) ih_lqm p+§¢ TPP—E
= hp /Ooe "’ w9

gdzie dodatnia stala hy =27hg jest bezwymiarowym ekonomicznym odpowied-
nikiem stalej Plancka. Przypomnijmy, Ze miara ta nie spelnia (précz pewnych
nizej wymienionych wyjatkéw) warunku dodatniej okreslonosci’.

bten drugi ,gracz” posiada wiele cech wspoélnych z makroskopowym fizycznym instrumen-
tem pomiarowym
"przykladowy wykres funkcji Wignera przedstawiony jest w rozdziale 16 (rysunek 16.7)
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Zgodnie z wykladnia wzoréw (15.3) i (15.4) wykres opisujacej reakcje RS
funkcji’ bedacej calka gestosci pseudoprawdopodobienstwa p(p, q) dp dq, ktéra
w ogblnym przypadku jest przeliczalna mieszaning funkcji Wignera’,

Inc
(15.11) Fy(lnc) == / p(p = constans, q) dq
i wykres funkcji'’

Int
(15.12) Fi(Inc) := / p(p, ¢ = constans) dp

przedstawione jednolicie na dziedzinie Inc, mozemy interpretowac jako domi-
nujace w ekonomicznym opisie rynku odpowiednio krzywe podazy i popytu,
wykreslone zgodnie z konwencja Cournota. Ze wzgledu na pojawianie si¢ ujem-
nych warto$ci funkcji p(p, ¢) dystrybuanty pseudoprawdopodobienstwa Fj i Fj
nie musza by¢ funkcjami monotonicznymi. Podreczniki ekonomii podaja takie
przyklady odstepstw od prawa podazy (podaz pracy), czy od prawa popytu (do-
bra Giffena) [SN89]. Strategie rynkowe, ktorych gestosci prawdopodobiefistwa
p posiadaja ujemne wartosci bedziemy nazywac giffenami.

4.2. Rwantowy efekt Jezeli rynek permanentnie ,mierzy”’ ciagle ta sama
Zenona (np. popytowa (q|v))) strone strategii gracza i zjawi-

sko to jest dostatecznie czeste w skali calego rynku,
to okreslone algorytmem A ceny nie wynikaja z podazowej strony strategii
(p|t) tegoz gracza. Jednak, tak jak w modelu racjonalnego kupca, warunkiem
koniecznym wyznaczenia zysku z gry jest przejécie gracza do stanu (p|y). Gdy,
jednoczesnie u wielu graczy, nastapi taka podazowo-popytowa zmiana ,pomia-
ru” ich strategii, wtedy nie odzwierciedlajace ,odwrotnej strony medalu” ryn-
kowe notowania cenowe ulegna zalamaniu. Powyzszy, oparty na kwantowym
efekcie Zenona [FGM'00], mechanizm tlumaczy zjawisko krachu gieldowego.
Jednak amplitudy strategii (p|y)) sa transformatami Fouriera'' stanéw (g|t),

8w sytuacjach, gdy strategia RS proponuje okreslona cene sprzedazy e?
p(p.a) =3, waWa(p,q), wa 20,3, wy, =1

w okoliczno$ciach, w ktérych RS proponuje okreslona cene kupna e?
Ufunkeje g(p) nazywamy transformatq Fouriera funkcji f(q), edy

g(p) = (2m) "% /jof(q)ei”qdq-

Przeksztalcenie odwrotne ma postaé

oo

flq) = (27T)’%/ g(p)e Pdp.

— 00

Transformacja Fouriera zachowuje zupelno$¢ przestrzeni £2, gdyz

[ is@rda= [T lowra

— 00 — 00
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wiec skutki iloSciowe takiego krachu powinny by¢ prognozowalne. Inny, obra-
zujacy kwantowy efekt Zenona przyktad rynkowy, to stabilizacja cenowa towaru
sprzedawanego przez monopoliste.

§5. Stany czyste graczy rynkowych

Tak jak w klasycznej teorii gier, wszystkie mozliwe strategie gracza tworza
dwa rozlaczne zbiory. Do jednego naleza strategie czyste'’, ktérym w naszym
kwantowym podej$ciu odpowiadaja wektory przestrzeni Hilberta (a wyrazajac
si¢ bardziej starannie: operatory rzutowe na kierunki wyznaczone przez te wek-
tory). Pozostale strategie sa strategiami mieszanymi, stanowiacymi zrandomizo-
wane zespoly strategii czystych. W kwantowym formalizmie reprezentujemy je
wypuklymi kombinacjami operatoréw rzutowych.

5.1. Strategie z Przyjmijmy, ze amplitudy strategii (¢q|1) . (czy (p|t)r),
precyzyjnie okreslona ktore (bedac funkcjami zmiennej ¢) maja nieograni-
cena kupna czone wartodci calek kwadratéw moduléw ((¢|1) s, &
(badz sprzedazy) L?), posiadaja naturalna interpretacje jako bezwa-

runkowe deklaracje gracza k zakupu (czy sprzeda-
zy) dobra & w ilosci edy, (czy si). Tak wiec strategia (¢|v)r = (qla) = d(q,a)
oznacza, w przypadku zakwalifikowania gracza do zbioru {k;}, odmowe kupna
® ponizej ceny ¢ = e* i pelna che¢ zakupu za cene nie mniejsza niz e®. Za$
w przypadku ,pomiaru” w zbiorze {k;} — che¢ sprzedazy & za dowolna ce-
ne. Powyzsza interpretacja zgodna jest z relacjq nieokreslonosci Heisenberga:
var(p) var(q) < 2. Strategie diracowska (dystrybucje delta Diraca) 6(g, a) & £* z
no$nikiem w punkcie ¢ mozemy interpretowac jako granice ciagu strategii gaus-
sowskich 7(p, a,0) € L? z pierwszym momentem w a, ktérych drugi moment o
zmierza do zera'’. Strategie {q|1)s = (qla) (czy (p|v))2 = (p|a)) nie stosuja sie
do opisu RS. Jest tak, gdyz przy spelnionym permanentnie warunku ds, s, >0,
gracz 1 moglby czerpa¢ z gry nieograniczone zyski, wynikajace z gotowosci
gracza 2 do sprzedazy (czy kupna) dobra & za dowolna cene.

Funkcje popytu (15.11) i podazy (15.12) sa prawdopodobienstwami dojScia
do transakcji w grze, w ktorej gracz 1 postuguje si¢ odpowiednio strategia
(p|constans) lub (g|constans), a RS, proponujac ceny, uzywa strategii p. Przy-
pomnijmy, ze w poprzednim rozdziale badali$my skutecznoé¢ strategii (¢|i); =

(tzw. twierdzenie Parsevala), zob. [BF75].
12por. str. 227
13patrz str.187
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(¢| —a) w takiej dwuosobowej grze rynkowej, gdy RS stosuje strategie o kwa-
dracie amplitudy réwnym rozkladowi normalnemu. Maksymalna intensywno$¢
zysku «, jaki w takiej grze moze osiagnac¢ gracz 1, réwna jest 0.27603 czesci
wariancji funkcji rozkladu gracza 2. Oczywiscie analogiczne wlasnosci posiada
strategia (p|¢)1=(p| 0.27603). W takich grach warto$¢ a=0.27063 jest jedynym
(przyciagajacym na calej dziedzinie) punktem stalym dla funkcji intensywnosci
zysku, co moze thumaczy¢ powszechnosé¢ rynkoéw, na ktérych pojedynczy klient,
zastajac oferte¢ cenowa, podejmuje decyzje o zawarciu transakcji. Czyzby wiec
za tak dla nas naturalne zjawisko odpowiedzialne byly mechanizmy kwantowe?

5.2. Strategie W matematyce finansowej pierwsze momenty zmiennych loso-
adiabatyczne wych pi ¢ mierza oczekiwany zysk odniesiony na pojedyncze;j

transakcji, za$ drugie momenty — transakcyjne ryzyko [EG98|.
Dlatego obserwable'

(Pk - pko)2 mWQ(Qk - %0)2
+
2m 2

(15.13) H(Pr, Q) :=

(gdzie pyo = ’“%pr‘w b2 E(pg), qro == %, w = 2T) nazwiemy operato-

rem sklonnoéci gracza k do ryzyka (dokladniej: intensywnosci skltonnoéci gra-
cza do ryzyka, patrz rozdzial 14). Wielko$¢ 6 jest charakterystycznym czasem
transakcji, opisanym w modelu racjonalnego kupca. Parametr m > 0 mierzy
asymetri¢ ponoszonego przez gracza ryzyka w transakcjach kupna i sprzedazy.
Uwzglednienie pelnej analogii z operatorem energii kwantowego oscylatora har-
monicznego [BF75| pozwala, w oparciu o ten model, scharakteryzowac¢ niektore
wlasnosci kwantowych gier rynkowych. Tak m.in. mozemy zinterpretowaé wy-
stepujaca w formalizmie gier kwantowych stala hg. Jest ona rowna minimalnej
wartoéci sklonnosci gracza do ryzyka. Wynika to choéby z przedstawienia jej w
postaci iloczynu najmniejszej warto$ci wlasnej operatora H (Py, Q) i liczby 2 6.
W tym mle]scu nalezy zaznaczyc, ze wielko$¢ 2 6 jest najmniejszym interwalem
czasowym'’, w jakim ma sens mierzenie zysku gracza.

Operator sklonnosci gracza do ryzyka jest przemienny z transformacja Fo-
uriera, wigc transformacja ta nie wplywa na pomiar ryzyka strategii gracza —
ryzyko zwiazane z poczynaniami rynkowymi gracza jest jednakowe, niezaleznie
od tego, czy zajmuje on pozycje po stronie popytu (tj. w reprezentacji {(q|y);), czy
po stronie podazy (w reprezentacji (p|1);). Ryzyko strategii diracowskiej'* jest
nieskonczone(!). Ta podazowo-popytowa jednolito$¢ definicji ryzyka, gdy cha-

rakteryzuje ono gracza, a nie odrebnie jego techniki kupowania i sprzedawania,

My algebrze operatoréw dzialajacych na H mnozenie operatoréw definiujemy jako ich
zsymetryzowane (wiec zapewniajace hermitowskoé¢) sktadanie (patrz str.151), czyli np. P? :=
PoP

1520b. rozdz. 14

16czyli takiej, ktorej miara gesto$¢ prawdopodobienstwa w reprezentacji podazowej, badz
popytowej wyraza sie delta Diraca
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stanowi unikalna cechg teorii kwantowej i jest argumentem przemawiajacym za
jej stosowaniem.

Strategie graczy charakteryzujace si¢ ustalona wartoécia ryzyka sa wek-
torami wlasnymi operatora H(Py, Q). Procz stanu podstawowego oscylatora,
wszystkie strategie adiabatyczne

H Py, Qr)|1p) = constans |1))

sa giffenami [Tat83]. Moze przyszle badania, prowadzone w ramach gier kwan-
towych, pozwola rozpozna¢ sytuacje, w ktoérych obecnosé na rynku takich gif-
fenéw jest dla tegoz rynku strategia optymalna.

5.3. Skorelowane Skorelowane strategie koherentne to wektory wlasne
strategie koherentne dwuparametrowego operatora anihilacji C;, [DRM80|

1 18

Cr(r, ::—<1+7>Q + Py,

k(r,m) oy N kT U

gdzie r jest wspoélczynnikiem korelacji » € [—1,1], n > 0. W strategiach tych
operacje kupna Q) i sprzedazy P, sa skorelowane, a iloczyn ich dyspersiji,
spelniajacy zasade nieoznaczonoéci Heisenberga

h
Dy DgV1—12 > ?E

osigga warto§¢ minimalna. Operator anihilacji C;, i jego wektory wlasne mo-

. 7 . s s . __ hg _ n . . .
zemy sparametryzowac wielkoSciami A,= 50 Dg= i 1T Funkcja Wignera

skorelowanej strategii koherentnej ma posta¢ gaussowska:

_ 1 ((pfz;o)QJr?T(p*po)(q*qo) (g—ap

)2
W(p, q) dp dq = W e 2(1—r2) a2 Aphg Ag )dp dq

Strategie te nie sg wiec giffenami. Mozna pokazaé'’, ze tworza one zbior wszyst-
kich strategii czystych, posiadajacych dodatnio okreslona funkcje Wignera. Czy-
li nie bedace giffenami strategie czyste musza byc¢ reprezentowane na przestrze-
ni fazowej {(p, q)} rozkladami gaussowskimi.

§ 6. Stany mieszane, strategie termiczne

Zgodnie z ideami teorii gier [vINM53], spopularyzowanymi przez jednego z
twoércow teori kwantéow [vIN32|, Johna von Neumanna, najszerszy wybor stra-
tegii otrzymamy rozwazajac stany mieszane p(p,q). Wéréd tych strategii na
szczegOlna uwage zasluguja strategie termiczne, tj. takie, ktore definiuje ich sta-
ta sklonnoé¢ do ryzyka E(H (P, Q)) = constans, przy maksymalnej ich entropii.

"patrz twierdzenie Hudsona [Hud74]
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Miara Wignera n-tego stanu wzbudzonego oscylatora kwantowego ma po-
sta¢ [Tat83]

2H (p,
)n (r,9)

(;%E e hpw Ln(4H(pq)dpdq,

(15.14) W (p, q)dpdq =

gdzie L, jest n-tym wielomianem Laguerre’a. Stan mieszany pz, wyznaczony
miarami Wignera W,,dpdq stan6w oscylatora kwantowego wazonych rozkladem

Gibbsa w, () := % , ma postaé
k=0

ps(p, q)dpdq = Z wn (B)Wa(p, q)dpdq =
(15.15) !

T 2m dpdq )

r=52s th(ﬂhE“>

jest wigc dwuwymiarowym rozkladem normalnym. Latwo to dostrzec wiedzac,
Ze wyrazenie

(15.16) et 1= ZL

stanowi funkcje tworzaca dla wielomianéw Laguerre’a. Wydaje sig, ze rozkla-
dy (15.15) powinne wyznacza¢ ksztalt krzywych podazy i popytu rynkéw w
rownowadze gospodarczej. Na zréownowazonym rynku nie zaobserwujemy gif-
fenow. Interesujace byloby badanie temperatur takich rynkéw. W odroéznieniu
od wprowadzonych w rozdziale 5 temperatur graczy rynkowych, bedacych
mnoznikami Lagrange’a mierzacymi jako§¢ osiagalnych przez graczy zyskow,
temperatury zwiazane z ryzykiem przyjmuja jedynie nieujemne wartoéci. Sto-
sujac formalizm calek po trajektoriach ¢=¢q(3) (czy p=p(5)) [Fey80| uzyskamy
dla hamiltonianu (15.13) réwnowagowy, kwantowy analogon modelu Bachelie-
ra dyfuzji logarytmu ceny akcji, uzupelniony stosowna formuta Blacka-Scholesa
wyceny opcji europejskiej [Hul97|. Specyficzny wariant takiego opisu rynku
kwantowego, nawiazujacy do taktyk graczy rynkowych, odnajdziemy w roz-
dziale 17.

Zgodnie z analogiami termodynamicznymi, zachowanie rynku znajdujacego
sie¢ w rownowadze powinna opisywac sparametryzowana temperaturg 7=~
strategia gaussowska, zwana dalej strategia RS'®. Jesli na takim rynku pojawi
sie gracz stosujacy strategie [¢);) o mniejszej niz rynek wariancji (temperatu-
rze) to, poslugujac sie taktyka racjonalnego kupca'’, moze on nieprzerwanie
przejmowac kapital z rynku. Sytuacja taka trwac¢ bedzie dopoéty, dopdki ry-
nek sam sie nie schlodzi, tj. nie zmniejszy wariancji (ryzyka) wlasnej strategii.
Rywalizacja jest wigc mechanizmem powodujacym przeplywy ryzyka, ktory

Bphatrz §4 rozdz. 18
Yoméwionym w rozdziale 14
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pozwala wyjasnia¢ proces dochodzenia rynku do réwnowagi termodynamicz-
nej. Cieplejszy rynek dziala destrukcyjnie na chlodniejszych od siebie kupcow
(zwiekszaja wariancje wlasnych strategii przy poszukiwaniu maksimum zysku),
za$ oni wplywaja na zmniejszenie wielkosci nieoznaczonosci rynkowej ceny.
Takie wyréwnywanie si¢ temperatur uczestnikow gry rynkowej zbliza ich do
nowego stanu réwnowagi.

§ 7. Rynek rozliczany komputerem kwantowym

7. goéry nie znajacy strategii graczy algorytm .4, prowadzacy rachunki w
ramach osrodkowych przestrzeni Hj, musi arbitralnie narzuca¢ w nich postaé
bazy. Wtedy ciagi reprezentujace amplitudy strategii graczy moga by¢ dowol-
nie dlugie, a wigc algorytméw A nalezy poszukiwaé¢ w klasie NP (algorytmy
sprawdzajace poprawnos$¢ przeprowadzonych rachunkéw z naturalnych wzgle-
déw winny mie¢ wielomianowa zlozonosc¢). Z tej przyczyny powstanie nowych
rynkoéw, dokonujacych szybkich rozliczen opartych na formalizmie kwantowym,
stanie si¢ realne dopiero w ramach technologii obliczen kwantowych. Moze
taki arbitraz rynkowy, prowadzony za pomoca komputera kwantowego®, jest
wykonywalny jedynie przy jednoznacznej odpowiednio$ci pomiedzy stala h a
jej ekonomicznym odpowiednikiem? Koncepcje Rogera Penrose’a [Pen00] do-
tyczace mechanizmu myslenia uzasadniaja poszukiwanie nowych fizycznych(!)
zjawisk kwantowych (np. giffenéw) na rynkach gospodarczych, gdzie algoryt-
my A oparte sa obecnie na regutach nieobliczeniowych. Czy zeznania kapitana
Roberta Giffena przed brytyjskim parlamentem”' (lata czterdzieste XIX wieku)
byly pierwszym w historii opisem fenomenu kwantowego? Rynkowy mecha-
nizm wymiany stal si¢ inspiracja sformulowania transakcyjnej interpretacji me-
chaniki kwantowej [Cra86]. Dlaczego powszechnie akceptowany przez fizykow
uniwersalizm teorii kwantowej nie sklania ich do poszukiwan jej Sladow wsérod
zjawisk spolecznych?

20,6b. [Miloo]
2z0b. [Sti47|



Rozdzial 16
( Interferencja strategii rynkowych

§ 1. Taktyki zmieniajqce popyt

W rozdziale 15 zostala przedstawiona teoria kwantowa, ktéra odniesiona
do rynku wyjasnia m.in. mechanizm dochodzenia do réwnowagi, czy wskazuje
przyczyny gwaltownych zmian cen rynkowych. Strategie graczy zawierajacych
transakcje reprezentowane sa amplitudami prawdopodobienstwa. Dystrybuanty-
calki kwadratéow moduléw tych amplitud maja naturalna interpretacj¢ krzy-
wych podazy, czy popytu. Taki obraz rynku powinnidmy uzupeié jego dy-
namika, okres$lona taktykami graczy, czyli unitarnymi operacjami na przestrze-
ni Hilberta strategii (g|¢)) € L?, ktorymi gracze modyfikuja swoje sposoby za-
chowan rynkowych. Podstawowa taktyka jest tu transformacja Fouriera', ktéra
amplitude-strategie podazowa przeksztalca w strategie popytu i vice versa. In-
ne taktyki pozwalaja modyfikowac¢ popyt gracza. Sposrod nich interesowaé nas
beda tylko te, ktore dotycza superpozycji strategii, z ktérych kazda z osob-
na posiada niezmieniony obraz podazowo-popytowy, jednak pelna ich super-
pozycja prowadzi do nowego stanu czystego, ktérego nie sposodb zredukowac
do wypuklej kompozycji skladnikow. Jest to specyficzny efekt kwantowy, nie-
uwzglednialny przez klasyczny rachunek prawdopodobienstwa. Pojawia si¢ on,
gdy stany-komponenty superpozycji nie sa ortogonalne, czyli nie odpowiadaja
zadnym parom strategii gracza klasycznego.

Taktyka nie wplywajaca na podaz’ jest liniowa operacja przesuniecia popytu
o warto$¢ A’

(16.1) Dalqly) = (¢ — AlY) .

1patrz przypis na str. 233

2komutuj:—;(:q z operatorem P

3dla potrzeb tego rozdzialu zrezygnujemy w definicjach (15.1) i (15.2) zmiennych q i p z
odpowiednich przesunie¢ tych parametréw o wartoé¢ oczekiwana logarytmu ceny E(In ¢), ktére
i tak nie ma znaczenia w sytuacjach, gdy rozwazamy potem zmienna losowa q-+p

239
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Warto zauwazy¢, ze, w aspekcie podazowym, skutkuje ona jedynie zmiana fazy
strategii-transformaty Fouriera (p|t)) — ¢z 27 (p|¢)), wiec nie ma wplywu na
ksztalt krzywej podazy gracza. Rwantowomechaniczny formalizm umozliwia
opis gry rynkowej prowadzonej za pomoca rodziny taktyk*

Da (&0, 61) = &L + &1Da,

gdzie pary (&, &) sa jednorodnymi zespolonymi wspolrzednymi rzutowymi
punktéw na sferze Riemanna® S, ~ CP! ~ C, a T = D, jest odwzorowaniem
tozsamo$ciowym. Bieguny (1,0) i (0, 1) odpowiadaja kolejno odwzorowaniu toz-
samoSciowemu samej wyjsciowe;j strategii-wzorca oraz przesuni¢ciom jej powie-
lonego egzemplarza. Nie lezace na biegunach punkty sfery S? parametryzuja
wszystkie mozliwe superpozycje dwoch egzemplarzy wyjéciowe;j strategii. W tej
grupie skladanie taktyk transformujacych wyj$ciowa strategie (¢|v)) definiujemy
nastepujaco:

Dar(€p,€1) © Dan (€5, €1) = Dargar(§ - &6, 61 - 1) -

Operacja ta jest przemienna. Przejécie ze stanu opisywanego pojedynczym roz-
kladem normalnym do superpozycji takich strategii nie jest operacja unitarna,
jednak taktyki Da(& # 0,& # 0) manipulujace wspolczynnikami utworzone;j
superpozycji, czy szerokoscia A rozstawienia jej gaussowskich skladnikow sa
unitarne, warto wiec zamiast taktyk D(1,0) i Da(1,0) rozwazac ciagi transfor-
macji strategii zbiezne w granicy do tych biegunéw. W ramach rodziny taktyk
{Da (&0, 1) Yeo 120 Przesledzimy proces zmiany popytu (i odpowiadajacej mu po-
dazy), w ktérym pojawiaja sie efekty interferencji strategii. Przedstawiaja one
zachowania gracza odbiegajace od standardu wyznaczonego prawem popytu.
Rozne strategie rynkowe mozemy utozsamiaC z zachowaniami gracza odno-
$nie ceny danego dobra, wystepujacymi przy odmiennych stanach jego wiedzy,
czy podswiadomosci. Wtedy superponowanie strategii mozemy interpretowac
jako pojawienie si¢ réoznego typu wzajemnych sprzezen pomiedzy wystepujacy-
mi jednocze$nie zespolami odmiennych stanéw gracza. Czesto podczas zmiany
naszych pogladéw i charakterystycznych zachowan stare i nowe stany naszej
ewoluujacej osobowosci koegzystuja ze soba w roéznego rodzaju relacjach. Gdy
brak jest owej koegzystencii, to takie schizofreniczne stany prowadza do zacho-
wan spolecznie nieskutecznych.

*dbalosé o unitarno$¢ odwzorowania nakazuje unormowanie jego wartosci, jednak wymoég
ten bedzie spelniony, gdy nie zapomnimy o wlasciwym unormowaniu krzywych popytu, czy
podazy

Sszerszy opis tej struktury matematycznej czytelnik odnajdzie na poczatku kolejnego roz-
dzialu, z ta roznica, ze tam bieguny sfery odpowiadaja stanom ortogonalnym, za$ tu odnosza
sie do strategii z L?, ktérych iloczyn skalarny jest rézny od zera
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§ 2. Efekty taktyki Da(&,&1) dla strategii gaussowskiej

Interesuje nas gracz uczestniczacy w grze opisywalnej teoria kwantowa, kto-
ra polega na kupnie (badz sprzedazy) ustalonego dobra rynkowego. Zajmiemy
si¢ jego czystymi strategiami adiabatycznymi. Takie ograniczenie usprawiedli-
wia fakt, iz w rzeczywistoéci rynkowej sktonnoé¢ do ryzyka zdaje si¢ stanowic
ceche charakteru gracza, wiec dla pojedynczego uczestnika rynku jest ona sta-
la na znacznych przedzialach czasowych. Gracz dysponuje wiec gaussowska
strategia-wzorcem, ktoéra wyraza si¢ pierwiastkiem standaryzowanego rozkla-

2

du normalnego (g|¢), := e~ T, okreslonego na dziedzinie stanowiacej loga-

7=
rytm ceny, powyzej ktérej gracz rezygnuje z nabycia oferowanego mu dobra”.
Istniejaca dowolno$¢ wyboru tak jednostki pieni¢znej, jak i podstawy logarytmu
pozwala przyja¢, ze pierwsze dwa momenty rozkladu |(g|¢),|? sa rowne kolejno
¢o=01i o =1. Przypomnijmy tu (patrz rozdzial 14) ze strategia gaussowska jest w
teorii kwantowej jedyna strategia, ktora spelnia prawa popytu i podazy. Niech
nasz gracz operuje taktyka nalezaca do rodziny {Da(z) := Da(&o,&1)}. Skra-
cajac notacje przyjmiemy opis punktéow sfery Riemanna przy pomocy rzutowej
wspolrzednej niejednorodne;j =2 € C. W wyniku zastosowania taktyki Da(z)
strategia gaussowska zostaje zastapiona strategia, bedaca superpozycja strategii

gaussowskich

[

2 (=5)?2

q a —
4 4+ ze 4

e 4+ — e

Na kolejnych rysunkach poréwnamy popyt gracza wyrazajacy si¢ gestoscia
prawdopodobienstwa |Da(z){g|v),]* z gestoscia’
1 1 2 |22 a2

(16.2) \/%(1+|z|2e R A ).

z jaka mieliby$my do czynienia w sytuacji teorii klasycznej, ktéra powinna trak-
towac rozsuniete strategie gaussowskie jako mieszaning stanéw ortogonalnych i
w ten sposob pomija¢ efekty interferencji. Dla arg(z) =0 w wyniku interferencji
obserwujemy najwigksze zlanie si¢ dwoch krzywych gaussowskich, ktore poza
tym ulegaja pewnemu wzajemnemu przyciaganiu. Rysunek 16.1 ilustruje ta sytu-
acje dla A=31 2=0.9. Dla unaocznienia skali efektéw kwantowych odpowied-
nia suma dwoéch strategii gaussowskich pozbawiona skladnika interferencyjne-
go (16.2) na tym i na nastepnych rysunkach przedstawiona jest krzywa przery-
wana. Skrajnym przeciwienstwem tego przykladu jest sytuacja, gdy arg(z) =.
Obrazuje ja rysunek 16.2. Teraz, jedynie po zmianie fazy parametru z, dzwony

bczyli logarytm ceny rezygnacii, patrz str. 216
“w teorii kwantowej taki typ gestosci wystepuje w przypadkach taktyk Da(2), dla ktorych

z jest liczba urojona (arg(z) = £7)
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Rysunek 16.1. Ronstruktywna interferencja dwoch strategii gaus-
sowskich bedacych efektem taktyki D3(0.9). Rrzywa przerywana
odpowiada taktyce Ds(£0.9i).

Rysunek 16.2. Destruktywna interferencja dwoéch strategii gaus-
sowskich dla taktyki D3(—0.9). Krzywa przerywana odpowiada
taktyce D5(+0.9i).

pochodzace od superpozycji krzywych Gaussa sa w pelni odseparowane. Inter-
ferencja jest takze przyczyna ich wzajemnego odpychania. Wplyw interferenciji
nasila si¢, jezeli zmniejszymy rozstep pomiedzy gaussowskimi komponentami.
Rysunek 16.3 przedstawia taka sytuacje, gdy krzywe Gaussa o bardziej niz po-
przednio zblizonych wysokoéciach (z=—+/0.9) praktycznie nachodza na siebie
(A=0.2). Mimo to destruktywna interferencja doskonale uwydatnia réznicujace
je cechy. Rrzywe calkowe rozkladéw gestosci prawdopodobienstwa z rysunku
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Rysunek 16.3. Destruktywna interferencja ,rozpychajaca” dwie
nachodzace na siebie strategie gaussowskie o zblizonej wysokosci

- taktyka Dy2(—+v/0.9). KRrzywa przerywana odpowiada taktyce
Do(£1/0.91).

16.3 (czyli dystrybuanty, jesli uwzgledni¢ dziedzine w odwrotnym porzadku)
przedstawia rysunek 16.4. Zgodnie z zamieszczona w rozdziale 15 rynkowa
interpretacja kwantowej teorii obrazuja one wplyw efektow kwantowych (inter-
ferencyjnych) na ksztalt krzywej popytu wyznaczonej dla taktyki Dgo(—+/0.9).

-3 2 1 1 2 3 4

Rysunek 16.4. Zmiana krzywej podazy spowodowana kwanto-
wym efektem interferencyjnym z rysunku 16.3.
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§ 3. Transformacja Fouriera obrazéw taktyk Da(z)

Analizowali$my popyt wynikajacy ze strategii, ktéra w reprezentacji popy-
towej jest superpozycja strategii gaussowskich. Charakterystyka strategii przy
pomocy kwadratow moduléw amplitud prawdopodobienstwa, a nie samych
amplitud, jest niekompletna. Dlatego warto dopelni¢ ja opisem tej samej stra-
tegii, lecz w odniesieniu do jej aspektu podazowego. Prezentowany w biezacej
cze$ci ksiazki kwantowy opis rynku wymaga postrzegania kupca (gracza) ja-
ko podmiotu rynkowego, ktéry zgodnie z reprezentacja popytowa (q|¢)) swojej
strategii 1)) nabywa okres$lone dobro i konsumujac je (lub przetwarzajac, badz
pozostawiajac je nieprzetworzonym), osiaga uzyteczno$¢ (czy zysk) okreslony
operatorem Q + P. Nie Q, lecz dopiero ta obserwabla jest niezalezna od wy-
boru jednostki pieni¢znej, mierzacej cene transakcyjnego dobra. Gesto$¢ miary
prawdopodobienstwa podazowej zmiennej losowej p wyznacza kwadrat mo-
dulu reprezentacji podazowej (p|i)) tej samej strategii |¢)), w oparciu o ktéra
dobro zostalo nabyte! Strategia |¢))" wyraza wiec pelny stosunek gracza do
rynku. Niezalezne traktowanie aspektéow podazowych i popytowych zachowan
wystepujacych na rynku jest niezgodne z opisem kwantowym. Co si¢ tyczy
efektu interferencii, to taktyki D (z) nie sa przemienne z transformacja Fourie-
ra, nie jest wiec obojetne w ktérym z obrazéw - podazowym, czy popytowym
- gracz wykonuje superpozycje strategii. Gestos¢ prawdopodobienstwa podazy
dla strategii bedacych superpozycja popytowa strategii gaussowskich przy czte-
rech roznych warto$ciach ich wzglednej fazy, czyli kata arg(z), ilustruja rysunki
16.6 i 16.5. W przypadku gracza-posrednika handlowego pochodna dystrybu-
anty mozemy interpretowac jako intensywno$¢ sygnalu sprzedazy, ktéry gracz
kieruje w strone rynku, gdy zamierza zbyé¢ zakupione weczesniej dobro’. Za-
uwazamy, ze manipulowanie faza pozwala na zréznicowany wybér zachowan
kupieckich, cechujacych podazowy aspekt taktyk Da(z). Taktyka z arg(z) =0
posiada wyraznie zlokalizowany sygnal sprzedazy (rys. 16.5), w przeciwienstwie
do dwoch rownorzednych maksimoéw sygnalu sprzedazy taktyki z arg(z) = 7.
Dla arg(z) = 37 (rys. 16.5) wraz z maleniem ceny'’ sygnal kupna wpierw po-
jawia si¢ dos¢ ostroznie, by po dalszym spadku wystapi¢ po raz drugi, tym

1

razem juz bardziej zdecydowanie. Odwrotna sytuacja zachodzi dla arg(z) = 57

(rys. 16.6). Zwré¢émy tu uwage, ze dopiero pomiar dotyczacy zmiennej losowej
p pozwala rozroznic strategie Ds(i) i D3(—i).

8reprezentowana funkcja (g|¢)) lub jej transformata (p|t))

dora rynkowa roézni sie nieco w zaleznoéci od tego, czy gracz zglasza che¢ kupna, czy ak-
ceptuje napotkana cene dobra - analizie tego zagadnienia poSwiecone beda nastepne rozdzialy
ksigzki

102mienna p zostala tak dobrana, ze maleje wraz ze wzrostem jednostkowej ceny dobra,
str. 227
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1.

Rysunek 16.5. Gesto$¢ prawdopodobienstwa dla transformat Fo-
uriera obrazéw taktyk Ds(1) (krzywa ciagla) i D3(—i) (krzywa

przerywana).
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Rysunek 16.6. Gestos¢ prawdopodobienstwa dla transformat Fo-
uriera obrazéw taktyk Ds(—1) (krzywa ciagla) i Ds(i) (krzywa
przerywana).

§4. Popyt warunkowy

Interesujace jest badanie roznych aspektow strategii wykorzystujace ich przed-
stawienie na dziedzinie przestrzeni fazowej'' {p, ¢} przy pomocy wprowadzonej

llpatrz str. 232
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w rozdziale 15 funkcji Wignera. Dla okre$lonego stanu czystego |¢) ta funkcje
gestosci pseudoprawdopodobienstwa wyliczamy przy pomocy formuly (15.10).
Rysunek 16.7 to wykres funkcji Wignera, przedstawiajacy zachowania gracza
operujacego taktyka rynkowa Dy »(—+/0.9). Dolek na wykresie o ksztalcie asy-

Rysunek 16.7. Wykres funkcji Wignera dla taktyki Dy o(—+/0.9).

metrycznego krateru opada ponizej wartosci 0, co jakosciowo rézni funkcje
Wignera od rozkladéw gestoéci podazy-popytu dla modeli sformulowanych
w ramach klasycznego rachunku prawdopodobienstwa, gdzie miara prawdo-
podobienstwa musi zosta¢ dodatnio okreslona. Przekro6j powierzchni wykresu
plaszczyzna p=constans obrazuje gestos¢ prawdopodobienstwa warunkowego,
stanowiacego miare prawdopodobienstwa dla ceny rezygnaciji gracza kupuja-
cego w sytuacjach, gdy jego cena'’ rezygnacji przy sprzedazy tego dobra jest
stala. Przekroje przechodzace przez ujemne wartosci funkcji Wignera sa charak-
terystyczne dla sytuacji strategii-giffenéw. Odpowiednie calki z tych krzywych
przedstawiaja w pelni racjonalne sytuacje, w ktérych popyt (czy podaz) prze-
staje by¢ funkcja monotoniczna. Przyklad takiej reakcji gracza (moze by¢ nim
reszta $wiata) obrazuje rysunek 16.8. Paradoks braku wlasnoéci monotonicz-
no$ci krzywej popytu (czy podazy) okazuje sie tu jedynie konsekwencja checi
odpowiedzi na pytania zwiazane z prawdopodobienstwem warunkowym, doty-
czacym dowolnej strategii niegaussowskiej. W tym kontekscie warto zadac sobie
pytanie, czy legendarny kapitan Giffen, obserwujac sprzeczna z prawem popy-
tu anomalie rynkowa, zarejestrowal zaskakujacy (cho¢ posiadajacy wyjasnienie)

2y przypadku konsumenta powinni$my moéwi¢ raczej o uzytecznosci, a nie o cenie
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-3 -1 0 1 2 3

Rysunek 16.8. Niemonotoniczny popyt warunkowy dla taktyki
Dy.o(—v0.9) (krzywa calkowa przekroju powierzchni z rysunku
16.7 plaszczyzna p = 0.4[22]).

popyt, ktéry zmalal po spadku ceny, czy jedynie uchwycil zmiane pomiedzy
dwoma standardowymi'’ krzywymi popytu, ktéra zachodzila na rynku przy de-
struktywnej interferencji, bedacej efektem ostroznej transformaciji popytu, cha-
rakterystycznej dla roztropnego (wiec racjonalnie dzialajacego), lecz ubogiego
konsumenta. Autor sklania si¢ ku tej ostatniej odpowiedzi. Ma ona przewage
dzieki swej wiekszej falsyfikowalnosci [Pop77], bedacej konsekwencja precyzyj-
nie wyznaczonej przez teori¢ kwantowa ilosciowej predykcji odnosnie takiego
zjawiska.

Wyzej scharakteryzowany zostal przypadek niemonotonicznego warunko-
wego popytu dla interferujacych strategii gaussowskich. Przypomnijmy, ze ce-
cha ta jest wladciwa wszystkim strategiom niegaussowskim. Dlatego waznym
wydaje si¢ poszukiwanie warunkéw gry rynkowej, w ktoérych strategie opi-
sane rozkladami normalnymi nie prowadza do maksymalizacji wartoSci na-
tezenia zysku. Moga one wyjasni¢ okolicznosci, w ktérych natykamy si¢ na
strategie-giffeny. Uwazny czytelnik z pewnoscia dostrzegl procz niemonoto-
niczno$ci inna paradoksalna ceche krzywych calkowych niektérych przekro-
jow wykreséw funkcji Wignera. Posiadaja one globalne maksima dla skonczo-

nych wartoéci parametru ¢ = @uax (np. dla powierzchni z rys. 16.7, z prze-
ciwng orientacja osi p). Oznacza to, Ze istnieje niezerowa cena dobra e™ +

ponizej ktorej gracz bezpowrotnie traci duze zainteresowanie jego kupnem.

Bzg0dnymi z prawem popytu
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Na przyklad w kaprysnym Swiecie mody cze-
sto obserwujemy tego typu zachowania ryn-
kowe, znaja je takze dobrze posiadacze ak-
cji Smieciowych. Przyklad takiej krzywej wa-
runkowego popytu przedstawia rysunek 16.9.
Gdyby, przy nie zmieniajacej si¢ taktyce gra-
cza, spadla odpowiednio jego ocena uzytecz-
nosci dobra, a co za tym idzie, ulegla zmianie
warto§¢ parametru p, to nowy przekroj bylby Sh &
pozbawiony tej anomalii. To ciagle podtrzymywane zwodnicze nadzieje co do
wartosci cenowej dobra zachowuja ta, tylko z pozoru sprzeczna z oczekiwania-
mi sytuacje popytowsa.

Obydwa rozwazane w tym paragrafie zjawiska odstepstwa od prawa popytu

Rysunek 16.9. Niemonotoniczny popyt warunkowy z maksimum
dla niezerowej wartosci ceny. Taktyka Dyo(—0.972) (krzywa cal-
kowa przekroju powierzchni z rysunku 16.7 plaszczyzna p =
—0.2[%2])

(jak i inne paradoksalne wlasno$ci) znikaja, jesli przekroje wycalkowac po pa-
rametrze p. Uzyskana w ten sposéb bezwarunkowa dystrybuanta popytu, bedac
calka kwadratu modulu funkcji (¢|¢), spelnia juz wlasciwe jej prawo.
Powyzsze rozwazania wykazaly, ze superpozycja elementarnych strategii
kwantowych posiada wlasnosci znane z obserwacji rynku. Modelowanie takich
zachowan w ramach tradycyjnego rachunku prawdopodobienstwa bytoby nie-
mozliwe z tych samych powodéw, dla ktérych fizycy kiedy$ zmuszeni zostali
do odrzucenia klasycznego obrazu $wiata. W takim kontekscie wydaje si¢ oczy-
wiste, ze np. projektanci software’u, automatycznie obslugujacego wspolczesne
rynki kapitalowe, predzej, czy pozniej stana przed koniecznoécia skorzystania z
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kwantowych modeli gier rynkowych. Warto wigc uczyni¢ kilka uwag odnoénie
unikalnej skutecznosci, jaka cechuje taktyki kwantowe.

§5. Samouzgadniajqca sie taktyki nieliniowe

W rozdziale 14 analizowaliSmy nieliniowaq taktyke Dp () operujaca na dira-
cowskiej strategii, ktéra mozemy postrzegac jako granice strategii gaussowskich
dla ¢ — 0. Dzigki unikalnej wlasnosci, ujetej na stronie 219 w tezie twierdze-
nia o punkcie stalym, okazala si¢ ona metoda maksymalizacji Zysku w grze
rynkowej, w ktérej reszta Swiata, znajdujaca sie w polaryzacji'* zmuszajacej
do przedstawiania ofert cenowych, przyjmuje pasywna taktyke Z na wlasnej
strategii gaussowskiej. Taktyka Dp ;) wymaga pomiaru $redniej F(q), wiec nie
mozna jej stosowa¢ w pojedynczej grze. Jednakze w sekwencji jednakowych
gier, gdy partner zachowuje si¢ pasywnie, potrafimy na podstawie minionych
potyczek aproksymowaé parametr E(q), by w kolejnej przesunaé¢ nasza cene
rezygnacji do tej wartoSci. Tak rozumiana taktyka Dg ) jest wtedy unitarna,
i jako operacja kwantowa gwarantuje nam warunki poufnoéci'’. Wspomniane
twierdzenie o punkcie stalym zaklada dodatnio okreslona miare prawdopodo-
bienstwa zadana taktyka przeciwnika. Mozliwe, ze gdy pasywny z koniecznosci
przeciwnik (np. reszta Swiata nie moze reagowac na niewygodne dla niej za-
chowania jedynie pojedynczego, malego uczestnika rynku) wybierze strategie-
giffen, to taktyka Dp(, utraci walor najwyzszej zyskownosci. Powijaki w jakich
znajduje si¢, na obecnym, wstepnym etapie, rozwodj komputeréw kwantowych
nie przeszkadzaja juz dzi$ symulowa¢ odpowiednie przebiegi rozgrywek kwan-
towych na tradycyjnych komputerach. W takich sytuacjach poslugiwanie si¢
najprostszymi taktykami kwantowymi, podobnymi do tu przedstawionych, po-
winno przynie$ jakoSciowo zupelnie nowe efekty. Taktyki te sa znacznie bogat-
sze od malo przypominajacych zywe, ludzkie zachowania rynkowe, klasycznych
algorytméw kupna-sprzedazy, ktére zmonopolizowaly obecny rynek automa-
tycznie obslugiwanych transakcji. Moglyby one juz dzi§ operowac¢ na rynkach
kapitalowych, gdyby powstaly kwantowo zarzadzane i rozliczane fundusze po-
wiernicze. Nic nie stoi takze na przeszkodzie, by dla chetnych pojawily sie
nowe rynki, na ktéorych wszystkie strony transakcji moglyby sie postugiwac
taktykami kwantowymi. Fizyczne modele kwantowe oferuja rozwiazania wyjat-
kowo stabilne w poréwnaniu z ich odpowiednikami klasycznymi [Deu98|. Moze
wiec kwantowe rynki zabezpiecza przyszle spoleczenstwo przed negatywnymi

14patrz str. 264
lE’jakikolwiek intruz musi spelnia¢ wlasnos¢ klasycznego przyrzadu pomiarowego, dyspo-
nuje wiec jedynie nieunitarnymi $rodkami ingerencji
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konsekwencjami glebokich wahnie¢ cenowych, ktére charakteryzuja obecna
gospodarke.

Dla potrzeb sytuacji, gdy zasady funkcjonowania rynku pozwalaja analizo-
wac zachowania potencjalnych partneréw transakcji, nalezaloby zbada¢ gre z
przeciwnikiem, ktérego taktyka reaguje na nasze zmiany strategii. Takie gry po-
siadaja termodynamiczne analogie i pozwalaja opisywac¢ procesy dochodzenia
do réwnowagi rynkowe;j'’. Ze wzgledu na obszerno$¢ tematu analiza konku-
rencyjnych taktyk rynkowych wykracza poza ramy tej czesci ksiazki, ktora jest
jedynie zarysem obszernej tematyki rynkowych gier kwantowych.

Gdy gracz dysponuje dwoma strategiami czystymi [1g) i |1;), wtedy w teorii
klasycznej zbior strategii, w ktérym (zmierzajac od |1y) do |1);)) moze on w spo-
sob ciagly dokonywacé zmian, jest tylko jeden. To jednowymiarowy zbidr strate-
gii mieszanych, bedacy ztaczem wypuklym'’, rozpietym przez punkty |1g) i [¢1).
W poréwnaniu z tym teoria kwantowa oferuje mu niezwykle bogate mozliwo-
Sci. Stoi on przed wyborem dowolnej krzywej ciaglej sposrod Sciezek taczacych
bieguny sfery S,. Z tego powodu nieprzewidywalnoé¢ jego poczynan drastycz-
nie roénie, co stawia jakoSciowo nowe wymagania przed przeciwnikiem. Na
rynkach jednakowo traktujacych kazdy podmiot przeciwnik, dysponujacy jedy-
nie wiedza oparta na klasycznej teorii gier, z pewnos$cia znajdzie si¢ w pozycji
skazanej na przegrana.

1620b. uwagi poczynione w §6 rozdz. 15
17patrz str. 33



Rozdzial 17
( Rwantowa dyfuzja cen i zyskow

to understand the word 'doublethink’
involved the use of doublethink
George Orwell, 1984

W rozdziale 3 czesci pierwszej ,,DwoistoSci wartosci kapitalu” rozwazali-
Smy dualno$¢ charakteryzujaca ryzyko transakcji rynkowych, w jego niekwan-
towym aspekcie przedstawiane w przestrzeniach R? i P?'. Posiadajacy pewne
podobienstwa do tamtego kwantowy opis ryzyka formuluje owe zagadnienie w
kontekscie strategii gry rynkowej |¢) € £2, okreSlajacej dwoiste miary zdarzen
w przestrzeniach R? i P2. Podobnie jak w rozdziale 3 czesci pierwszej, ryzyko
znajduje swa pelna interpretacje w przestrzeni prostych P2. Jednak pamieta¢
nalezy o pierwotnym znaczeniu przestrzeni Hilberta H w teorii kwantowej. Do-
piero w jezyku tej przestrzeni opis zachowan rynkowych staje si¢ kompletny,
a stosunkowo proste w takim formalizmie modele gier rynkowych posiadaja w
przestrzeni P? skomplikowany rachunkowo obraz.

§ 1. Tomografia rynkowa

Ronsument nabywanego na rynku dobra & zysk osiagniety w tej transakcji
moze wyrazi¢ zmienng losowa” tv = —q. W podobnej sytuacji producent zby-
wajacy & dla okreslenia swego zysku uzyje zmiennej v = —p. Odpowiednia
wysokos¢ zysku domu aukcyjnego, utrzymujacego si¢ z prowizji od ceny po ja-
kiej kupowane jest dobro &, wyniesie’ tv =gq. Posrednik, likwidujacy nadmierne
zapasy &, gdy sprzedaje z intensywnoécia dwukrotnie przewyzszajaca inten-
sywno$¢ jednoczesnie prowadzonego przez niego skupu, wyznaczy swdj zysk

Iprzestrzen prostych w R?

2definicje zmiennych losowych p i q poznalismy w rozdziale 15

3jesli np. jest to piecioprocentowa prowizja, a cena zakupu @ wynosi 10€, to In(5%-10€) =
In 10€ + 1n 0.05 i czynnik 1n 0.05 (tak samo, jak wielko$¢ jednostki pienieznej €) mozna zigno-
rowac, gdyz jest on jednakowy dla przebiegu kazdej aukcji

251
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zmienna tw = —2p — q. Rézne podmioty rynku charakteryzuja si¢ wlasciwym
sobie poziomem aktywnos$ci handlowej, ktérej tempo dostosowuja do wlasnych
wymagan i mozliwosci. Dlatego jesli ustalimy standard dla jednostek zmiennych
kanonicznych p i q, w ktérym zmienna losowa ryzyka (zob. (15.13)) ma prosta

24 p? q? . .
posta¢” - + -, to zmienna losowa zysku to konkretnego podmiotu rynkowego
z handlu dobrem & bedzie wyraza¢ si¢ wzorem

(17.1) ugq+vp+ro(u,v) =0,

gdzie parametry u i v okreslaja sposob uczestnictwa tego podmiotu w rynko-
wym obrocie dobrem &. Zmierzajac do maksymalizacji wlasnych zyskow gracz
bedzie odpowiednio modyfikowal posta¢ wlasnej strategii |¢), jednak proces
ten bedzie przebiega¢ w ramach scharakteryzowanej liczbami u i v specyfiki
wlaczania si¢ gracza w obro6t rynkowy. Za skrajny przyklad niech posluzy tu
sytuacja ograniczajacego si¢ do skupowania nieruchomosci rentiera. Nie bedzie
on mial, tak potrzeby, jak i okazji, korygowac¢ postaci podazowej reprezentaciji
wlasnej strategii, gdyz ta nie bedzie wplywaé na osiagany przez niego zysk z
nabycia nieruchomosci.

Uwzgledniajac jawna posta¢ amplitudy prawdopodobienstwa |¢) € £2, ktora
charakteryzuje aktualna strategie gracza rynkowego, mozemy stwierdzi¢, ze to
trojka wielkodci (u, v, [1)) wyraza wladciwosci zmiennej losowej zysku 1 z jego
transakcji dobrem &. Miara pseudoprawdopodobienstwa zachowan gracza, wy-
nikajacych ze strategii |¢), jest funkcja Wignera W (p, ¢) okreslona na przestrze-
ni fazowej (p, q) formula (15.10). Dlatego, jezeli ustalimy wartoéci parametréw
u i v, to rozkltadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej tv bedzie rozklad
brzegowy W, ,(w)dw, uzyskany przez wycaltkowanie funkcji Wignera W (p, q)
wzdluz prostej up + vqg + w =10

(17.2) Wy o(w) := // W(p,q) d(ug+vp+w,0)dpdq.

Powyzsze przeksztalcenie catkowe (W :R? - R) — (W :P? - R) w literatu-
rze nazywane jest transformacjq Radona [Hel80|. Zauwazmy, ze wzgledem
wszystkich argumentéow W, ,(w) jest funkcja jednorodna stopnia -1, tzn.

Wiure(Aw) = |71 W,, . (w) .

Juz wczesniej zetkneliSmy sie ze szczegdlnymi przypadkami miary W, ,(w)dw.
Kwadrat modutu strategii czystej w reprezentacji podazowej wynosi |(p|¢)|* =
Wo.1(p), a w reprezentacji popytowej |(g|)|*> = Wi(q). Tak jak w tych dwoch
szczegdlnych przypadkach, funkcja W, ,(w) jest dodatnio okreslona dla dowol-
nych wartoSci parametréw u i v, gdyz zmiana wartosci tych parametréw zadaje
transformacje¢ kanoniczna, po przeprowadzeniu ktérej nowa miara Wu,v(w)dw

*uplyw czasu v (patrz (17.8)) bedziemy okresla¢ w jednostkach proporcjonalnych do prze-
cietnego czasu trwania transakcji 6 (zob. rozdz. 14) tak, by przyja¢, ze w=1 we wzorze (15.13)
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jest kwadratem modulu strategii-funkcji falowej zapisanej w jej nowej reprezen-
tacji.
1
Wyrazajac zmienne u, v w jednostkach 7,2 i korzystajac z definicji (15.10)
oraz (17.2) otrzymamy ponizszy zwiazek pomiedzy funkcjami W, ,(w) i (p|y)
lub (¢|v)) [MM99], jednakowy dla podazowej i popytowej reprezentaciji strategii
gracza’:
1

27|v|

o0 ; 2
(17.3) Waslw) = 5 / e (T (ply) dp |

Wykorzystujac we wzorze (17.2) calkowa posta¢ delty Diraca

1 [ .
(17.4) S(ug+vp+w,0) = 2_/ eik(ugtvptw) 7.
T

—00

znajdujemy przeksztalcenie odwrotne do (17.2). Ma ono postac

1
(17.5) Wi(p,q) = H/// cos(uq+vp+w) Wy, o(w) dudvdw .
R3

Stosujacy jednakowa strategie gry rozni uczestnicy rynku (badz jeden uczest-
nik, ktéory ma sposobnos§¢ odnajdowac si¢ w odpowiednio zmieniajacych sie
sytuacjach) mierzac swoje zyski z handlu dobrem & tworza tomograficzny ob-
raz swej strategii, zdeformowany subiektywnymi okoliczno$ciami, okreslajacymi
charakteryzujace ich warto$ci parametrow u i v. Rorzystajac ze zgromadzonej
w taki sposob informacji i poslugujac sie formula (17.5) mozemy odtworzyé
wyrazona funkcja Wignera W (p, ¢) pierwotna posta¢, obserwowanej na rézne
sposoby w transakcjach rynkowych, ich strategii.

1.1. Przyklad: rozklad Znajac przedstawiona wzorem (15.14) funkcje Wi-
brzegowy strategii gnera n-tego stanu wzbudzonego oscylatora harmo-
adiabatycznej nicznego, mozemy bezpoérednio z definicji (17.2)

wyznaczyc rozklad brzegowy odpowiadajacy dowol-
nej strategii adiabatycznej. Rorzystajac z formul (17.4), (15.16) i ponizszej toz-
samoéci [Man99]°

oo 2 kQ 2n+1
/ e L, <§> dk = 7'\/7? e H(w)
oo n!

po przeksztalceniach otrzymamy nastepujaca jego postac

2 o w? w
176) Wy uo(w) = e H2<7> — (w2,
076 W) = 2 (o) = ki)

Szamieniajac p na ¢ nalezy takie zamieni¢ u z v

bw czescei drugiej ,Dwoistoéci wartoéci kapitalu”, w rozdziale po$wieconym stochastycz-
nej reprezentacji algebry stopy, przyjeliémy konwencje, w ktérej symbol H,(w) oznacza n-ty
moniczny wielomian Hermita, o wspoélczynniku 1 przy wiodacej potedze zmiennej w
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ktéra identyfikujemy jako kwadrat modulu odpowiedniej amplitudy prawdo-
podobienstwa, wyrazonej w reprezentacji wlasciwej dla zmiennej w. Powyzszy
wzor mozemy objasnia¢ klasycznie, poslugujac sie stochastyczna reprezentacja
algebry stopy, oméwiona w czesci drugiej rozprawy. Teraz dzieki formule (17.5)
oparte na stopie stochastycznej klasyczne rachunki znajduja pelna interpretacje
w ramach teorii kwantowej. Wzor (17.6) staje sie oczywisty, gdy bedziemy go
postrzega¢ jako konsekwencje transformacji dziedziny funkcji Wignera do no-
wych zmiennych kanonicznych, z ktérych jedna jest specyficzna dla uczestnika
rynku, wyrazajaca jego zysk zmienna to(u,v).

§2. Transformacje kanoniczne

Wszystkie transformacje kanoniczne’ (P, Q) — (P’,Q’), ktore zachowuja
addytywnos$¢ komponent podazowej i popytowej operatora sktonnosci gracza

12 /2
do ryzyka g—m + %, mozemy przedstawi¢, uzywajac odpowiednio sparame-

tryzowanej macierzy, w nastepujacy sposob

P Rez Imz\ /P
(177) (Q) = <_IL Rez) <Q> )

gdzie z €C, a parametr wyrazajacy asymetri¢ podazowo-popytowa ryzyka ma
posta¢ m = zz. W takiej parametryzacji zmiana modulu liczby z odpowiada
przejéciu do transakcji cechujacej sig, przy jednakowym ryzyku, inna propor-
cja jego rozkladu pomiedzy operacje kupna i sprzedazy. Interesujace jest takze
znaczenie fazy liczby 2. Jej zmiana implikuje przejScie do zmiennych kanonicz-
nych, w ktérych zostaja zmieszane aspekty popytowe i podazowe transakciji.
W szczegolno$ci zmiana fazy argz o 7 prowadzi do zmiennych kanonicznych
P =)= %(P—Q) i 9 =2 = %(P—F Q). Zmiennej podazowej P odpo-
wiada teraz zmienna ) $redniej arytmetycznej wychylenia logarytmu ceny od
wartosci oczekiwanej tej zmiennej w transakcjach kupna i sprzedazy dobra &, a
zmiennej popytowej Q — zmienna Z zysku odniesionego w jednorazowym pro-
cesie kupna-sprzedazy &. Wlasno$¢ kanoniczno$ci wymusza takie, a nie inne
unormowanie zmiennych ) i Z. Przeksztalcenie (17.7) mozna postrzega¢ jako
wariant dyskretnej transformacji Fouriera (21.3), gdyz otrzymamy go ze zloze-
nia macierzy Hadamarda (21.2) z macierza zmieniajaca orientacje operatora Q

na zgodna z kierunkiem wzrostu ceny dobra &.

7tj. liniowych przeksztalcen operatoréw P i Q, ktore nie zmieniaja ich komutatora PQ—QP
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W dalszej czesci tego rozdzialu bedziemy rozwazac opis strategii w repre-
zentacji Schrodingera, gdzie sa one funkcjami okreslonymi na dziedzinie zmien-
nej y, wyrazajacej znormalizowana warto$¢ logarytmu ceny transakcyjnej. Du-
alny opis, operujacy wartoSciami znormalizowanego zysku z, nie wymaga zad-
nych formalnych modyfikacji, co wynika z wiazacego zmienne y i z kanoniczne-
go sprzezenia oraz z symetrycznej postaci operatora H (), Z) sklonno$ci gracza
rynkowego do ryzyka.

§3. Dyfuzja ceny

Zbadajmy wlasnosci popularnego w fizyce statystycznej operatora rozkladu
statystycznego Gibbsa®

(17.8) e VHW:Z)

jako kwantowej, nieunitarnej taktyki gracza (nazwijmy ja taktyka cieplna), czyli
operacji prowadzacej do stosowania przez niego w grze rynkowej nowej stra-
tegii. Posta¢ operatora (17.8) wynika z rozwazan przedstawionych w §7 roz-
dzialu o termodynamice portfeli kanonicznych, w pierwszej czeSci rozprawy.
Przy okazji warto zauwazy¢, ze opisany w tamtym rozdziale kanoniczny portfel
urnowy w ramach kwantowej teorii gier posiada dwa rézne odpowiedniki: stra-
tegi¢ termiczna i taktyke cieplna. Klasyczny opis ewolucji w czasie ¢ logarytmu
ceny papieru warto$ciowego (czy innego plynnego dobra rynkowego), zwa-
ny modelem Bacheliera, zaklada, ze gesto$¢ prawdopodobienstwa tej zmiennej
losowej spelnia réwnanie dyfuzji z dryfem’, gwarantujacym niemoznosé¢ osia-
gniecia zyskow z przeprowadzenia arbitrazu. Dlatego naturalne jest zalozenie,
ze kwantowa warto$¢ oczekiwana $redniego logarytmu ceny FE())) sama jest z
kolei zmienna losowa o wlasciwosciach okreslonych modelem Bacheliera. Tak
wiec przedstawiona w tym rozdziale zmienna cenowa y ma wlasnosci znane z
opisu obiektu fizycznego wykonujacego ruch bledny, w réznych skalach cza-
sowych opisywany modelami czastki Browna (w gruboziarnistej skali czasu t)
i czastki Rayleigha (w drobnoziarnistej skali czasu ) [vIR90]. Dopiero zlozenie
tych ruchéw daje pelny obraz losowych zmian warto$ci parametru cenowego y.
Wydaje sig, ze parametry t i 7 powinni$my traktowac jako zmienne niezalezne,
bowiem pierwszy z nich parametryzuje chaotyczna ewolucje ,stanu réwnowagi
rynkowej”, drugi za§ — etap, na jakim znajduje si¢ gracz (w tym i caly rynek)
w chaotycznym, kwantowym procesie dochodzenia do tego stanu réwnowagi.

8by rozroznic¢ temperature taktyki od temperatury strategii zamiast zwyczajowego oznacze-
nia § wystepujacy tu mnoznik Lagrange’a oznaczono litera
920b. §5 biezacego rozdzialu
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Dlatego tez parametr v mozemy interpretowac nieco inaczej, traktujac go ja-
ko odwrotno$¢ temperatury kanonicznego portfela urnowego, reprezentujacego
strategie graczy wykazujacych jednakowa sklonno$¢ do podejmowania ryzy-
ka, ktorzy operuja na taktyce, bedacej stanem podstawowym operatora ryzyka
H(Y, Z). Niezaleznie od sposobu interpretacji przyjecie taktyki (17.8) oznacza,
zgodnie z zalozeniami poczynionymi w §7 rozdz. o termodynamice portfeli kano-
nicznych (patrz cze$¢ pierwsza rozprawy), ze celem gracza jest minimalizowanie
(w ramach posiadanej informacji o rynku) ryzyka gry. Strategia o najmniejszym
ryzyku jest stan podstawowy operatora H (), Z). Wygodnie jest wiec przyjac
takie normowanie'’ operatora taktyki cieplnej, w ktérym strategia ta jest jego
punktem stalym''. Wtedy operator taktyki cieplnej ma postac'

R, = e VHY.2)—3) ’

gdyz operator H (), Z) — % anihiluje strategi¢ najmniejszego ryzyka. Dla zrozu-
mienia funkcjonowania taktyki cieplnej warto jest przedstawi¢ sposob dziala-
nia operatora R, na strategiach (y|¢)) € £? za pomoca jego jadra calkowego'’

Ry(y, )
(17.9) iR} = [ Rl /Ty

ktérego postaé wyznacza formuta Mehlera'':

2 12 — /

y<—1 (e Vy—y

/ 1 —vr=v —
Ry y)=——=se 2 1=

m(l—e—27)

)2

W modelach fizycznych R, (y, y’) opisuje prawdopodobiefistwo zmiany w czasie
v predkosci 3 na y bladzacej czastki Rayleigha'’. Dla tego dodatnio okreslo-
nego jadra warunek punktu stalego w strategii najmniejszego ryzyka wyraza
nastepujaca tozsamos¢

12

/ Ry(y.y)e = dy =1.

Taktyka R, nosi nazwe procesu Ornsteina-Uhlenbecka. Przejdzmy teraz do ta-
kiej reprezentacji przestrzeni Hilberta £%, w ktorej punkt staly taktyki cieplnej

10s0siadamy swobode w wyborze wartosci mnoznika Lagrange’a ¢, zob. str. 95

"normowanie takie, w przeciwienstwie do wiezu ustalajagcego sume wag rozktadu kano-
nicznego na 1 (zob. w cze$ci pierwszej tej rozprawy rozdz. o termodynamice portfeli kano-
nicznych), pozwala takze zachowa¢ taktyce R, wzgledem parametru vy wlasnoé¢ addytywnosci
Rr14+: =Ry, R+, ktéra umozliwia postrzeganie taktyki cieplnej jako ztozenia kolejnych operaciji
czastkowych, wykonywanych w kolejnych przedzialach czasu

2przyjeliémy uprzednio, ze w=1

Bw literaturze nazywanego jadrem cieplnym

Mproste wyprowadzenie tego wzoru czytelnik znajdzie w [GJ81]; rézne metody jego
otrzymywania (Schwingera, algebraiczna, calkowania po trajektoriach) zestawiono w artyku-
le [BBFF02]

Bwtedy zmienne y i v nalezy wyrazi¢ w jednostkach stosownych dla opisu fizycznego
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odpowiada funkcji stalej. Dzigki temu zabiegowi umozliwiamy opis procesu w
konwencji tradycyjnego rachunku prawdopodobienistwa, przerzucajac funkcyj-
ne wlasnoéci punktu stalego taktyki na probabilistyczna miare dy:= ﬁ e Vdy,
okreslona dla zmiennej y. Teraz uwzgledniamy punkt staly taktyki cieplnej,
bedacy strategia najmniejszego ryzyka, w postaci odpowiadajacej mu miary
prawdopodobienstwa, niezmienniczej wzgledem dzialania odmiennie zapisane-
go jadra taktyki R,. Transformacja £?(dy) — £?(dy) prowadzi do wyrazenia
wektorow wlasnych operatora sklonnosci do ryzyka przez kolejne wielomiany

2

Y-
Hermita'® i sprowadza sie do pomnozenia wektoréw z £? przez funkcje /7 e 2
Teraz formula (17.9) ma postac:

—_—~

WIR) = [ Rolus) W10 d

gdzie
~ 2 (e Vy—y")2
Ry(y.y) = =&’ 1=
Zazwyczaj proces stochastyczny Ornsteina-Uhlenbecka opisywany jest jadrem

R+(y,vy'), bedacym fundamentalnym rozwigzaniem réwnania Fokkera-Plancka
[Enc97].

§4. ,Rlasyczny” obraz kwantowej dyfuzji

Znanym z podrecznikéw o réwnaniach rézniczkowych czastkowych obiek-
a2
tem jest jadro dla funkcji wyktadniczej operatora Laplace’a e 2 oy? gdyz stanowi

ono fundamentalne rozwiazanie réwnania dyfuzji

of(y,v) _ 10%f(y,7)
oy 2 oyr

Jadro to ma postac
(—y")?

Ry Y) = mme >,

a niezmiennicza wzgledem jadra RJ(y, y’) miara wyraza si¢ wzorem

dyo = \ﬁ—w

Zadany w ten spos6b proces stochastyczny nazywany jest procesem Wienera-
Bacheliera. W fizycznych modelach, w ktérych zmienne y i ¥ maja interpretacije

2
e_g_vdy.

opatrz, w czesci pierwszej tej rozprawy, rozdzial o stochastycznej reprezentacji algebry
stopy
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odpowiednio wyskalowanych wspoélrzednych polozenia i czasu, nazywamy go
ruchem czastki Browna. Dla iloczynu operatoréw X, w £2, bedacych mnozenia-
mi przez odpowiadajace kolejnym chwilom £=1,...,n; -3 <y, <... <7, <3
funkcje z4(y(y%)), warunkowa miare Wienera dW, ,, przy y=y(—3) iy’ =y(3),
okreslamy jadrem odpowiedniego operatora
i _nty/292 w92 /2= 9%

JT oot dwy, = (7 e = W ap 2o 7 7)),
k=1

W trywialnym przypadku operatoréw stalych zi(y(7x)) =1 otrzymamy jadro
funkcji wykladniczej operatora Laplace’a

Y _ 70 /
/dWy,y’ - Rw(yu Y ) :
Uzywajac miary Wienera mozemy jadro taktyki cieplnej przedstawi¢ nastepu-
jacym wzorem'’ [GJ81]

v2()-1 dy'

v/2
— f L
(17.10) R (y, ) :/T'e —/2 dw,,

znanym jako formuta Feynmana-Kaca. Rozwijajac w szereg funkcje wyklad-
nicza w powyzszym wzorze i wykorzystujac popularna wsérod fizykoéw interpre-
tacje teorii kwantowej w jezyku calek po trajektoriach [Rle95] mozemy przed-
stawi¢ poprawki do wzoréw wynikajacych z modyfikacji modelu Bacheliera,
powstalej z zastapienia jadra RY(y, y') jadrem R, (y, '), jako efekty uwzglednie-
nia klasycznej miary ryzyka'’, ktére powstaja w wyniku interferencji wszelkich
mozliwych klasycznych scenariuszy'” zmiany zysku w takim, odpowiadajacym
czasowi 7, kwantowym sektorze rozszerzonego modelu Bacheliera. Na krot-
kich odcinkach czasu v <1 (czy dla wysokotemperaturowych taktyk cieplnych,
charakterystycznych dla rozchwianego rynku, czy zdezorientowanych graczy)
poprawki kwantowe beda nieistotne, a proces Ornsteina-Uhlenbecka upodobni
si¢ do procesu Wienera-Bacheliera. W efekcie, korzystajac z charakterystycz-
nej dla rozkladu normalnego 7(z, 0?) wlasnosci kumulowania sie dyspersji przy
uérednianiu (na ktérej opiera si¢ konstrukcja procesu Wienera-Bacheliera)

/ n(aty,0%) 1y, 02) dy = n(z, o3+ o)

[e.e]

7T" jest operatorem antychronologicznym, zob. rozdzial o stopie macierzowej w czesci
drugiej tej rozprawy

18y klasycznym rachunku prawdopodobienistwa ryzyko zmiennej losowej wyrazamy kwa-
dratem odchylenia tej zmiennej od jej wartoéci $redniej. Warto jest spostrzec, ze zgodne z ta

konwencja byloby uzywanie zespolonego operatora zysku A := J%(y +iZ) (tzw. operatora

anihilacji), gdyz przedstawiony przy jego pomocy operator ryzyka H(A", A) — 1 = ATA ma
postac sfaktoryzowana.
Yz0b. np. przystepny tekst Marka Kaca [Kac61] opisujacy ta idee
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caloé¢ kwantowego ruchu blednego (odbywajacego sie w parametrze ) mo-
zemy przenie$¢, w postaci addytywnego zwigkszenia ruchliwosci, w ramy kla-
sycznego modelu Bacheliera. Mechanizm ten wyjasnia zmienno$¢ ruchliwosci
logarytmu ceny wystepujaca w ramach klasycznego modelu Bacheliera, ktora
wynika ze zmiany temperatury taktyki charakteryzujacej rynek na skutek np.
dezorientujacego, badz objasniajacego, charakteru pojawiajacych si¢ informacii.
Intrygujacy fenomen ruchéw cen rynkowych mozemy opisywac takze w sposéb
skrajnie redukcjonistyczny, postrzegajac go w pelni jako proces kwantowy. Wte-
dy klasyczny model Bacheliera bedzie konsekwencja krotkiego dzialania takty-
ki uzywanej przez smithsowska niewidzialna reka rynku. W warunkach pelnej
konkurenciji jest nia cala handlowa reszta Swiata postrzegana jako jeden abs-
trakcyjny kupiec targujacy sie z kazdym pojedynczym realnym podmiotem ryn-
kowym. Zmieniajacy si¢ stan informacji o $wiecie powoduje, ze po czasie y< 1
taktyka ta staje si¢ zarzucona na rzecz nowej, zmierzajacej do strategii-stanu
podstawowego operatora sklonnoéci do ryzyka, zlokalizowanego wokol skory-
gowanej wartosci oczekiwanej logarytmu ceny dobra &. Powinni$my przy tym
pamietaé, ze opis nasz uzywa dryfujacego ukladu odniesienia®’, dobranego tak,
by proces zmian cenowych byl uniemozliwiajacym arbitraz martyngalem, tzn.
aby aktualna cena & pokrywala si¢ z jej przyszla wartoscia oczekiwana, sko-
rygowana odpowiednia stopa zysku z instrumentéw finansowych pozbawionych
ryzyka.

W obydwu tych wariantach inter-
pretacyjnych zjawiska chaotycz-
nego ruchu cen rynkowych do-
piero w poblizu stanu o naj-
mniejszej kwantowej dyspersji, tj.
przy duzych wartoéciach parame-
tru czasowego v (czy, w tem-
peraturowym ujeciu, w przypad-
ku dobrze poinformowanych gra-
czy), poprawki kwantowe powin-
ne wnie$¢ jakosciowe korekty do
modelu Bacheliera, wymagajace
uwzglednienia specyfiki procesu
Ornsteina-Uhlenbecka.

patrz uwagi w nastepnym paragrafie
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§ 5. Paradoksalna wtasnosé dryfu cenowego

W biezacym rozdziale dwukrotnie nawiazaliémy do powszechnego w inzy-
nierii finansowej zalozenia o dryfie logarytmu ceny dowolnego podstawowe-
go instrumentu finansowego (dobra rynkowego). Wielkos¢ dryfu wyznaczana
jest na podstawie wymogu, by cena® takiego instrumentu posiadala wasnos¢
martyngalu [DeG81]. Dla wygody oznaczmy to zalozenie skrotowo przez DZ i
rozwazmy prosty eksperyment myslowy [Pio97], ktéry czyni kontrowersyjnym
postrzeganie ceny wolnej od arbitrazu jako zmiennej losowej o jednakowej, wy-
znaczanej dla roznych chwil czasu, wartosci oczekiwanej. Niech suweren, wla-
dajacy wyimaginowanym krajem, dekretuje obowiazujacy kurs swojej waluty
® wzgledem waluty sasiada &' tak, ze warto$¢ logarytmu tej ceny pieniadza
(oznaczmy ja przez p) jest proporcjonalna do wyniku eksperymentu mierzacego
polozenie czastki Browna, bezdryfowo bladzacej w jednym wymiarze. Holdu-
jacy zalozeniu DZ posiadacz waluty & bedzie chwalil suwerena, przedkladajac
nad &' swoj pieniadz &, gdyz jego cena przedstawiana w jednostkach &’ zawsze
przecietnie zwyzkuje (proces e” jest submartyngalem). Rownie zadowolony ze
swej waluty &' bedzie cudzoziemiec, gdy na podstawie DZ stwierdzi, ze jej kurs
wzgledem &, wynoszacy e, wykazuje zawsze tendencje zwyzkowa (gdyz takze
jest submartyngalem). Te dwa odmienne stanowiska sa wzajemnie sprzeczne,
dlatego, przynajmniej w niektérych zagadnieniach inzynierii finansowej, przyj-
mowanie DZ jest niewlasciwe. Wydaje si¢, ze kazdorazowa akceptacja DZ po-
winna by¢ poprzedzona wykazaniem braku zwiazku pomiedzy rozwazanym
modelem finansowym, a przedstawionym wyzej paradoksem. Gdy wlasciciele
& czy &' zrezygnuja z DZ, to swoje przyszle korzysci z posiadania pieniedzy,
zamiast spodziewanym ich przyrostem wyrazonym w konkurencyjnej walucie,
powinni mierzy¢ prognozowana zmiana wartosci logarytmu ich kursu®. Wtedy
paradoksalno$¢ omoéwionej sytuacji zniknie — oczekiwane zyski z posiadania
ktorejkolwiek z walut beda zerowe™’.

2ldla prostoty rozwazan przyjmiemy, ze pod tym okresleniem rozumiemy cene skorygowana
o stope zwrotu z kapitalu wolnego od ryzyka

22hodobnie jak to proponowal Daniel Bernoulli w swoim rozwiazaniu stawnego paradoksu
petersburskiego, zob. np. [DeG81]

Bnic nie stoi na przeszkodzie, by w tym anegdotycznym eksperymencie myslowym funk-
cje waluty spelnialo dowolne dobro rynkowe, wiec wydaje sie niekonsekwentne i przesadnie
ostrozne omijanie tzw. paradoksu Siegela przez przyjmowanie logarytmicznych stop jako mar-
tyngaléw jedynie w ograniczonym zakresie rynku walutowego [Tay95]
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§6. Résumé

Handlujacy dobrem & gracze o jednakowych strategiach rynkowych (w
tym caly rynek), niczym tomograf, stosujac rézne reprezentacje jednej strate-
gii gry, dostarczaja, poprzez wyniki zawartych transakcji, danych, pozwalaja-
cych odtworzyc¢ ich strategie z ksztaltu odpowiadajacej jej funkcji Wignera. Je-
sli zalozymy, ze jesteSmy w stanie wyznacza¢ wartosci rozkladéw brzegowych
W0t (w) badajac zmiany cenowe rynkowych instrumentéw finansowych, to
gruntowne poznanie odpowiadajacych im strategii kwantowych wymaga po-
sluzenia si¢ odwrotna transformacja Radona (17.5). Rachunkowo zagadnienie to
odpowiada problemowi znanemu z tomografii, gdy znajac stopien absorbcji pro-
mieni rentgenowskich przechodzacych przez przeswietlany obiekt odtwarzamy
rozklad tworzacej go materii. Moze do$wiadczenia odniesione w tej dziedzinie
w medycynie, geofizyce czy radioastronomii zostana kiedys wykorzystane w
celu zglebienia tajemnic zmiennoéci krzywych podazy i popytu.

Wspolczesne badania rynkéow kapitalowych sklaniaja uczonych ku mode-
lom dyfuzji cenowej nawiazujacym do procesu Ornsteina-Uhlenbecka. Argu-
menty za takimi modyfikacjami modelu Bacheliera znajdziemy m.in. w pracach
[MPo1, Hav02]. Mogliémy sie przekona¢, ze konsekwencja kwantowej teorii
sa wlasnie korekty tego rodzaju. Rorzystanie z rynkowych strategii kwanto-
wych daje sposobnoé¢ osiagania zyskow w skalach czasowych znajdujacych
sie ponizej progu charakterystycznego dla rynku efektywnego [MS01] (czastka
Browna). Logarytm ceny posiada tam wyzej przedstawione wlaéciwosci docho-
dzacej do stanu réownowagi rynkowej czastki Rayleigha. Cho¢ hipoteza rynku
efektywnego zaklada natychmiastowa reakcje cen na nowa informacje rynko-
wa, to bez watpienia tempo przeplywu informacii jest skoniczone (ograniczone
z gory predko$cia Swiatla). Splatanie stan6w kwantowych pozwala na stoso-
wanie protokolu supergestego kodowania”*. Umozliwia on przekazanie jednym
g-bitem dwoéch bitéw informaciji, skraca wiec tempo przeplywu informacji o
polowe, co pozwala wyprzedzi¢ reakcje klasycznego rynku na nowa informa-
cje i tym samym otwiera droge do arbitrazu kwantowego, bazujacego na po-
wyzszych dwéch mechanizmach kwantowych (subskala czasowa dochodzacej
do klasycznej rownowagi czastki Rayleigha i splatanie). Dodatkowo kwantowy
efekt Zenona spowalnia proces dochodzenia rynku do stanu efektywnosci. Ce-
cha niepowielalnoéci kwantowych straregii (no cloning theorem, zob. §2 roz-
dzialu o targach kwantowych) zabezpiecza strategie przynoszaca zysk z takiego
arbitrazu przed przejeciem.

24 z0b. [NC00] i rozdzial 20



Rozdzial 18
( Targi kwantowe

“Well, now that we HAVE seen each other,”
said the Unicorn, “if you'll believe in me, I'll
believe in you. Is that a bargain?”

Through the Looking Glass

W minionej dekadzie, gtbwnie za sprawa pojawienia si¢ ekonofizyki, na tyle
ulegl zmianie paradygmat ekonomii, ze np. ekonomisci analizuja role¢ zasady
nieokres$lonosci Heisenberga w [Bla99|, czy nie wzdragaja sie przed postawie-
niem w tytule swojego artykulu zaskakujacej tezy, ktora glosi, ze mechanika
kwantowa i ekonomia matematyczna sa izomorficzne [Lamo00]. W kontekscie
badan nad komputerami kwantowymi pojawily sie prace' rozszerzajace kon-
cepcje teorii gier na dziedzing mechaniki kwantowej. Wérod istniejacych roz-
norodnych iloéciowych metod naukowych tylko teoria kwantéw nie pozwala
abstrahowac¢ od fenomenu $wiadomosci, bedacego immanentnym obiektem na-
uk spolecznych’. Wydaje sie wiec, ze objecie zagadnien dotyczacych podsta-
wowych zjawisk rynkowych modelami specyficznymi dla mechaniki kwantowej
ma w zainteresowanym $rodowisku naukowym szanse akceptacji wigksza, niz
kiedykolwiek wczesniej. Jedynie wnikliwe badania moga rozstrzygna¢ kwestie
na ile ekonomia jest, badz moze si¢ sta¢, kwantowa.

W rozdziale 15 zarysowana zostala ogo6lna charakterystyka kwantowych gier
rynkowych (g-gier rynkowych). Sposérod ¢-gier rynkowych mozemy wyodrebnic
g-transakcje, tj. te g-gry, ktore cechuja si¢ brakiem zinstytucjonalizowanej izby
rozrachunkowej. Rwantowe targi (¢-targi) sa szczeg6élnym typem ¢-transakcji. Do
g-transakcji zaliczymy takze g-aukcje, ktérym podwiecony jest nastepny rozdzial
tej ksiazki.

Uczestnicy g¢-targu, zwani dalej Alicja (A) i Billem (B), prowadza pomiedzy
soba negocjacje. Przyjmiemy, ze z gory zalozyli, kto z nich wystepuje w roli
kupujacego (Alicja), a kto chce sprzeda¢ towar (Bill). Nie spelniajace tego za-
lozenia dwustronne ¢-targi wymagaja odrebnego zbadania. Celem Alicji i Billa
jest ustalenie wysokoéci ceny, przy ktorej ewentualnie dochodzi do wymiany
pomiedzy nimi okreslonego dobra. Dlatego w ¢-targach wlasciwym dla ¢-gry

np. [EWL99]
2z0b. [Aguo1]
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rynkowej przyrzadem pomiarowym jest para uczestnikow g¢-targu. W przeci-
wienstwie do ¢-targow, w g-aukcjach przyrzadem pomiarowym jest tylko jedna
strona g-transakcji, tj. inicjator aukcij.

§ 1. Sfera Riemanna stanow polaryzacji Alicji

Przez przestrzen stanow polaryzacji strategii Alicji bedziemy rozumieé
jednowymiarowa zespolona prosta rzutowa CP?', ktorej punkty (czyli polary-
zacje, zwane takze ¢-bitami [Ber96]|) sparametryzujemy jednorodnymi zespo-
lonymi wspdlrzednymi rzutowymi & = (&, &;). Obrazuje ona dwuwymiarowa
zespolona przestrzen Hilberta H;, w ktorej okresliliSmy pewna baze ortonor-
malna (]0), 1)), |£) = &l0) + &|I) € Hs - wigc iloczyn skalarny wektorow
1€, 1€") € H, wyraza sie wzorem
(18.1) (16" = &k + &8 =¢"- ¢
(gdzie &, k= 0,1 jest liczba zespolona sprzezona do &) oraz utozsamiliSmy
proporcjonalne do siebie elementy [£) i t|{) (¢t € C\ {0}). Przechodzac do
wspotrzednych jednorodnych do niejednorodnych § = (£,&1) — (1,2 = g—é),
(0,&) — oo mozemy na przesirzen CP! patrze¢ jak na domknieta plaszczy-
zne Gaussa C. Wspoélrzedna zespolona z € C mozemy opisywaé takze punkty
rzeczywistej, dwuwymiarowej sfery S;. W tym celu wykorzystujemy okreslona
nastepujacym roéwnaniem suriekcje H; — S

—

18.2 Sy 3 (x1, 29,2 ::7§=<£|U§>,

(18.) 23 (o) =T () = Zpy

gdzie & := (01,02,03) jest trojka macierzy Pauliego [Dir64|, o, := ((1) (1)),

09 1= <(1) 61>, o3 1= ((1) _01) Zbior macierzy {oy }r—1. 3, uzupelniony macie-

rza jednostkowa oy := ((1) (1)), generuje algebre kwaternionéw [Enc97]. Od-

wzorowanie (18.2) wyznacza bijekcje C— Sy, zwana parametryzacjq Cayley-
Kleina. W zaleznoéci od potrzeb stosujemy wymiennie te trzy CP' ~ C ~ S,
rownowazne obrazy przestrzeni stanéw polaryzacji. Musimy jednak pamigtac,
ze operacja dodawania stanow, potrzebna przy opisie zjawisk kwantowych, mo-
gacych zachodzi¢ na kilka alternatywnych sposobéw’, powinna byé przeprowa-
dzana na poziomie jednorodnych wspoéirzednych rzutowych stanéw polaryzacii,
czyli w przestrzeni H;. Prawdopodobienstwo pomiaru w stanie |£’) strategii o

3patrz np. [Ber96|
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polaryzaciji [£”), ktore w teorii kwantowej jest kwadratem modulu iloczynu ska-
larnego (18.1) unormowanych wektoréw [£’) i [€”), wyraza sie za pomoca kata
«, wyznaczonego przez odpowiadajace tym polaryzacjom wektory jednostkowe
ﬁ

7 (&), 7 (€") €R? (nalezace do S;) nastepujaco:

NP 14 TE)-TE) L,
(€€ (g€ 2 ’
Jednak pojedynczy pomiar na pytanie, czy strategia |£”) ma polaryzacje |£’), daje
zawsze odpowiedz zerojedynkowa, o wartosci informacyjnej jedynie jednego
bitu.
Punkty sfery Riemanna z € C mozemy utozsamic z operatorami rzutowymi

P+, dzialajacymi w przestrzeni Hilberta H, nastepujaco P )[¢') = %\f),
ktore zwyklo si¢ zapisywa¢ w postaci symbolicznego wyrazenia P+ ) = %
W bazie ortonormalnej (]0), |I)) projektory te maja posta¢ macierzy P

J+7 .5
(18.3) P = % :

gdzie I jest macierza jednostkowa. To przedstawienie operatoréw rzutowych
w H, zwane jest parametryzacja Stokesa [Rho80|. Tak wiec parametryza-
cja Stokesa (18.3) jest odwzorowaniem Sy — C, odwrotnym do parametryzacji
Cayley-Rleina (18.2).

Stan polaryzaciji strategii Alicji |) 4 € H a4, zinterpretujemy nastepujaco. Ali-
cja posiada polaryzacje 1 (znajduje sie w stanie |7°)4 = [I)), jesli w trakcie
transakcji formutuje ona warunki okreslajqcej ja umowy. Dla prostego wa-
riantu g-transakcji jakimi sa ¢-targi oznacza to, ze to ona sklada propozycje
cenowa. W przeciwnym wypadku, ¢dy jest ona stronq decydujaca o tym,
czy zawrzel transakcje, znajduje sie¢ w stanie polaryzacyjnym |0). Akceptuje,
badz nie, warunki proponowanej jej transakcji. Wektory (]0), |I)) tworza baze
ortonormalna, rozpinajaca przestrzen H, mozliwych stanéw polaryzacji strate-
gii Alicji. Przestrzen stanow polaryzacji strategii Billa okreslamy w analogiczny
sposob.

Zdarzenia, czyli punkty fizycznej czasoprzestrzeni Minkowskiego {z,, },—0 .3,
w ktorej istnieja gracze, mozemy przedstawiaé w postaci dwuwymiarowych
macierzy zo = ) ,0,. Interwal czasoprzestrzenny zdarzef, okreslajacych w
ukladzie inercyjnego obserwatora wektor (x,), wynosi |z, | := 3 — 23 — 23 — 23
i jest rowny wyznacznikowi macierzy xo. W tej kwaternionowej reprezentaciji
zdarzen czasoprzestrzennych zachowujaca ich pseudometryke wlasciwa grupa
Lorentza SO/} (3,1) (obejmujaca zachowujace kierunek uplywu czasu i orien-
tacje czasoprzestrzenna izometrie przestrzeni Minkowskiego [PR85)) jest grupa
homografii zo — g 'zog, g € PSL(2,C). Izomorfizm SO} (3,1) ~ PSL(2,C)
stanowi fundament zastosowan rachunku spinorowego w fizyce [PR85].
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Wyrazny w powyzszym kontekscie hipotetyczny zwiazek pomiedzy prze-
strzenia polaryzacji gracza, a jego sferq niebieskq|PR85], sugerowany jedna-
kowa symetria tych obiektéw, wydaje si¢ fascynujacym zagadnieniem badaw-
czym.

§ 2. Polaryzacja q-targu

W jezyku fizyki strategie Alicji i Billa mozemy nazwac fermionami, czyli
obiektami teorii nie mogacymi wystepowac jednoczesnie w tym samym stanie”.
To, z pozoru zaskakujace stwierdzenie, sprowadza si¢ do spostrzezenia, ze do
g-targu dochodzi jedynie wtedy, gdy dwie strony g-targu posiadaja przeciwne
polaryzacje (a i to nie gwarantuje zawarcia transakcji). W ¢-targu stany polary-
zacyjne Alicji i Billa sa wiec splatane. Oznacza to, ze redukcja stanu |£)4 do stanu
)4 (czy do |0)4) musi zawsze odpowiadac¢ znalezieniu sie Billa w stanie polary-
zacyjnym |0)p (badz, odpowiednio, |I)g). Przestrzen stanéw polaryzacji g-targu
jest wigc izomorficzna przestrzeni stanoéw polaryzacji pojedynczego uczestnika
g-targu CP!. Przestrzen wspoélrzednych jednorodnych dla stanéw polaryzaciji
g-targu (dwuwymiarowa przestrzen Hilberta H, C H,4 Q) H,p) rozpinaja orto-
normalne wektory |10) := |I) 4|0) 5 i |01) := |0) 4|I) 5. Rozwazane ¢-targi sa wiec,
tak jak skladajace si¢ na nie polaryzacje strategii Alicji czy Billa, g-bitami. Na
poziomie opisu zjawiska w jego wspolrzednych jednorodnych proces rynkowy
prowadzacy do g-targu jest rzutowaniem Py : H,4 QR Hsg — Hs. Wynik rzu-
towania zalezy od wyboru bazy (|0), |I)) (wystarczy wskaza¢ wektor |0), ktory,
z dokladnoscia do czynnika fazowego, wyznacza ortogonalny do niego, unor-
mowany wektor |I)). Przyjmiemy naturalne zalozenie, ze polaryzacje g¢-targu
jednoznacznie okresla para jego uczestnikow.

Rlonowanie Z rozwazan przeprowadzonych w nastgpnym paragrafie wyni-
ka, ze stan g-targu |01) jest korzystniejszy dla Alicji niz stan |10).
Umiejetno$é replikacji wektora bazowego |0) pozwolilaby Alicji unika¢ sytuacii
znalezienia si¢ w stanie |10). Poniewaz klonowanie stanu w ramach mechaniki
kwantowej jest niemozliwe [WZ82|, dopiero kwantowa natura targu czyni ta
gre nietrywialna, a co za tym idzie i atrakcyjna. Przesledzmy za Woottersem i
Zurkiem, jak prosta konsekwencja zalozen teorii jest to stwierdzenie.
Jesli przez |V*) oznaczymy kwantowomechaniczny stan hipotetycznego urzadze-
nia umozliwiajacego klonowanie, w jakim znajduje si¢ ono przed tym zabiegiem,

4strategie graczy, ktorzy uczestnicza w innej niz g-targ transakcji, nie musza by¢ fermionami
(patrz rozdzial 15)
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to operacja klonowania K powinna mie¢ postac¢

(18.4) KW)[€h = [We)|EnlS):

i jak kazda ewolucja kwantowa musiataby by¢ operacja liniowa (kazda ewolucja
kwantowa, nie niszczaca informacji o ukladzie, jest operacja unitarna [BF75)).
Stan klonujacego urzadzenia po tym zabiegu, czyli |¥¢) moze (lecz nie musi)
zaleze¢ od stanu klonowanego obiektu — dlatego w jego oznakowaniu wystepuje
indeks . W szczegblnych przypadkach wlasnoé¢ (18.4) przybierze postac

KWT) |01 = [%)[0)1]0)2 Tub K[¥*)[I) = [@1)[DsT)o.

Rorzystajac z liniowosci hipotetycznej operacji K, dla dowolnej kombinaciji li-
niowej tych dwéch wyrazen otrzymamy nastepujaca rownosc

(18.5) K[7) (Xo|0h + As[Di) = Ao|%0)|0)1|0)e + Av 1) [T [T,

gdzie \g, \; € C. Jednak powyzsze réwnanie nie moze byc¢ spelnione, gdyz nie
moze istnie¢ liniowa operacja K o wlasnoéci (18.4)). Jesli |¥) # |¥;), to prawa
strona réwnania (18.5) jest mieszanina stanow (|¥) jest stanem klasycznym),
ktorej nie sposob uzyskac przy pomocy kwantowej ewolucji stanu czystego, gdyz
po operacji K wzrasta entropia tego ukladu do wartosci réznej od zera. Gdy za$
W) = [¥1) =: |¥), to po prawej stronie (18.5), rownej [¥) (Ag|0)|0)2 + Ay [T} |I)s)
brakuje sktadnika AgA; (|0)1[I)2+[I}|0)2), ktéry powinien sie tam pojawi¢ z uwagi
na wlasno$¢ klonowania (18.4).

o Y "?f 7L e 2
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Rolejny rozdzial (§3.1) przedstawia dualna do niemozliwosci klonowania
wlasnos¢ kwantowe;j teorii. Uniemozliwia ona manipulacje zwiazane z odsuwa-
niem od gry tych uczestnikéow, ktorzy postuguja sie jednakowymi strategiami
czystymi.

W nastepnym paragrafie odnajdziemy dalsze uwagi dotyczace klonowania
strategii rynkowej. Mimo iz unikalny (niemozliwy do powielenia), to stan polary-
zacyjny uczestnika g-targu jest przemieszczalny. Stosujac klasyczny i kwantowy
kanal komunikacji, mozemy przy pomocy metody teleportacji (zob. rozdz. 20
§7) przekaza¢ w miejsce odbywania sie innego g-targu ¢-bit polaryzacji Alicji.
W ten sposob zamiast z Billem, Alicja moze podja¢ ¢-targ z Celina, jednak nie
zdola prowadzi¢ obydwu targéw jednoczesnie, powigkszajac w ten sposob wla-
sne zyski. W kontekscie powszechnie panujacego przekonania o niepodzielnoéci
uwagi ta kwantowa wlasnoé¢ targu wydaje si¢ naturalna.

Nietranzytywnos$¢ Powiemy, ze w trakcie trwania ¢-targu o polaryzaciji |0)

dominacji polaryzacja Alicji |£)4 dominuje nad polaryzacja Billa
198 (1£)a * |€)5) wtedy i tylko wtedy, gdy prawdopo-

dobienstwo znalezienia sie w stanie |0) jest wieksze dla Alicji niz dla Billa

012 _ 011
PG GE

Uzycie slowa ,dominacja” dla okreslenia powyzszej relacji znajduje uzasadnie-
nie w asymetrii zyskow osiagalnych przez jednego uczestnika g-targu, kolejno
w polaryzacjach |0) i |I). Analizie tych zyskow zostanie poSwiecony nastepny
paragraf biezacego rozdzialu. Oczywiscie, dla jednakowej polaryzaciji ¢-targow,
relacja dominacji jest przechodnia. Dla trzech podmiotow: Alicji, Billa i Celi-
ny, gdy kazda para tworzy ¢-targ, za$ polaryzacje tych g-targéw sa takie same,
mamy

|€>A = |€>B ~ <~ T34 < T3B.

([€)a * €)1 15 * |)c) = 19)a * [E)c-

Dla takich sytuacii istnieje niekwantowy model statystyczny [Kho80], ktéry pro-
wadzi do wynikéw identycznych, jak omawiane w tym rozdziale ¢-targi. Jednak
w sytuacjach, gdy polaryzacje ¢-targéw nie sa wymuszone na ich uczestnikach
kulturowymi wiezami, czy wstepna umowa, polaryzacje roéznych ¢-targéw sa
zazwyczaj rézne, wiec moze zachodzi¢ sytuacja, gdy:

[E)a 1E)5 1 1€) * 1€)o 1 € 2 [E)a-
Dla réznych polaryzaciji strategii Alicji, Billa i Celiny skrajnym przykladem jest

tu sytuacja, gdy |€) 4 ~ [0), [€)5 ~ [0) i |¢)c ~ |0), znana np. z popularnej gry pa-
pier, kamien, nozyce (RSP). Gdy dominowanie w ¢-targu rzutuje na asymetrie
zyskow stron bioracych w nim udzial, patrz paragraf 4, wtedy inwestorzy na-
bywajacy, badz zbywajacy akcje jednej z trzech spolek handlowych: Alicji, Billa
czy Celiny, moga by¢ postrzegani jako gracze w gre RSP. Rwantowy wariant RSP
zostal rozwazony w pracy [IT01], gdzie wykazano istnienie dla tej gry stabilnej
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rownowagi Nasha, nie wystepujacej w klasycznej wersji RSP. Takze nietran-
zytywnoé¢ obserwowanych w praktyce targowania relacji dominacji stanowi
argument za stosowno$cia postugiwania si¢ w matematycznym opisie targoéw
formalizmem kwantowym. Ograniczony charakter nietranzytywnosci klasycz-
nych modeli stochastycznych zostal przedstawiony w pracy [Pio00]. Zgodnos¢
przedstawionego formalizmu z obserwowanymi procesami targéw powinna zo-
sta¢ zweryfikowana na drodze empirycznej. Jednak nic nie stoi na przeszkodzie,
by omawiane tu ¢-targi realizowa¢ za pomoca stosownego kwantowego oprzy-
rzadowania. Wtedy po obydwu stronach g-targu moglyby uczestniczyc koalicje,
ktorych stan stanowilby superpozycje stanéw reprezentujacych czlonkéw ko-
alicji. Badanie takiego rodzaju ¢-transakcji wymaga opracowania.

§3. Warunek racjonalnosci decyzji o dobiciu targu

Przypomnijmy, ze strategie Alicji, procz stanu jej polaryzaciji |€) 4 € Hsa, cha-
rakteryzuje popytowo-podazowy skladnik |¢))4 € H 4, opisany w rozdziale 15.
Stan g-targu | V) = [£)|¢)) a|1)) 5 jest elementem iloczynu tensorowego przestrzeni
Hilberta H Q) Ha Q) Hp. Rozwazmy sytuacje, w ktérej, Alicja ma zamiar naby¢
towar po cenie ¢. Zmienna losowa ¢ := — In ¢ mierzy ewentualny zysk, jaki od-
niostaby Alicja, ktéra nabyla by towar za ta ceng¢. Wyrazajac to spostrzezenie
bardziej precyzyjnie, zachowujaca si¢ addytywnie wzgledem cen logarytmiczna
stopa zysku In % = In ¢y —In ¢ mierzy zysk Alicji w sytuacji, gdy towar, ktéry na-
byla za ceng¢ ¢ przedstawia dla niej wartos¢ ¢y. W analogicznej sytuacji, w ktorej
Bill pragnie sprzeda¢ towar po cenie ¢, jego potencjalny zysk z takiej transak-
cji mierzy zmienna losowa p := Inc¢. Podaz towaru, za ktéry kupiec otrzymuje
okreslona cena c iloé¢ pieniadza, mozemy postrzegac jako popyt na pieniadz za
ktory ,placi si¢” okreslona iloscia towaru, zgodnie z wyrazona towarem cena
pieniadza ¢~!. Dlatego brak minusa przy logarytmie ceny w definicji zmiennej
losowej p (w odniesieniu do definicji q) wynika z symetrii opisu, ktéra wymaga
by zmienna losowa p byla podazowym odpowiednikiem popytowej zmiennej
losowej g (—Inc=Inc™).

Warto tu przestrzec przed niewlasciwym wyobrazeniem iluzorycznej moz-
liwosci sklonowania strategii gracza (patrz poprzedni paragraf), zwykle spo-
wodowanym pomyleniem dziedziny strategii-funkcji falowej (q|v) (czy (p|v)) z
trojwymiarowa przestrzenia zjawisk fizycznych. Prowadzenie niezaleznych tar-
gow, w ten sam sposob, jednoczednie w dwoch miejscach fizycznych, nie jest
przykladem multiplikacji strategii, gdyz ciagle na dziedzinie {¢} (czy {p}) ma-
my do czynienia z jedna funkcja falowa, jedynie pomiar wykonywany jest dwu-
krotnie. Osiagniety tym sposobem zysk nie jest suma zyskow skladowych lecz



Warunek racjonalnosci decyzji o dobiciu targu 269

Srednia, wazona wartoéciami skladnikow kapitatowych. Logarytm ceny wyzna-
cza procent skladany zysku, a on dotyczy jedynie proporcji, wigc nie ulega
zmianie np. na skutek sprzedazy po atrakcyjnie wysokiej cenie podwoijnej ilosci
wczesniej nabytego odpowiednio tanio dobra. Zwielokrotnienie zyskow Alicji
w ustalonym interwale czasowym jest jednak mozliwe poprzez wykorzystanie
mechanizmu oscylatora finansowego, patrz rozdzial 6. Dla realizacji tego celu
Alicja musi mie¢ mozliwos¢ doprowadzenia do sytuacji nachodzenia na sie-
bie okreséw waznoéci obligacji zbywalnych, nabytych przez nia w ¢-targach,
prowadzonych w ré6znych przedzialach czasowych. Jednak w przypadku stoso-
wania tego typu dzwigni finansowej nie mozemy moéwic o klonowaniu, gdyz w
owej ztozonej sekwencji transakcji przystapienie do kolejnego targu nastepuje
po zakonczeniu poprzedniego, ktorego rozliczenie jest jedynie odroczone.

Zgodnie z probabilistycznym postulatem mechaniki kwantowej, gesto$¢ praw-
dopodobienstwa pojawienia sie konkretnej wartoéci (charakteryzujacej gracza
rynkowego) zmiennej losowej, np. w przypadku Alicji wartoéci ¢ zmiennej loso-
wej g, rowna jest kwadratowi modulu unormowanej do jednosci jego strategii-
funkcji falowej

[(qlb) al?
A{1Y) a 44

W fizyce unormowanie to jest nast¢pstwem przyjecia prawa zachowania bytu
materialnego czastki: istniejaca czqstha musi zostac gdzies zarejestrowana.
Tym sposobem charakteryzujace kazdego gracza rynkowego stwierdzenie, ze
sklonienie go do targu jest jedynie kwestiq ceny okazuje si¢ odpowiedni-
kiem niemozliwosci zaobserwowania tajemniczego znikania czastek. Stwierdze-
nie uczestnictwa w rynku danego podmiotu nie nastepuje dzieki jakimkolwiek
jego deklaracjom, lecz mozliwe jest jedynie posrednio, poprzez zaobserwowanie
(pomiar) faktu zawarcia transakcji. Podobnie jak istnienie fotonu stwierdzamy
opierajac si¢ jedynie na informaciji o jego absorbcji przez detektor.

Ronsekwencja uzycia miary (18.6) jest spostrzezenie, ze gesto$¢ prawdopo-
dobienstwa wystapienia okreslonych zamiaré6w handlowych Alicji i Billa, wy-
razonych odpowiednio zmiennymi losowymi ¢ i p, wynosi

[{a¥)al® Kple) 5]
aWl)a 5B

gdzie (q|1)) jest amplituda prawdopodobiefistwa wystapienia zamiaru ceno-
wego ¢ u kupujacej Alicji, ktéra postuguje si¢ w trakcie g-targu podazowo-
popytowym skladnikiem strategii, stanowiacym wektor |1)) 4 € H 4. Analogicz-
nie interpretujemy zwiazana z Billem amplitude (p|v))p. Jednak nie zawsze za-
miary ¢ i p doprowadza do zawarcia transakcji. W sytuacji polaryzaciji |10), gdy
Alicja proponujac ¢ okresli cen¢ transakcyjna na poziomie ¢ = e™9, Bill zaak-
ceptuje ja jedynie wtedy, gdy p < —q, czyli gdy zamierzona przez niego cena
e bedzie niewieksza niz e~9. Symetria (¢,p,c) — (p,q,c ') dyktuje warunek

(18.6)

(18.7) dqdp ,
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akceptacji Alicji dla polaryzacji |01). Do transakcji dojdzie jedynie wtedy, gdy
Alicja wyda na towar nie wigcej niz zaplanowala p < —¢. Tak wiec warunek
racjonalnosci decyzji o dobiciu targu nie zalezy od polaryzacji i ma posta¢ nie-
rownosci

(18.8) qg+p<0.

Oczywiscie, gdybysmy przyjeli konwencje przeciwna, w ktérej zmienna ¢ mie-
rzy zyski nie Alicji, lecz kupca z nia handlujacego i odpowiednio skorygowali
definicje p, wtedy warunek (18.8) przybralby posta¢ ¢ + p > 0.

Logarytm ceny transakcyjnej In ¢ jest zmienna losowa —q, badz p, w zalez-
nosci od tego, czy g-transakcja znajduje si¢ w polaryzaciji |10) czy w polaryzaciji
|01), ograniczona do sytuacji w ktérych spelniony jest warunek (18.8). Dlatego,
by otrzymac¢ w stanie |10) jej (jeszcze nienormowany) rozklad uciety, musimy
wycaltkowaé gestoé¢ (18.7) pomnozona przez funkcje [¢ + p < 0], po zmiennej p

I 1)l Halohal?

—oo[q tr<0) S0y s T awlya e we

Ml sl = Inefg)al?
—/—oo YY) s ap AV a dlne.

Analogiczny rachunek prowadzi do nienormowanej funkcji rozkladu prawdo-
podobienstwa zmiennej losowej In ¢ dla polaryzacji |01)

/°° {al¥)al® | [el)sl”

(18.9)

e S Oy Y twTons Pl

T gy al? , [(ncly) gl
‘[m AW M wys T

(18.10)

§4. Model q-targéow Alicji z resztq Swiata

Nalezy tu przynajmniej zasygnalizowac potrzebe zbadania stanéw rownowa-
gi Nasha [MW00] dla kwantowej gry uczestnikow g¢-targu, zmieniajacych po-
laryzacje g-targu przez stosowanie taktyk, bedacych unitarnymi homografiami
na zespolonych prostych rzutowych odpowiednio CP} i CPA. My skoncentru-
jemy si¢ jedynie na taktyce zmiany cenowej charakterystyki strategii uczestnika
g-targu’, badajac jej wplyw na osiagane przez niego korzysci.

Slatwo jest zauwazy¢, ze taktyka ta jest odwzorowaniem unitarnym
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Dla zilustrowania przebiegu g-targu, i przedstawienia mozliwych zyskow,
jakie moga z niego wynika¢, rozwazmy nastepujacy prosty model ¢-targu. Za-
16zmy, ze Alicje charakteryzuje popytowo-podazowa funkcja falowa, bedaca sta-

[{al¥)al®
AlYlP)a
wystepujaca we wzorach (18.9) i (18.10) przyjmuje posta¢ delty Diraca d(q, a),

co oznacza strategie ,kupuje jedynie wtedy, edy cena c jest nizsza niz e *” (z
tego powodu warto$¢ e~* mozemy nazwac cena rezygnacji). Niech Celina repre-
zentuje strategie RS, czyli rynku na ktérym interesujace Alicje dobro spelnia
prawo podazy (nie jest giffenem). W tej sytuaciji, zgodnie z twierdzeniem omo-
[(plv) pgl®

RSV g
Gaussa. Wybierajac odpowiednie wielkoéci jednostek towaru dla ktérych okre-

Slana jest jego cena i przeskalowujac zmienna p — op, gdzie o jest dyspersja
rozkladu Gaussa, mozemy przyjaé, ze rozklad ten ma posta¢ standaryzowanego
rozkladu normalnego 7(p). Formuly (18.9) i (18.10) przybieraja teraz nastepu-
jaca postac:

nem wlasnym operatora popytu. Wtedy gestoé¢ prawdopodobienstwa

wionym w rozdziale 15, gesto$¢ prawdopodobienstwa jest rozkladem

Inc
(18.11) / n(p)dp 6(Inc+a,0) dlnc
i
(18.12) Inc+a <0] n(lnc)dlne.

Calki po Inc € (—o0,00) wyrazen (18.11) i (18.12) sa réwne prawdopodobien-
stwu zawarcia ¢-transakcji E([Inc + a < 0]) (jednakowym w obydwu przypad-
kach polaryzacji |10) i |01)). Pamietamy z rozdzialu 14, ze czas oczekiwania
na zawarcie transakcji t jest zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym i nie
zalezy od polaryzacji. Jego warto$¢ oczekiwana wynosi

- n a N — n a k—1 —
(1813) E(t) = (1+ E([lnc+ SOD,;k(l E(flnc+a<0])F1)0

= (1+ (E(Inc+a<0])7")0,

gdzie 0 jest charakterystycznym czasem trwania pojedynczego g-targu w mode-
lu racjonalnego kupca. We wzorze (18.13) uwzgledniono takze czas potrzebny
Alicji na sprzedanie dobra, ktory jest rowny 6, co jest konsekwencja kwantowej
interpretaciji’ strategii Alicji (¢, a). Parametrem mierzacym wielko$¢ osiagalne-
go przez Alicje zysku w sekwencji jednakowych ¢-targéw jest natezenie zysku,
rowne ilorazowi wartoéci oczekiwanej wzig¢tego ze znakiem minus logarytmu
ceny transakcyjnej i $redniego czasu oczekiwania na zawarcie transakcji E(t).

bpatrz rozdzial 15
“patrz rozdzial 15
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Wynosi ono

proE1o(Inc) + (1 — p1o) Epr(Inc)
E(t) ’

gdzie pyo := |(10]10)|? jest prawdopodobiefistwem zajécia transakcji przy pola-
ryzacji |10). Rozklady (18.11) i (18.12) nie sa unormowane, wiec wystepujace w
liczniku natezenia zysku (18.14) uéredniania F1q() i Eo1() nalezy wykonaé¢ odpo-
wiednio z unormowanymi rozkladami (18.11) i (18.12), czyli z §(Inc+a,0)dInc

i %n(ln c)d In c. Wykorzystujac we wzorze (18.14) formule (18.13) oraz

mnozac licznik i mianownik przez wyrazenie E([lnc+ a < 0]), otrzymamy na-
stepujaca funkcje p(a), opisujaca natezenie zysku Alicji w jednostkach 6

(18.14) -

f:; (ploa — pow)n(x) dx
L+ [Con()de

W sytuacji, gdy RS zawsze podejmuje decyzje akceptujaca zawarcie transak-

(18.15) pla) =

Rysunek 18.1. Natezenie zysku Alicji w ¢-targu z RS jako funkcja
logarytmu jej ceny rezygnacji a € [—2.5,2.5] i prawdopodobien-
stwa po; znalezienia sie g-targu w stanie polaryzacyjnym |01).

cji (p1o = 1) maksymalne natezenie zysku, jakie Alicja moze osiagna¢, wynosi
0.14028 i odpowiada ono logarytmowi ceny rezygnacji a rownemu 0.85096. Je-
§li RS zawsze proponuje cene transakcji, maksymalne natezenie zysku Alicji jest
osiagalne dla strategii a = 0.27063.

Pamigtamy z rozdzialu 14, ze warto$¢ ta ma unikalng wlasnos¢ - jest punk-
tem stalym funkcji p(a), przyciagajacym na calej dziedzinie. Dlatego, przy pola-
ryzacji |01) i braku wiedzy o parametrach rozkladu normalnego charakteryzuja-
cego strategie RS, najlepsza taktyka Alicji na osiagniecie warunku a = 0.27063 o
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okazuje si¢ prosta i naturalna procedura iteracyjna p(a) — a, prowadzaca do
samouzgadniajacego si¢ korygowania optymalnego logarytmu ceny rezygnaciji
a. W przedstawionym ¢-targu polaryzacja |01) jest korzystniejsza dla Alicji od
polaryzacji |01). Charakterystyczne cechy omawianej g-transakcji mozemy za-
obserwowac¢ na wykresie funkcji p = p(a, p1p) widniejacym na zalaczonym ry-
sunku. Gdy po; =1 (tylni brzeg faldy) kazda warto$¢ a przynosi Alicji przecietne
zyski wieksze od zera. Oczywiscie przy drugiej skrajnosci, gdy polaryzacja ¢-
targu jest |10) (czyli poy = 0, przedni brzeg faldy), strategie a < 0 przynosza
Alicji straty. Nic dziwnego, ze w sytuacji rywalizacji konkurencyjnej pomiedzy
sprzedawcami rynki zdominowal model, w ktéorym kupiec, chcac da¢ klientowi
lepsza pozycje targowa, wystawia ceny na swoich towarach.

§5. Temperatury mieszanin q-targéow

W ogo6lnym przypadku opisywania ¢-targdw przy pomocy strategii miesza-
nych stan ¢-targu jest operatorem gestoéci prawdopodobienstwa p, okreslonym
na przestrzeni H, @ Ha Q) Hp. Sytuacje, gdy polaryzacja ¢-targu nie zalezy od
wzajemnie niezaleznych strategii mieszanych Alicji i Billa, powinnidmy opisywac
sfaktoryzowana postacia operatora gestosci p = ps;papp, gdzie p, okreslony jest
na H,, pa na Hy, a pp na ‘Hpg. Stan polaryzacyjny ¢-targu p, jest teraz mieszani-
na (kombinacja wypukla) odpowiadajacych punktom sfery S, stanéw czystych
P+, ktéra mozemy przedstawi¢ w postaci

Bsp.g
(18.10 por = = (147 T eh ),
Tr(ez 7 %)

gdzie Tr(...) jest operatorem $ladu’, a odwrotno$¢ parametru 3, € R nazy-
wana jest przez fizykébw temperatura spinowa ukladu opisywanego operato-
rem gestosci pg, . Powyzszy zapis bytby prostszy po wykonaniu podstawienia
% — 35 jednak w przyjetej konwencji istnieje zgodnos¢ formul ze standardowymi
rachunkami, prowadzonymi w ramach dwuwymiarowej reprezentacji algebry
su(2). Ze wzoru (18.16) wynika, ze graniczne postacie operatora p sa projekto-
rami

lim — = lim == P,
Bs—00 pﬁsvr ﬁ5—>—oop[857 r r

Dla jednoznacznoéci (poza Srodkiem K5) parametryzacji punktow kuli Ky wspol-
rzednymi (3, 7°) przyjmujemy konwencje, ze 3, > 0. Kombinacje wypukle punk-
tow sfery S, tworza kule K, ktérej brzegiem jest S,. Razdy stan polaryzacyjny
ps, » mozemy utozsami¢ z punktem kuli p € K. Prosta przechodzaca przez ten

3sladem macierzy jest liczba réwna sumie jej elementéw diagonalnych
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punkt i srodek kuli przecina sfere S, w dwéch antypodalnych punktach —7 i
7. Proporcje w jakich p dzieli odcinek {7, 7} wyznaczaja dla dowolnego po-
laryzacyjnego stanu mieszanego wagi jego przedstawienia w postaci kombinacji
wypuklej jedynie dwdch projektorow

Pz P -

T1re s T1gen

Jesli punkt r € S, odpowiada polaryzacji ¢g-targu Ronstrukcja ta pozostaje praw-
dziwa dla =0, gdy p jest érodkiem K5, jednak wtedy nie unikniemy charak-
terystycznej dla wspolrzednych sferycznych wieloznacznosci wyboru kierunku
7. Istnieje jeszcze jedna popularna wielkoéé, ktéra zastepujac temperature spi-
nowa moze parametryzowac stan polaryzacyjny. Jest nia entropia Shannona S,
ktora dla stanu polaryzacyjnego wyraza si¢ wzorem

ln(l + eﬁs) ln(l + e*ﬁS)
1+ efs 1+e b

Pps,7

S(0s) = =Tr(ps, v npg,7) =

Procz okres$lajacej stan polaryzacyjny temperatury spinowej (3, ! strategie
uczestnika g-targu charakteryzuje temperatura ryzyka, bedaca odwrotnoscia
odpowiedniego mnoznika Lagrange’a 3. W rozdziale 15 wykazano, ze przypad-
ku podazowo-popytowej czeéci strategii RS, opisywanej rozkladem normalnym,
zwiazek pomiedzy dyspersja o tego rozkladu a temperatura 57! jest nastepujacy

h
o’ tgh # = constans,

gdzie hg jest ekonomicznym odpowiednikiem stalej Plancka. W omawianym ¢-
targu strategia Alicji miala zerowa temperature (jej strategie mozemy postrzegac
jako granice rozkladu normalnego z dyspersja o zmierzajaca do zera). Pozwa-
lalo jej to (przy racjonalnym zachowaniu) stosowac¢ arbitraz rynkowy. Jedynym
taktyka-remedium na ograniczenie zyskéw przeplywajacych od RS do Alicji
jest zmniejszenie dyspersji o strategii RS, czyli zmniejszenie jej temperatury
71, Na skutek tego zjawiska przesunie sie w kierunku zera optymalna wartoé¢
parametru a strategii Alicji. By doj$¢ do nowego optimum Alicja bedzie musiala
zastosowac taktyke oparta na procedurze iteracyjnej, wigec dyspersja jej strategii
bedzie wieksza od zera’. Proces ten przypomina przeplyw ciepla z cieplejszego
termostatu RS do chlodniejszego ukladu A. Skutkiem tego termostat ochladza
sie, a uklad A ogrzewa, by potem obniza¢ swoja entropie (a zatem takze i tem-
perature) w procesie iteracyjnego poznawania wartoéci nowego optimum dla
parametru a.

Wprowadzajac mechanizm sprzegajacy stan polaryzacyjny strategii RS z jej
cze$cia podazowo-popytowa 7(p), bedaca stosowna calka mieszaniny funkceji
Wignera z wagami rozkladu Gibbsa, otrzymalibySmy model analogiczny do

%czyli temperatura 3, bedzie wigksza od zera
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fizycznego modelu ukladu spinowego oddzialywujacego z termostatem fonono-
wym [Pio83]. Uzycie w badaniu takiego ¢-targu formalizmu charakterystyczne-
go dla kwantowych, kwazirbwnowagowych proceséw statystycznych, pozwoli-
loby sformulowaé¢ réwnania nieliniowe, opisujace dynamike zmian temperatur
ryzyka i temperatur spinowych. Badanie ¢-targu (czy zespolu powiazanych ze
soba ¢-targow), bez kontekstu dyktujacego ceny rynkowe termostatu RS, wy-
daje si¢, z punktu widzenia opisu wystepujacych na rynku zjawisk ekonomicz-
nych, nazbyt abstrakcyjne. W obowiazujacej kulturze rynkowej obyczaj handlo-
wy zwykle z gory determinuje stan polaryzacji targu z RS (np. cena sprzedawcy).
Dlatego interesujacy opis zmian temperatury spinowej w g-transakcji mozemy
otrzyma¢ dopiero w modelu z trzema podmiotami rynku: A, B i RS, gdzie A
i B operuja innymi strategiami wzgledem siebie, niz wzgledem RS. Minimalny
rynkowy model dynamiczny ¢-targéw jest wiec czterowymiarowy, uwzglednia-
jacy temperatury cechujace ryzyko A, B i RS oraz temperature spinowa ¢-targu
prowadzonego pomiedzy A i B.

Charakteryzujaca polaryzacje ¢-targu temperatura spinowa przypomina in-
ny mnoznik Legrange’a, zwiazany ze strategia zarzadzania portfelem kapitalo-
wym, ktérego role analizowaliSmy w rozdziale 5. Taka sprzezona z logarytmicz-
na stopa zysku temperatura portfelowa, bedaca juz trzecim z kolei rodzajem
temperatury procesu kapitalowego, pozwala poréwnywac umiejetnosci specja-
listow inwestycyjnych, dzialajacych na réznych rynkach, w réznych okresach
czasowych, i przy odmiennych warunkach koniunktury gospodarczej. Dla agre-
sywnych proceséw kapitalowych, gdy logarytmiczna stopa zysku traci wlasnosc
addytywnoéci, temperatury portfelowe maja niezerowa czes¢ urojona (patrz roz-
dzial 6). Wyiej rozwazony ¢-targ Alicji z RS, zar6wno w polaryzacji [01) jak i w
|10), mozna postrzega¢ jako strategie wielokrotnego kupna i sprzedazy pewne-
go papieru wartoSciowego, ktorego statystyke notowan logarytmu ceny okresla
rozklad normalny. Mozemy wiec wyznaczy¢ temperature portfelowa dla stra-
tegii Alicij.

§ 6. Roncowe uwagi

Gdy Celina poéredniczy w targu pomiedzy Alicja i Billem w taki sposdéb,
ze np. najpierw dochodzi do g-targu pomiedzy A i C, a potem pomiedzy C i
B, to mozemy moéwi¢ o g-targu zlozonym odbywajacym si¢ pomiedzy A i B.
Posrednicy w takim g-targu cechuja si¢ wlasciwosciami filtrow rozwazanych w
kontekscie znanych zjawisk mechaniki kwantowej. Istota kwantowych ¢-targéw
zlozonych z sieci posrednikow byloby zaniechanie rozliczen transakcyjnych na
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posrednich etapach przeplywu kapitalowego. Stwarzaloby to mozliwos¢ opero-
wania superpozycjami amplitud, charakteryzujacych stany zyskow (logarytmow
cen) i stany polaryzacyjne, zlozonych ¢-targow.

Wyzej zarysowana zbiezno$c¢ opisu ¢-targow i zjawisk fizyki ciata stalego po-
zwala przypuszczac, ze g-targi moglyby by¢ prowadzone przy pomocy kwanto-
wych automatéw, dzialajacych w oparciu o mechanizmy dobrze znane fizykom.
Roncepcja Rogera Penrose’a [Pen00], dotyczaca mechanizmu myslenia, czyni
prawdopodobna mozliwo$¢ pojawiania si¢ fenomenu ¢-targéw na istniejacych
obecnie rynkach gospodarczych, gdzie metody zawierania transakcji oparte sa
na algorytmach nieobliczeniowych. Czy rola posrednika w obrocie kapitato-
wym nie sprowadza si¢ do funkcji polaryzatora ulatwiajacego przeprowadzenie
transakcji?

Jesli, uwzgledniajac bardziej realistyczny rynek kilku débr, uogélnimy trans-
akcje dotyczace jednego dobra i pieniadza, to ¢-targi na takim rynku beda doty-
czy¢ wielu parametréow cenowych ¢y, ¢y, . ... Rozszerzone w ten sposdb ¢-targi
moga takze modelowa¢ funkcjonowanie negocjaciji, ktéore bazuja na wielokryte-
rialnej ocenie proponowanych warunkoéw.

Juz 800 lat p.n.e. Grekom znany byl mechanizm przynoszacy Alicji wigksze
korzyéci z sytuacji o polaryzacji |01), tj. gdy zamiast proponowac cene, akcep-
tuje ona transakcje. Hezjod pisze'’, ze Zeus uznajacy metode ,jeden polowi,
drugi wybiera’, dzielac si¢ z Prometeuszem, pozwolil czlowiekowi dokonac
polowienia.

1020b. [BT96]



Rozdzial 19
( Rwantowe aukcje angielskie

§ 1. Q-targ z jednostronna licytacjq

W poprzednim rozdziale zaznajomiliSmy si¢ z podstawowymi pojeciami i
wlasno$ciami targéow kwantowych. Antagonistyczne wzgledem siebie strategie
uczestniczacych w nich dwoéch graczy stanowia wektory przestrzeni Hilberta, a
ich wlasciwosci sa zgodne z postulatami teorii kwantowej. Bedziemy kontynu-
owac rozwazania dotyczace ¢-targéow, w szczeg6élnym kontekscie posiadajacych
wielowiekowa tradycje gier rynkowych, w ktérych kilka podmiotéw rywalizuje
o nabycie pojedynczego dobra rynkowego. Teoria kwantowa modeluje zjawi-
ska zachodzace na istniejacych rynkach precyzyjniej niz robia to konkurencyjne
odpowiedniki, uzywajace standardowego rachunku prawdopodobienstwa. ,Kla-
syczne” konstrukcje sa jedynie asymptotycznymi cieniami, jakie pozostaja po
przejsciu granicznym hr — 0, wykonanym na wynikach modelu kwantowego.
To subiektywna opinia autora, do ktorej sceptykdéw powinna nakloni¢ anali-
za tendencji rozwojowych nauki w ostatnich latach. Obserwujemy wzmozone
prace nad technologiami, prowadzacymi do budowy urzadzen wykorzystuja-
cych unikalne konsekwencje splatania kwantowego. Teoria obliczen kwanto-
wych osiaga dojrzaloé¢ autonomicznej dyscypliny wiedzy. Walory poznawcze
teorii holistycznej przemawiaja za unifikacja stosowanych metod matematycz-
nych, opisujacych zjawiska spoleczne i fenomeny Swiata fizycznego. Nowa filo-
zofia przyrody [Bro96] moze scali¢ obszary wiedzy, ktére w klasycznym nurcie
kultury byly postrzegane w skrajnie odmienny sposoéb.

Rozwazmy szczegdlna sytuacje ¢-targu, w ktérym gracz, dla symetrii przy-
sztych rachunkéw oznaczony numerem -1, sprzedaje ustalona iloé¢ dobra, znaj-
dujac si¢ w polaryzaciji |0), tj. polaryzacja jego g-targu z graczem oznakowanym
numerem 1 jest okre$lona wektorem |0) 4|I);. Gracz 1 proponuje cene dobra, a
gracz -1 akceptuje, badz odrzuca ta propozycje. O ewentualnym sfinalizowaniu
transakcji decyduje warunek racjonalnosci targu

(19.1) [q+p <0,
277
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ktorego parametry p=Inc; i —q=Inc¢; sa zmiennymi losowymi, bedacymi lo-
garytmami cen tego samego dobra, przy ktérych odpowiedni gracze rezygnuja
z targu, czyli cenami rezygnacji. Zmienne losowe p i ¢, ktére ujmuja addytyw-
nie zyski wynikle ze zmiany ceny, charakteryzuja si¢ gestosciami prawdopodo-
biefistw, rownymi kwadratom moduléw odpowiednich funkeji falowych (p[v)) 4
i (q|1), czyli strategii uczestnikéw tego targu. Zwrdéémy uwage, ze do opisywa-
nego tu targu moglo doj$¢ np. w okolicznosciach, gdy pierwotnie zamiar kupna
okreslonej iloéci dobra zglaszala wigksza liczba podmiotéw rynkowych, jednak
zrezygnowali oni z targu, gdyz cena rezygnacji ¢; gracza lokazala si¢ wigksza
niz ceny rezygnacji ¢, pozostalych kupujacych ¢; > ¢, £ = 2,..., N. Oznacza
to, ze uczestnik takiej licytacji jest fermionem, podlegajacym zakazowi Paulie-
go, zabraniajacemu dwom indywiduom egzystowa¢ w jednakowych stanach.
Dotyczaca uczestnika g¢-targu wlasnos$¢ bycia fermionem zostala, w odmien-
nym kontekscie, wydedukowana w poprzednim rozdziale. Przy zalozeniu, ze
w poczatkowej fazie targu uczestniczy kilku licytujacych si¢ graczy warunek
racjonalnos$ci targu (19.1) przybiera postac

(19.2) [Amin +p < 0],

gdzie quin = kmin {qx} jest wzietym ze znakiem minus logarytmem ceny,
=1,...,N

ktoéra okazala si¢ najwyzsza sposérod ofert cenowych proponowanych przez ku-
pujacych. Zgodnie z wystepujaca w poprzednim rozdziale formula (18.10) ge-
sto$¢ prawdopodobienstwa dobicia targu z kupujacym o numerze k, przy cenie
¢ = e % dana jest wzorem:

(19.3)

Kacvd? 7 (5, Kanlbu) B 3 10100)
o (Vx| ¥r) H/ I ) (V| W) /p (th1]h1) lax= I{lm {a}] lar +p <0.
m;ék;

Interesujaca sprzedajacego bezwarunkowa gesto$¢ prawdopodobienstwa dobi-
cia targu przy cenie ¢ jest suma powyzszych wyrazen dla ¢y =— In ¢ po wszyst-
kich wartosciach indeksu k£ =1,..., N numerujacego kupujacych. Abstrahujac
od nalezacego do domeny kwantéw sposobu wyznaczania wystepujacych w wy-
razeniu (19.3) amplitud prawdopodobienstwa, w opisanym wyzej typie g-targu
bez trudu dostrzezemy popularna na rynkach doébr rzadkich aukcje angielskaq,
zwana takze aukcja pierwszej ceny. W kontekscie kwantowomechanicznym in-
teresujaca cecha formuly (19.3), jest wystepowanie w niej funkcji falowych,
opisujacych stany uczestnikow aukcji, dla ktérych, zgodnie z zakazem Paulie-
go, w tych stanach nie ma juz miejsca — odpadli bowiem z targu przed jego
rozstrzygnieciem, z powodu oferowania zbyt niskiej ceny zakupu.
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§2. Q-aukcja z dominujqgcym licytujacym

Najczesciej spotykany scenariusz aukcji angielskiej, w ktéorym przyjmuje si¢
jawna dla wszystkich graczy cene wywolawcza' ¢, nalezy zinterpretowaé jako
g-aukcje angielska, w ktorej w ten sam sposob, jednostronnie obcigto dziedziny
miar, odpowiadajacych strategiom uczestnikow licytacji. Cena wywolawcza na-
lezy wiec do kategorii poje¢ dotyczacych pomiaru (patrz rozdzial 15). W teorii
kwantowej utozsamienie ceny rezygnacji gracza -1 z cena wywolawcza dopro-
wadziloby do sprzecznosci, gdyz wiazaloby ten drugi typ ceny z polaryzacja
gracza -1, na co nie pozwala zakaz Pauliego (przed ustaleniem warunkéw targu
gracze -1 i 1 znalezliby sie w tym samym stanie polaryzacyjnym). W praktyce
aukcyjnej czesto mamy do czynienia z cenq rezerwacji, czyli taka, ukryta przed
licytujacymi cena c,, ponizej ktorej gracz -1 nie jest zobligowany do sprzeda-
zy licytowanego dobra. W Polsce mozemy zetknac¢ si¢ z mylacym nazwaniem
tej ceny cenq minimalng’. Biezacy rozdzial prezentuje rozwazania dotyczace
najprostszych aukgcji, dla ktéorych ¢, =0 i ¢, =00.

Analizujac roézne sytuacje zwiazane z angielskimi g-aukcjami ograniczmy si¢
do takich, ktére charakteryzuje $ciéle okreslona cena rezerwacji ¢ = . Tej
zdeterminowanej cenie odpowiada miara prawdopodobiefistwa |(p[1)[>dp =
d(p—1p') dp. Przyjmijmy dalej, Ze gracze uczestniczacy w licytacji posiadaja moz-
liwos¢ poslugiwania sie strategiami mieszanymi. Wtedy we wzorze (19.3) po-
winni$my zastapi¢ kwadraty moduléw amplitud prawdopodobienstwa |{qx|1:)[?
ich kombinacjami wypuklymi n(gy) = >, wm|{gkl.%)|?, edzie |,)x) oznacza
jedna z wybranych losowo przez gracza k strategii, w,, >0, > w,,=1.

Jesli dla pewnego k=K’ wyrazenie (19.3) mozemy zastapi¢ miara

(19.4) [+ P < 0] n(aw) daw,

to wtedy taka aukcja redukuje si¢ do omoéwionego juz wcze$niej modelu racjo-
nalnego kupca, czyli takiego ¢-targu o polaryzacji |0)4|I);, w ktérym gracz -1
stosuje strategie, bedaca stanem wlasny operatora podazy P (badz operatora
popytu Q, w wariancie aukcji angielskiej dotyczacej sprzedazy, gdy gracz -1 wy-
stepuje w roli sprzedajacego). Jest tak, gdy miara zbioru zdarzen, dla ktérych
qr #min,—1 __n{q.} staje sie zaniedbywalnie mala, czyli w sytuacjach, gdy &'-ty
gracz oferuje ceny, ktore sa zbyt wysokie dla pozostalych uczestnikéw aukcji.

"W nazewnictwie anglosaskim okre$lana mianem minimalnej oferty
http://www.allegro.pl
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§ 3. Jednakowe strategie licytujqcych

Rozwazmy inna klase sytuacji, gdy wszystkich N kupujacych charaktery-
zuje ta sama gesto$¢ rozkladu logarytmu ceny rezygnacji 7(q), ktéra mozemy
interpretowac jako strategie rynku pozostajacego w réwnowadze (por. rozdzial
15) i cechujacego sie $rednia wartoScia logarytmu ceny rezygnacji rbwna zeru
(zawsze mozemy wybra¢ takie jednostki platnicze, przy ktérych warunek ten
bedzie spelniony).

W takich sytuacjach miara (19.3) redukuje sie do wyrazenia

o0

(193 0 <0l ata) ([ atryar )" da,

q

gdyz prawdopodobienistwo (19.5) zwyciestwa gracza k w aukcji zakonczonej
cena nalezaca do przedzialu [e7? e79(1 + dq)] nie zalezy od numeru gracza.
Zmienna losowa —q obrazuje wielko$¢ zysku mierzonego procentem (sklada-
nym), jaki graczowi -1 przynosi aukcja, w odniesieniu do przecietnej ceny rynko-
wej sprzedawanego towaru. Dla celu badania zyskow sprzedajacego mozemy ta
sytuacje postrzegac jako tozsama okolicznosciom opisywanym modelem ¢-targu
o zdeterminowanej polaryzacji. Wtedy abstrakcyjny przeciwnik sprzedajacego,
cechujacy si¢ wlasnosciami RS’, moze doprowadzi¢ do dobicia targu przez pro-
pozycje cenowa, ktorej logarytm wziety ze znakiem minus jest zmienna losowa
q', okreélona rozkladem réwnym N-krotnej wartosci rozkladu (19.5), czyli funk-
cja q' := min{qy,...,qy}, zwana statystykq pozycyjnq rangi 1 [Cra58]. Wy-
liczona na podstawie tej miary funkcja nate¢zenia zysku sprzedajacego, ktorej
sposdb wyznaczenia przedstawiony zostal w rozdziale 14, przybiera nastepuja-
ca posta¢ (por. ze wzorem (14.12))

- 7 q n(q) (?n(r) dr)" " dg
(196)  pulp) = SRILDEE S ,
N=t+ [ n(q) ([n(r)dr)"dg

—00

gdzie t to zmienna losowa, ktora jest czasem potrzebnym dla osiagniecia przez
gracza -1 przecietnie zysku E(—[q" + p’ < 0] ¢') przy ustalonej cenie rezygnaciji
p'. Przypomnijmy, ze funkcja (19.6) posiada unikalna wlasno$¢ osiagania war-
tosci maksymalnej w jej punkcie stalym, ktory, w przypadku gdy q ma rozklad
Gaussa, jest przyciagajacy na calej dziedzinie. W modelach kwantowych roz-
klady normalne odgrywaja zasadnicza rolg, gdyz sa nimi wszystkie strategie
zgodne z prawem popytuy, tzn. miary te wyczerpuja klase dodatnio okreslonych
kwantowych strategii czystych, a takze opisuja strategie rynkéw znajdujacych

Sreszty Swiata, patrz poprzedni rozdzial
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sie w rownowadze (patrz rozdzial 15). Dlatego do konca nastepnego paragrafu
przyjmiemy zalozenie, ze 7(q) jest rozkladem normalnym. Przyciaganie funkcji
pn(p') na calej dziedzinie powoduje, ze przeciwnik licytujacych sie moze stoso-
wac naturalna metode maksymalizacji nat¢zenia swojego zysku, polegajaca na
ciaglym korygowaniu swojej ceny rezygnacji do wartoéci réwnej przeci¢tnemu
nate¢zeniu zysku. W metodzie tej niepotrzebna jest znajomoé¢ charakterystyki
rozkladu 7(q). Jednak w przypadkach wiekszej liczby licytujacych sie podobna
skuteczno$¢ mozna osiagna¢ przyjmujac, ze gracz -1 posiada zerowa cene re-
zygnacji (p' = —o0). Na rysunku 19.1 obserwujemy spadek funkcji py(p’) od jej
wartoéci maksymalnej asymptotycznie do py(—00).

-3 ) -1 1 2 3

Rysunek 19.1. Wykres funkcji natezenia zysku py(p') z g-aukcji
angielskiej dla N =3.

Dla rosnacych wartosci N zaciera si¢ roznica pomiedzy tymi liczbami. Wla-
sno$¢ ta dostrzezemy w zestawieniu wynikéw (tabela 19.1) osiaganych za po-
moca tych dwoéch réznych metod wyboru strategii ustalania ceny rezygnacii
gracza -1, dla dziesieciu poczatkowych wartosci N. Liczby zamieszczone w
ostatniej kolumnie tej tabeli obrazuja proporcje ktéra nie zalezy od dyspersji
o rozkladu normalnego 7(q).

To nie umiejetne okreslanie przez sprzedajacego jego ceny rezygnaciji, ale ry-
walizacja wielu graczy, licytujacych cene¢ zakupu pojedynczego dobra, czyni
atrakcyjnym organizowanie aukcji. Mozliwoéci zwigkszania zysku, jakie wynika-
ja ze wzrostu liczby uczestnikoéw licytacji, obrazuje kolejny wykres 19.2. Okazuje
sig, ze dla N <100 stosowny ciag logarytmiczny skutecznie przybliza korzysci
mierzone jednostkami dyspers;ji o, jakie moze przynosi¢ organizowanie g-aukcji
angielskiej w sytuacjach, gdy zalozenie o rownych gaussowskich rozkladach
n(qx) mozemy uznac za spelnione.

Zysk gracza -1, mierzony wzgledem wartosci przecietnej logarytmu ceny
rynkowej licytowanego dobra, musi si¢ bilansowac¢ z analogicznie wyznaczona
strata zwyciezcy licytacji. Stad wynika, ze, w przypadku braku ceny rezygnacii
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Rysunek 19.2. Punkty odpowiadajace maksymalnym warto$ciom
natezenia zysku z g-aukcji angielskiej dla N <100 na tle krzywej

0.211log N + 0.3.

50

75

N max, pn(p') pn(—00) maxy pn(p')/pn(—00)

0.27603

0.410091
0.498606
0.564273
0.616195
0.658949
0.695165
0.726489
0.754024
10 0.77854

SO IO Ok W~

N}

0
0.282095
0.423142
0.514688
0.581482
0.633603
0.676089
0.7118
0.742507
0.769376

1.45373
1.17834
1.09634
1.0597
1.04
1.02822
1.02064
1.01551
1.01191

Tabela 19.1. Zestawienie natezen zysku (w jednostkach o) dla

gaussowskich statystyk pozycyjnych rangi 1.

gracza -1, natezenie przecietnych strat uczestnika licytacji wynosi —2
tem wzrost liczby uczestnikow ¢-aukcji angielskiej jest korzystny dla wszystkich

uczestnikow aukcji.

Rozwazamy jednakowe strategie uczestnikow licytacji, wiec przy pomocy
kwantowych operacji* nie sposéb pomniejszyc ilosci uczestnikow licytacji. Ta
cecha g¢-aukcji angielskiej, wykluczajaca na poziomie kwantowym mozliwosé
manipulacji wynikami aukcji, ktora jest bezposrednia konsekwencja przedsta-
wionego nizej twierdzenia o nieredukowalnos$ci jednakowych graczy, sprzyja

Hiniowych

(—o0)
2n(e0) 74
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stabilnoéci osiagnietego stanu rownowagi w sytuacjach, gdy licytujacy docho-
dza do rbwnowagowej strategii, cechujacej anonimowa RS o temperaturze 7'=0
(rozdzial 15).

3.1. Twierdzenie o Ponizsze twierdzenie zaprezentowane w kontekscie zja-
nieredukowalnosci wisk fizycznych odnajdziemy w pracy [PB00]|. Roz-
jednakowych graczy wazmy hipotetyczna operacj¢ kwantowa 7, ktéra po-

zwala za pomoca klasycznego urzadzenia, znajdujace-
go sie poczatkowo w stanie |¥*), wyeliminowac¢ z gry (czyli z jej stanu) jednego
sposrod graczy poslugujacych sie identycznymi strategiami czystymi, nieznany-
mi obslugujacemu urzadzenie. Latwo zauwazy¢, ze mozemy ograniczyc¢ rozwa-
zania do dwoéch graczy. Wtedy taka operacja J ma postac

(19.7) TN Dh[)2 = [Wy)l)s.

. . Z Py
- /,«,ﬁ&'\ﬂjkg’x\,\ X

‘ K A AN
e s ’ My

Zakladamy, ze stan koncowy klasycznego urzadzenia moze zaleze¢ od posta-
ci strategii |¢)) oraz ze stany |¥*), |¥,) i |¢) sa normowalne. Podobnie jak w
problemie klonowania z §2 poprzedniego rozdzialu, wystarczy ograniczyc za-
gadnienie do dwuwymiarowej podprzestrzeni strategii rozpi¢tej na wektorach
|0) i |I). Szczegolne przypadki réwnania (19.7) maja postaé

(19.8) TN [0)1]0)2 = [Wo)|0)1 , T [D1[D)2 = [¥1)|D)1.

Przedstawiajac strategie |¢)) w postaci superpozycji \g|0) + A1|I), korzystajac z
liniowo$ci J i zwiazkéow (19.8) otrzymamy nastepujaca postaé réwnania (19.7)
(19.9)

Ao #o)[0)1 + AT D)1 + A A T[7) (10)1]D)2 + [1)1]0)2) = [y) (Ao[0)r + As[T)1).
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Wyrazenie J[¥*)(|0)1]I)2 + [1)1]0)2) nie zalezy® od parametrow Xo i A;, wiec
stan koncowy urzadzenia |%,), bedacy rozwigzaniem réwnania (19.9), musi by¢
nastepujaca kombinacja liniowa [¥;) = \o|¥) + A\1|¥1). Wybierajac unormo-
wana do jednosci strategie [1)), [0) i |I) otrzymamy, ze |X\o|? + [A\1]? = 1, a stad
ze

dla (& |Wy) = (Wo|¥) = (¥ |¥;) =1. Tak wiec mozemy stwierdzi¢, ze (¥,|¥;)=0.
Jednak zgodnie z ustaleniami paragrafu 2 rozdzialu 15, dotyczacymi obiektu
klasycznego, w przypadku ortogonalnych stanéw |¥) i [¥;) wektor \o|¥) +
M|¥1) z Ao, A1 # 0 reprezentuje mieszany stan urzadzenia, dlatego proces J
zwigksza entropi¢ ukladu do wartoéci wigkszej od zera, tzn. nie jest to proces
kwantowy.

Powyzsze twierdzenie ma charakter dualny do twierdzenia o niemoznosci
klonowania strategii (rozdz. 18 §2). Warto jeszcze zauwazyc, ze rozwazane w
tych twierdzeniach hipotetyczne operacje nie sa wzajemnie odwrotne, J # K.

§ 4. Asymptotyka natezenia zysku

W dobie gwaltownego rozwoju aukcji internetowych, gdy ich dostepnosé
stala si¢ nieograniczona i w ktérych robot dokonuje automatycznej analizy da-
nych, wydaje si¢ interesujacym pytanie o maksymalne natezenie zysku z g-aukcji
angielskiej, prowadzonej dla duzej liczby licytujacych si¢ uczestnikéow, tj. gdy
N >100. Wtedy stosowanie przyblizenia w postaci funkcji 0.21 log N4-0.3 zawo-
dzi. Okazuje si¢ jednak, ze asymptote funkcji max,{py(p’)} mozna wyznaczyc
w sposob dokladny. W tym celu wystarczy zbada¢ zachowanie asymptotyczne
zmiennej losowe;j

(1911) CLNCI/ + bN,
gdzie ciagi ay i by dane sa odpowiednio wzorami:
ay :=V2InNiby:=f(Ind4r +Inln N) — 2In N.

W sytuacjach, gdy 7(q) jest standaryzowanym rozkladem normalnym, dystry-
buanta zmiennej losowej (19.11), bedacej przeskalowanym logarytmem ceny
dobicia targu, zmierza w granicy N — oo do dystrybuanty Gumbela (zwanej
takze dystrybuanta podwdjnie wykladnicza) [Enc97]

—X

P(anq' +b, < x) Nz, ome

Surzadzenie przed operacja redukciji gracza nie moglo znaé jego strategii |1))



Zysk uczestnika licytacji 285

Wartoé¢ oczekiwana zmiennej losowej o gestosci prawdopodobienstwa rownej

e ® "~*dz jest stalg Eulera v := limy_.o Z]k\[ﬂ% —In N ~ 0.5772, wiec w kon-
sekwencji, po elementarnych przeksztalceniach, otrzymamy nastepujaca postac
asymptoty dla maksymalnej warto$ci funkcji natezenia zysku max, { pn (p')} przy

N —o0:
[In N n 2y —In4dm —Inln N
2 4v/2In N '

Roznice pomiedzy ta funkcja a wykresem podanej wczesniej interpolacji loga-
rytmicznej przedstawia rysunek 19.3

500 1000 1500 2000 2500 3000

0.5

In N 2v—In4r—Inln N
l%_ + Y

Rysunek 19.3. Wykresy funkcji ATy

oraz

0.211log N + 0.3 (linia przerywana).

Szersza dyskusja zbieznosci tej aproksymaciji znajduje si¢ w ksiazce Craméra
[Cra58|.

§5. Zysk uczestnika licytacji

Jako kolejny przyklad g-aukcji angielskiej rozwazymy jej wariant, w ktérym,
tak jak w wariancie oméwionym w paragrafie 3, gracz -1 przyjmuje jednoznacz-
nie okreslona cene rezygnaciji, a gracze o numerach k=1,... kK'—1 kK'+1,... N
maja jednakowe strategie, implikujace rozklady gaussowskie. Jednak tym ra-
zem zalozymy, ze gracz k' stosuje strategie o zdeterminowanej cenie rezygnacji
e~ , okreélong miarg Diraca (g, — ¢')dqy. Przypomnijmy (patrz rozdzial 15), ze
wtedy, w kwantowej teorii, logarytm ceny ewentualnej odsprzedazy dobra na-
bywanego w aukgji jest dla tego gracza w pelni nieokreslony, wiec E(p;) = 0.
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W tej sytuacji natezenie zysku gracza k' wyraza sie formula
q/_l_p/ S 0 q/
(19.12) pula) = — L =0T
1+ ([ n(q) dq)
q/

Rysunek 19.4 przedstawia ksztalt funkcji nat¢zenia zysku dla trzech najmniej-
szych wartoéci N, gdy p’ — —oo oraz gdy funkcja 7(q) jest rowna standaryzo-
wanemu rozkladowi normalnemu.

— N=2
---—- N=3
0.1
-------- N=4
0. 05 o
L, \\\\
hooeei -
-0 5//// 1 2 3
/,//
// /
// /
II /
/

Rysunek 19.4. Wykresy zalezno$ci nat¢zenia zysku licytujacego
gracza od jego deterministycznie okreslonej ceny rezygnacii.

W przypadku N =1 mielibySmy do czynienia ze zwyklym ¢-targiem, w ktérym
wykres bylby prosta okreslona réwnaniem py(q) = 3¢'. Juz przy kilku uczest-
nikach licytacji mozliwosci osiagniecia przez gracza k' dodatniego zysku staja
si¢ znikome. Jesli, mimo to, chce on podja¢ préobe zakupu licytowanego dobra
przy zminimalizowanych stratach, to bedzie probowal odgadna¢ cene rezygna-
cji e, by zlozyé oferte o mozliwie najwyzszej wartoéci ¢/, jednak takiej, ktéra
nie przewyzszy —p'.

W tym miejscu warto zwroéci¢ uwage, ze teoria kwantowa umozliwia zwielo-
krotnienie dodatnich zyskéw licytujacego (ktére w pojedynczej g-aukcji jesli sa,
to sa mizerne). Zakaz Pauliego nie zabrania mu bowiem jednoczesnego zwycie-
stwa w innej aukcji, jesli tylko jego strategia (czysta) jedynie tam pokonala rywali
w licytacji (lecz niekoniecznie doprowadzila do zakupu dobra, gdyz mogla na-
potka¢ zbyt wysoka cene rezygnaciji sprzedajacego). Mozliwoé¢ natychmiastowej
teleportacji stanu (strategii) [BBC93] czyni efektywnymi takie techniki rynko-
we. Naturalne konsekwencje niepowielalnoéci strategii (niepodzielno$ci uwagi),
wynikajace z kwantowomechanicznego zakazu klonowania stanu [WZ382|, w
modelach klasycznych sa niewyjas$nialne. Stosowanie w dowolnej iloéci miejsc
jednoczesnie skutecznie tej samej strategii umozliwia zwielokrotnianie nateze-
nia zysku do dowolnie duzych rozmiaréw. Ten paradoks klasycznej teorii po-
winien sklania¢ nas ku badaniom gier kwantowych. Zakaz klonowania moze
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takze tlumaczyé nasza nieznajomo$¢ (nieSwiadomosc) naszych, badz cudzych,
stanow-strategii. Wiedza o nich oznaczalaby ich sklonowanie.

§6. Zyski a posteriori

Przedstawione w ostatnich trzech paragrafach rachunki ulegna modyfikaciji,
gdy zalozymy ze gracze przystepuja do aukcji w okolicznosciach, gdy licytu-
jacym znane sa ceny e’*, po jakich beda mogli zby¢ kupowane na aukcji do-
bro, za$ sprzedajacy wcze$niej nabyl owe dobro za ceng¢ e~ ?'. Zwolennik teorii
uzytecznoéci moze przyjac, ze parametry ¢q,ps,...,pn odpowiadaja uzytecz-
nosciom licytowanego dobra, ktére charakteryzuja odpowiadajacych tym pa-
rametrom graczy. Wszyscy uczestnicy aukcji maja teraz informacj¢ o wartosci
(ogo6lnie roznej dla kazdego gracza) dobra stanowiacego przedmiot targu. W tej
sytuacji, we wzorze (19.3) powinniémy kwadraty moduléw amplitud zamieni¢
odpowiadajacymi im funkcjami Wignera®:

[(plva) [P — Wa(pa, qa),
‘@WHQ — Wi(pk, @),

wiec, po uwzglednieniu strategii mieszanych (wypuklych kombinacji funkcji
Wignera) . (pr, qx ), charakteryzujacych uczestnikow aukcji, zamiast miary (19.3)
mamy nastepujace wyrazenie

(19.14)

N 00
day. e (Pr; ar.) H/ dgm nm(pm,qm)/
m=1"Y ~®

m¥k -

(19.13)

dpana(pa,q) [ge = min {gn} ] [gstpa <0].

n=1,...,

Przedstawione na jednakowej dziedzinie In ¢c=p=—q dystrybuanty

p q
/ Nk (P, g = constans) dpy i / Nk (pr = constans, g ) dqx
maja naturalna interpretacje’ krzywych podazy i popytu gracza k.
Przeprowadzona wcze$niej analiza maksymalnego nat¢zenia zysku pozosta-
nie prawdziwa jedynie dla przypadkéw gdy p; = ... = py (z wyjatkiem pp w
paragrafie 5) i gdy strategie wszystkich graczy nie beda giffenami, bowiem teza
twierdzenia o maksimum funkcji natezenia zysku w jej punkcie stalym® wy-
maga przyjecia zalozenia o dodatniej okreslonosci miary prawdopodobienstwa.

6patrz rozdzial 15
“por. rozdzial 15
8patrz str. 219
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Fascynujaca klasa g-aukcji angielskich, w ktoérych pojawiaja si¢ strategie-giffeny
wymaga dokladnego zbadania.

§ 7. Ru pelnej teorii q-aukcji

Analiza g-aukcji angielskiej, ktorej celem jest kupno dobra, a oferty sprze-
dazy zglaszaja licytujacy si¢ gracze bedzie wygladala analogicznie jak wyzej
przeprowadzona. Z nowa sytuacja bedziemy mie¢ do czynienia, gdy ulegnie
zmianie polaryzacja g-aukcji na |I)1|0), czyli wtedy, gdy gracz -1 ujawni ceng
rezygnacji, a gracz 1 zaakceptuje, badz nie, ta oferte, akceptujac jednoczesnie
ceny rezygnaciji pozostalych licytujacych. Tego typu znana z praktyki rynkowe;j
aukcja nosi nazwe aukcji Vickrey'a (lub aukcji drugiej ceny). Jej zwyciezca
musi zaplaci¢ druga (w porzadku malejacym) cene spoérod wszystkich ofert (i
ceny rezygnaciji gracza -1), zgloszonych w tym przetargu. W kwantowym ujeciu
aukcja angielska i aukcja Vickrey'a to jedynie dwie strony tego samego medalu,
ktérym jest g-aukcja. W ogélnym przypadku, podobnie jak w g-targach, oby-
dwa kwadraty modutéw amplitud [(011;]041;)|% i [(I,0;|110;)|? sa roézne od zera,
wiec z takimi prawdopodobienstwami musimy uwzgledni¢ odpowiadajace im
typy aukcji. Strategie uczestnikow g-aukcji moga byc¢ splatane. Przykladem niech
bedzie polaryzacyjny stan czysty [0)1]0)s + |I)1|I)2, ktory wymyka sie formali-
zmowi klasycznej teorii gier. Na istniejacych rynkach tak uogoélniona g-aukcja
nie ma jeszcze swojego odpowiednika. Pasjonujacym zagadnieniem bedzie ana-
liza motywacyjnych wtasnosci g-aukcji, polegajaca na ustaleniu warunkow, w
ktorych najkorzystniejsza strategia graczy jest stosowanie strategii zgodnych z
wlasna ocena wartosci licytowanego dobra. Popularnoé¢ aukcji Vickrey'a wy-
nika z jej motywacyjnego charakteru’.

Gdy rozwazamy jedynie dodatnio okreslone miary prawdopodobienstw, to
licytujacy w aukcji Vickrey'a osiagaja najwyzsze zyski stosujac strategie ujaw-
niajace wlasna ocene wartosci licytowanego dobra [Kle99]. Jednak, w przy-
padku strategii-giffenow tak by¢ nie musi, gdyz w dowodach na motywacyjny
charakter aukcji Vickrey'a wykorzystuje si¢ wlasnos¢ dodatniej okreslonosci
miar. Obecnos¢ giffenéw na rynku nie dotyczy jedynie futurystycznych wizji, w
ktoérych maklerzy posluguja sie wyrafinowanymi urzadzeniami, zapewniajacymi
mozliwoé¢ stosowania strategii kwantowych. Rapitan Robert Giffen wskazal ad-
dytywna miare, nie spelniajaca warunku dodatniej okres$lonoéci, ktora istniala
realnie na rynku, jeszcze w latach czterdziestych XIX w. [Sti47], wyprzedzajac
tym pierwsze dokonywane przez fizykéw obserwacje zjawisk kwantowych. Wy-
razona opisem przyczyn odstepstw od prawa popytu interpretacja tego braku

Ipatrz uzasadnienie Nagrody Nobla z 1996 roku z ekonomii
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dodatniej okreslonosci miary nie sprawia powaznych trudnosci nawet mlodym
adeptom ekonomii. Za$ pracodawcy chyba zawsze uwazali, ze podaz pracy,
jako funkcja wynagrodzenia, rzadko kiedy cechuje si¢ monotonicznoscia.

Wyroéznione ustaleniem polaryzacji aukcje pierwszej i drugiej ceny znajduja
swoje odpowiedniki w rozwiazaniu Knastera problemu pragmatycznego podzia-
tu, tj. polaczonego z oplatami kompensacyjnymi przydziatu niepodzielnych cze-
$ci majatku [LR64, Pio99a]. Ow dualizm mozna byloby odnalezé nawet wérod
roznych systemoéw wyborczych, ktére, podobnie jak aukcje, stanowia procedu-
ry rozwiazywania zagadnien sprawiedliwego podzialu [BT96]. Moze spoleczne
frustracje, zwiazane z ulomno$ciami ordynacji wyborczych, sa sygnalem Swiad-
czacym o aktualno$ci podejmowania takiego tematu.



Rozdziat 20
Romputer kwantowy instrumentem gry

rynkowej

Tradycyjne dewizy postepowania os6b rozsadnych sklaniaja je do kierowania
si¢ analiza wczes$niej juz poznanych sytuacji. Poddanie si¢ tej zasadzie skutkuje
czynami, ktore retrospekcja wyrédznia, sposrod innych mozliwych dzialan, ja-
ko niosace szczegolne korzysci. Nauki $ciste (i sztuka wojenna) wypracowaly
jeszcze jeden, niekonserwatywny schemat post¢powania, pozwalajacy odkry-
wac¢ nowe mozliwosci. Polega on na rozwazaniu napotkanego problemu z per-
spektywy odwrotnej chronologii niz w tradycyjnej metodzie. Poddaje rewizji
przyjete aksjomaty czy decyzje pod katem okreslonych celéw do jakich moga
one prowadzi¢. Czy powinnidémy tkwi¢ w przekonaniu, ze graczom operujacym
na przysztych rynkach, ktorzy beda mogli korzysta¢ z osiagnie¢ kwantowej
technologii, wystarczy klasyczna wiedza, klasyczny komputer i intuicja oparta
na klasycznych nawykach? Przedstawione nizej wywody zawieraja omowie-
nie wybranych aspektéw funkcjonowania kwantowego rynku, umozliwiajacego
osiaganie unikalnych zyskow z transakcji. Zmieniajac niektére przyzwyczajenia
mozemy znalez¢ w instrumentarium odkrytym przez badaczy elementarnych
zjawisk natury metody skuteczniejszego prowadzenia gier, bez ktérych niewy-
obrazalne jest funkcjonowanie naszej cywilizacji. Takie nowe gry same nie sa w
stanie kreowa¢ cudownych efektéw w postaci pomnazania déobr handlowych,
jednak dynamizujac transakcje zwigkszaja efektywno$¢ rynku i tempo prze-
plywu kapitalu w kierunku skuteczniej dzialajacych graczy (podmiotéw ryn-
kowych). Organizacja rynku kwantowego nie oznacza koniecznoéci stosowania
powstajacych dopiero technologii. Z pewnoécia dla cel6w poznawczych wystar-
czylyby symulacje. Przeciez fizycy potrafia niezwykle precyzyjnie przewidzieé
rezultaty eksperymentéw dotyczacych zjawisk kwantowych, cho¢ sadzimy, ze
stosuja do tego narzedzia rachunkowe podlegajace regulom $wiata klasycznego.
Dla os6b zadnych nowych doznan samo doskonalenie nietrywialnych umiejet-
nosci postugiwania si¢ strategiami kwantowymi moze sta¢ si¢ unikalna atrakcja.
Nie musza one czeka¢ na ewolucyjne zmiany procedur transakcji rynkowych.
Im wystarczy automat do gry hazardowej o nazwie ,rynek kwantowy”.
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§ 1. Interferencje decyzji kupieckich

Rozwazmy handel pewnym dobrem & prowadzony wedlug mozliwie naj-
prostszych kwantowych regul decyzyjnych. Nie jest naszym celem okreslanie
technicznych sposobow realizacji takiej gry rynkowej, wystarczy wiec stwier-
dzi¢, ze stosujac elementarne i dobrze znane fizykom technologie, niewatpliwie
nizej analizowana gre mozna toczyc¢ juz obecnie. Zacznijmy od przedstawienia
formalizmu koniecznego do opisu najprostszego wariantu kwantowej gry ryn-
kowej. Niech strategia |0) oznacza, ze gracz sprzedajac dobro & zaakceptuje
jego niska cene, za$ |I) — ze sprzedajac zgodzi sie¢ na wysoka cene i niech
2€C. Rodzina {|z)} wektoréw zespolonych |z) := |0) + z|I) (wraz ze strategia
| £00) := |I)), sparametryzowana wspolrzednymi niejednorodnymi przestrzeni
rzutowej CP!, reprezentuje wszystkie kwantowe strategie gracza rozpiete przez
|0) i |I). Wspolrzedne wektora |z) (¢-bitu) w bazie (|0}, |I)), po unormowaniu, sa
amplitudami prawdopodobienstw podjecia przez gracza odpowiednich decyzji
o sprzedazy, korzystnej dla niego badz nie. Wygodne jest parametryzowanie
strategii |z) punktami sfery S, ~ C. Wtedy kat ¢ := argz i kat 0 := arctg|z|
pomiedzy pionem, a prosta taczaca biegun pélnocny z punktem na plaszczyz-
nie C, podpierajacej sfere S, w rzucie stereograficznym, stanowia wspotrzedne
geograficzne (i, ) na sferze.

Zgodnie z opisanym w rozdziale 15 kwantowym modelem rynku, ta sama
strategia |z) przedstawiona w nowej bazie (|0'), [I')) bedacej fourierowskim ob-
razem bazy (|0), |I))’

(20.1) 2) = 10) + 2 [I) = 0') + 1= |I')

opisuje decyzje gracza dotyczace kupna dobra &. W tym sensie kwantowe
decyzje popytowe kupca stanowia fourierowski obraz jego preferencji poda-
zowych, Inwolutywna homografia F : |n) — |n/) = %Zinzo(—l)wmﬂm%
n=0,, w bazach (|0), |I)) i (]0'), |I'}) jednakowo okreslona macierza Hadamarda
(11
vz \1l -1
przestrzeni wektorowej. Wektor bazowy |0) oznacza akceptacje przez gracza
wysokiej ceny dobra & przy jego kupnie (czyli przy sprzedazy jednostek pie-
nieznych po, tym razem wyrazonej w jednostkach dobra, niskiej cenie), a |I')
zgode kupujacego na niska cene &. Jak wyzej juz wspomniano, kwadrat modulu
liczby z parametryzujacej strategi¢ gracza

|2) = 10) + || "==)T)

, jest odpowiednikiem transformacji Fouriera dla dwuwymiarowe;j

'bazy (0), 1)) i (|0'),|I')) sa przyktadem tzw. baz sprzezonych, ktérych definicja odwoluje
sie do jednoczes$nie skrajnie niemierzalnych obserwabli na skoficzenie wymiarowych przestrze-
niach Hilberta, zob. [Wie83|
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posiada interpretacje majaca swoj odpowiednik w tradycyjnych (niekwanto-
wych) modelach stochastycznych w postaci wagi (miary) zdarzenia polegaja-
cego na akceptaciji sprzedazy dobra & po cenie wysokiej, przy przyjeciu z wa-
ga jednostkowa decyzji alternatywnej gracza (polegajacej na akceptacji sprze-
dazy po niskiej cenie). Faza ¢ := arg(z) parametru z jest jednak specyficz-

na wlasnoscia modelu kwantowego. Dla ¢ = 0 modul wyrazenia 1= osiaga
|12l

, za$§ dla ¢ = m — najwigksza, réwna od-

warto$¢ najmniejsza, rowna

1+|z]
wrotnoéci tamtego minimum. W dwo6ch innych wartoSciach fazy ¢ = 7, 37”
modul czynnika % przyjmuje warto$¢ jednostkowa (odpowiada to jednako-
(21092 Kall)]?

wym prawdopodobienstwom ). Zmiana fazy ¢, cho¢ nie zmieni

zZ|z Z|z
pri'n'l;dopoé(‘)l;ieﬁstw tego, ze kupiec zaakceptuje
tania badz droga sprzedaz &, to jednak pozwala w
szerokim zakresie zmienia¢ prawdopodobienstwa
\ Jjego aprobaty dla drogiego i taniego kupna tego
S dobra. Alternatywne preferencje cenowe zbywa-
« jacego dobro & kupca interferujac na rézne spo-
soby wyznaczaja odmienne jego zachowania w
roli kupujacego. Podobne spostrzezenia, tym ra-
zem wskazujace na modyfikacje zachowan poda-
zowych, dotycza fazy wspodlrzednej niejednorodnej strategii |z), przedstawionej
w bazie (|0'), |I')). W taki sposob jedna kwantowa strategia moze by¢ niewiele
mniej uzyteczna niz dwie, niezalezne jedna od drugiej, strategie klasyczne. Me-
chanizm ten pozwala uzyska¢ nieosiagalne w modelach klasycznych korzysci z
handlowania. Pamieta¢ jednak nalezy, ze istnieja inne dogodnoséci preferujace
uzywanie strategii kwantowych. Warto tu wspomnie¢ ceche charakterystyczna
dla transakcji opartych na przeliczalnie wymiarowych przestrzeniach Hilberta.
Jest nia osiaganie maksymalnego zysku w punkcie stalym taktyki, co daje kup-
cowi prosta i szybka metode dostosowywania si¢ do zmieniajacego si¢ rynku
[Pio03].

§ 2. Niekolektywne taktyki kwantowe

Elementarnymi taktykami kupca sa inwersje jego zachowania. Decyduje on
wtedy o diametralnej zmianie strategii: akceptacje sprzedazy (czy kupna) do-
bra & po cenie niskiej zastepuje on akceptacja sprzedazy (kupna) & po cenie
wysokiej i vice versa. W bazie (]0),|I)) takiej zmianie strategii sprzedazy X
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0 1
v=(10)

X? = 1. Analogiczna inwersje strategii kupna powoduje taktyka (macierz Pau-

liego o3)
, (1 0
= )

gdyz X' = FX F. Poniewaz X i X’ sa wzajemnie transformatami Fouriera, wiec
ich suma winna byé¢ niezmiennikiem tego przeksztalcenia. Ow niezmiennik re-
prezentuje w obydwu bazach macierz Hadamarda, bowiem F = % (X + 7).
Oznacza to, ze dla ustalonych amplitud prawdopodobienstw akceptaciji transak-
cji zamiana podazy z popytem F jest taktyka®.

Dla przedstawienia znaczenia i przydatnoSci symetrii podazowo-popytowej
taktyk X i X’ rozwazmy zmiane strategii |z) zwiazana z jedna z czterech funkcji
gr: {0,1} —{0,1}, k=0,..., 3, ktdrej celem jest ustalenie, czy ta nierozpoznana
wczesdniej funkcja g- jest stala. Aby osiagna¢ taki zamiar wystarczy poprzestac
na taktykach G; odpowiednio zmieniajacych znaki wspoélrzednych jednorodnych
strategii |z) np. w bazie podazowej

Gel2) = (~1)O10) + (~1)z 1)

Owymi inwolucjami sa: trywialna taktyka tozsamosciowa Gy=G; =1 dla funk-
cji stalych ¢o(0) = go(1) =0 i ¢1(0) = ¢1(1) = 1 oraz inwersja strategii kupna
G2 =G3=AX" dla pozostalych dwéch funkeji g2(0) =g3(1) =01 g3(0) =g2(1) =1.
Trzeba wiec zmierzy¢, czy po uzyciu taktyki FG,F (réwnej I dla k=0, 1, badz
X dla k=2, 3) zmieni sie¢ podazowa strategia gracza, ktéra pierwotnie ma posta¢
|0) (lub |I)). Ten prosty sposéb rozstrzygania o stalosci funkcji g, poprzez jed-
noczesne operowanie taktyka G na superpozycji dwoch (podazowych) strategii
bazowych, w naszym wariancie majacej posta¢ F|0) =|0) =|0) + |I), zwany jest
wyrocznia Deutscha’. Cho¢ raczej akademicki, jest on jednak godny szczeg6l-
nej uwagi, gdyz dobrze obrazuje unikalny mechanizm kwantowych rachunkéw
rownoleglych. Przeprowadzenie strategii > wymaga czasu potrzebnego do wy-
znaczenia tylko jednej wartosci funkcji g», gdyz G» operuje na pozostajacych w
interferencji everettowskich $wiatach réwnoleglych [Deu98|. Moze sie¢ wyda-
wac, ze rownie szybka jest niekwantowa metoda identyfikacji, polegajaca na
odczycie starszego bitu indeksu £ funkcji gx, jednakze wymaga ona wcze$niej-
szego skatalogowania (wiec poznania, zmierzenia) wszystkich funkcji go, g1, 9o,

gs.

odpowiada macierz Pauliego o1,

2we wzorze (20.1) mieliémy do czynienia z transformacja alias, a tu F jest transformacja

alibi, zob. rozdz. 1 cz. 1 tej monografii
3przedstawiona metoda orzekania jest wariantem pierwszego algorytmu kwantowego, za-
proponowanego w 1985 roku przez Davida Deutscha [DEL00]
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Poslugujac sie taktykami X i X’ mozemy skonstruowa¢ dowolna niekolek-
tywna taktyke kwantowa®, gdyz brakujaca do kompletu generatoréw algebry
Liego su(2) macierz Pauliego o9 reprezentuje taktyke i ¥ X’ w bazie (|0), |I)).
Odwrotno$¢ rzutu stereograficznego C — S, zadaje formuta Sy > (11, 79, 23) =

E.(7), gdzie wektor E,(7) = <Z<‘;'|;‘>Z ) jest warto$cia oczekiwana wektora ma-
cierzy (taktyk) Pauliego & := (01, 09,03) dla strategii |z). Dzieki tej zalezno-
Sci tworzace grupe SU(2) ¢-bitowe taktyki, reprezentowane macierzami o jed-
nostkowym wyznaczniku, mozna sparametryzowac elementem C (podobnie jak

strategie) oraz katem « € [0, 7]:
(20.2) SU(2) 53U, = e @7 FT) — Jcosa+i17-E.(7) sina.

Wspélrzedne (cos o, E.(7 ) sina) € R* pokrywaja jednokrotnie tréjwymiarowa
sfere Sz (cos? a + E%(7) sin® a = 1). Zmiane postaci taktyki U, ., przy przejsciu
z obrazu podazowego do popytowego wyznacza homografia (20.1):

(20.3) U, y=FU.o F=Ui—:

142 o

Wilasno$¢ (20.3) wyréznia wspolrzedne (z,«) transakcyjnej taktyki g-bitowej
spoérod innych parametryzacji sfery Ss.

Powyzsza rynkowa interpretacja grupy SU(2) moze zosta¢ odczytana jako
adaptacja dla opisu procesu transakcji logiki falowej [Orl82, CK02], sugerowa-
nej przez wi¢zionego w obozie na Uralu Jurija Orlowa do modelowania stanéw
mentalnych. Warto wiec zwréci¢c uwage na istotna roznice miedzy tymi po-
dejéciami. W opisujacej stan $wiadomosci logice falowej operator X’ dotyczy
subiektywnych watpliwoéci pojedynczej osoby o prawdziwosci badz falszywo-
Sci stwierdzenia, dla ktorego logika klasyczna (zewnetrzna) reprezentowana jest
pewna ortogonalna baza przestrzeni C*> wspoélrzednych jednorodnych g¢-bitu.
Zaproponowana tu interpretacja eksponuje operacyjne wlasnosci X’ (czy dual-
nego don odwzorowania X') pozwalajace calkowicie odmieni¢ reakcje popyto-
we gracza, przy jednoczesnym zachowaniu niezmienionego sposobu sprzedazy.
Prowadzi ona raczej do opartej na grach kwantowych konstrukgeji logiki transak-
cyjnej, w ktoérej wartosci prawdy lub falszu bylyby ocena uzytecznosci strategii
na podstawie osiagnietych za jej pomoca wyplat. Taki utylitarny relatywizm lo-
giczny wydaje sie zgodny ze sposobem postrzegania nauki (w tym matematyki)
przedstawionym przez Davida Deutscha [Deu98].

*czyli przeksztalcajaca pojedyncza strategie (¢-bit) liniowa operacje unitarna (zachowujaca
miare prawdopodobienistwa), w teorii ukladéw obliczeniowych zwana bramka ¢-bitowa
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§ 3. Funkcja Wignera jednej strategii

W rozwazaniach skutecznoéci kwantowej gry rynkowej prowadzonych w
nastepnym paragrafie ograniczamy si¢ do najkorzystniejszej dla gracza polary-
zacji targow’. Jest to gra z niekwantowym rynkiem, oferujacym jednolita cene
kupna i sprzedazy. Poza tym uwzgledniamy jedynie przypadek, gdy transakcje
kupna i sprzedazy zachodza z jednakowa intensywnoscia (gdyz wtedy efekty
kwantowe sa najwieksze). Oznacza to, ze typ transakcji (kupno, badz sprzedaz)
okresla pomiar strategii gracza, ktéry polega np. na jednakowo prawdopodob-
nym sprawdzeniu czy znajduje sie¢ ona w stanie |0), czy w stanie |0’). Latwo
mozna uogdlni¢ prezentowane tu wyniki na dowolne intensywnosci transakcji
kupna i sprzedazy, o ktorych powinien decydowac grajacy. Interesujaca meto-
de uwzglednienia réznych intensywnosci kupna i sprzedazy, jak i bezposred-
nio zwiazany z tym zagadnieniem sposob identyfikacji funkcji Wignera, oferuje
tomografia kwantowa®. Dla prostoty rachunkowej zal6zmy, ze na rynku moga
wystapic jedynie dwa poziomy cenowe: cena niska i cena wysoka, a takze przyj-
mijmy, ze korzystne transakcje przynosza graczowi wygrana (wyplate) réwna
1, niekorzystne za$ wyplate —1. Niedojscie transakcji do skutku to zerowa war-
to$¢ wygranej. Przykladowo: w sytuacji niskiej ceny & gracz akceptujacy tania

00’ 01’ 10’ 11/
niskacena | —14+1=0]| —-14+1=0]04+1=1|0+1=1
wysoka cena 1-1=0 1+40=1|1-1=0|1+0=1

Tabela 20.1. Macierz wyplat (wygranych kupca).

sprzedaz (|0)) i kupno po cenie wysokiej (|0)’) straci na sprzedazy (wygrana
—1) lecz zyska na kupnie (wygrana 1), bowiem akceptujac cene wysoka & tym
chetniej zakupi to dobro po cenie niskiej. Jego sumaryczna wygrana wyniesie
—1+1 =0. Pelna macierz M wyplat gracza przedstawia tabela 20.1. W przypad-
ku klasycznych strategii optymalna metoda gry jest oczywista. Nalezy stosowac
dwie niezalezne strategie: kupowac tanio i sprzedawac drogo. Dla kupca graja-
cego klasycznie optymalny sposoéb gry daje wygrana w wysokosci % na jedna
strategie (gdyz cena nie moze by¢ jednoczeénie wysoka i niska). Jaki sposob
gry optymalizuje przecietna wygrana w przypadku strategii kwantowych? By
odpowiedzie¢ na to pytanie nalezy wyznaczy¢ miare (tzw. funkcje Wignera) z
jaka, obliczajac wartos¢ oczekiwana macierzy wyplat, powinni$my uwzgledniac¢

Sz0b. rozdz.18
btechnika ta, wykorzystujaca transformacje Radona [Leo96], w wariancie przeliczalnie wy-
miarowych przestrzeni strategii byla oméwiona w rozdziale 17
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wszystkie warianty koniunkcji zachowan gracza, polegajacych na akceptaciji ce-
ny niskiej (wysokiej) sprzedazy i ceny niskiej (wysokiej) kupna. Funkcja Wignera
dla strategii kupieckiej |z) ma posta¢ macierzy 2x2 o elementach [MLIO1]|

Wi (€8 0) = 2 (1 + (—1)* cos 20 + (—1)™'V/2sin 26 cos(p — (-1)Fz)),
k,m' = 0,1. Wielko$§¢ Wy, (z) stanowi miare’ uwzgledniania stanu kwantowe-
go |z) tak, jak gdyby znajdowal sie on jednoczesnie w stanie (1—£k)[0) + & |I)
oraz w stanie (1—m')|0") + m/|I'). Sumy elementéw kolumn czy wierszy macie-

0 n 2n

Ny
Ny

ENB
&

0 n 2n

Rysunek 20.1. Geograficzna projekcja kwantowych strategii kup-
ca. Gorna krzywa, odpowiadajaca dwoém okregom stykajacym si¢
w polnocnym biegunie sfery, zadana jest funkcja 6(p) =
1 sin 2¢

5 ArCCos oy 2 °

rzy W (z), zgodnie z jej wlasno$ciami, sa odpowiednio prawdopodobienstwami
zaobserwowania kupca poslugujacego sie strategia |z) w stanach |0), |I), |0'),

19%

Woo(z) + Wori(2) = |<<ﬂ|(l>>| , Whio(2) + Whi(z) = |<(i||lz>)| ,
(=)0} 2 N

Woo(2) + Wio(2) = , Woi(2) + Wii(z) = isd

(z]2)
Powyzsze sumy, bezposrednio wyznaczalne przez pomiar, musza byc¢ dodat-
nio okreslone. Analogiczne spostrzezenie dotyczy sum diagonalnych elementow

macierzy W(z), gdyz sa one prawdopodobienstwami zarejestrowania strategii
|z) w stanach |i) oraz | — i):

=1
(z[2)(ili)

"niekoniecznie dodatnio okreslona

WlO( )"‘WOl( ) |<Z|_i>‘

(204) Woo(Z) + WH(Z) m .
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Pomiaru wielko$ci (20.4) mozna dokona¢ badajac popyt lub podaz strategii po
uprzedniej jej transformacji za pomoca odpowiedniej taktyki. Reasumujac, za-
uwazyliémy nieujemno$¢ sumy dowolnych dwoch elementéw macierzy W(z).
Stad wniosek, ze dla ustalonej wartoéci parametru z tylko jeden element ma-

Rysunek 20.2. Sfera strategii S;, ktérej promien zostal zdeformo-
wany o wielko$¢ odstepstwa od dodatniej okreslonoéci funkcji Wi-

gnera strategii. Jest ono najwi¢ksze dla strategii z = i(@ (1-—

D)

cierzy W (z) moze przyjmowa¢ warto$¢ ujemna. Sposdb na osiaganie sukce-
sow nieznanych strategiom klasycznym jest prosty. Nalezy interesowac si¢ stra-
tegiami kwantowymi |z), dla ktérych ujemny element macierzy W (z) odpo-
wiada najmniejszemu elementowi macierzy wyplat. Rysunek 20.1 przedstawia
mape obszaréw sfery S, niedostepnych zadnym strategiom klasycznym. Bia-
le, ciasno rozmieszczone na powierzchni sfery koliste plamy, to cztery strefy
w ktérych macierz W (e tg6) nie jest dodatnio okreslona. Wyznaczajace je
graniczne okregi sa czterema rodzinami strategii z(¢) = +(1 + (1 — i) tg %) i
2(¢) = £1(v2e + 1 —1i), ¢ € [—m, 7). Przyjmujac na S, miare niezmiennicza
wzgledem ¢-bitowych taktyk stwierdzamy, ze klasycznie niedostepne obszary
zajmuja powierzchnie¢ sfery najwieksza, jaka tylko moglyby zajmowaé. W tym
sensie teoria kwantowa jest propozycja ekstremalna.

Warto jest zobrazowaé odstepstwo ~ funkcji Wignera od dodatniej okre-
Slonosci, wlasciwej klasycznym gestosciom prawdopodobienstw. Wielkos¢ x
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decyduje o atrakcyjnosci strategii kwantowych. Wyrazmy ja najmniejszym ele-
mentem macierzy W (z), czyli k(p,0) := —n%iln Wi (e, 0), w obszarze parame-

trow strategii, gdzie W (z) nie jest dodatnio okreslona (w obszarach o dodatnio
okreslonej macierzy W (z) niech x(p,0) := 0). Rysunek 20.2 przedstawia sfe-
re strategii kupieckich o promieniu r zdeformowanym przy pomocy tej funkciji
wspolrzednych geograficznych (r — (1 + 2 k(p, 0)) 7).

§4. Niekolektywna gra z rynkiem proponujqcym ceny

Niech z prawdopodobienstwem p rynek oferuje wysoka cen¢ &, zas cene
niska z prawdopodobienstwem 1—p. Gdy macierz wyplat M przyjmuje wartoSci
zawarte w tabeli 20.1, to przecietna wygrana kupca wynosi

w(p,z) :==E(M) = (1 —p)(Wig + W) +p (Worr + W) =

p(1—2)(1 -2 +2(1 —p)l2’
L[] '

Strategia maksymalizujaca warto$¢ oczekiwana wygranej w(p, z) jest, z wyjat-

kiem skrajnych przypadkéw p = 0, 1, giffenem”:

1—0p 1—p\2
) = 2 i (22
p p
7T7T]7

Na sferze S, rodzina ta wypelnia ¢wiartke wielkiego okregu ¢ =7, 6 € [, §
a w polowie tego luku znajduje si¢ optymalna strategia dla p = % (o najwiekszej
poérdd strategii optymalnych dewiacji ), ktorej macierz Wignera ma postaé

W(w,gw)zl(l_ﬁ ! )

p (Wor — Wig) + Wig + Wiy =

4 1 14++v2

i odpowiada strategii bedacej punktem stalym taktyki XX’ FX’'X. Interesujace
jest, ze przy p = 5 najgorsza dla kupca strategia kwantowa, przynoszaca zysk
2_4‘/5, jest punkt staly taktyki F rowny z = /2 — 1, czyli strategia jednakowa w
interpretacjach podazowej i popytowej. Takze i wtedy uzyskany w grze wynik
jest lepszy od najgorszego rezultatu osiagalnego klasycznie.

Omawiana gre da si¢ w prosty sposéb uogolni¢ na realistyczna sytuacje do-

wolnych cen rynkowych dobra &. Taki kwantowy rynek mozemy postrzegaé

8W rozdziale 15 odnajdziemy definicje giffena jako strategii, ktorej nie odpowiada zadna
dodatnio okreslona gestos¢ prawdopodopodobienstwa. Co prawda odpowiadajaca funkcji Wi-
gnera skumulowana warunkowa funkcja podazy (badZz popytu) jest w tym przypadku zgodna
z prawem podazy (popytu), jednak nie moze byé ona bezposrednio mierzalna (pojawiaja sie
warto$ci miary warunkowej wieksze niz 1).
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Rysunek 20.3. Wykres maksymalnego zysku jako funkcji in-
tensywnosci p wystepowania ceny wysokiej, Wpax = % +

£+ 1 (p— 3)? (najwiekszy zysk w grze klasycznej to 3).

jako sume (z punktu widzenia wygranej) gier ¢-bitowymi strategiami, prowa-
dzonych przez gracza o kazda cyfre (cena niska — 0, cena wysoka — 1) rozwi-
niecia binarnego logarytmu ceny &. Uzycie funkcji logarytm uniezaleznia gre
od stosowanych jednostek pienieznych, czy jednostek miary dobra &.

§5. Alianse

Przejdzmy do rozwazan dotyczacych gier z rynkiem klasycznym, w kto6-
rych dopuszczamy by strategie N graczy mogly oddzialywac¢ wzajemnie na
siebie. N-g-bitowy stan gry (mozemy go interpretowac jako kolektywna, kwan-
towo splatana strategie gry z rynkiem”’) jest teraz elementem przestrzeni CP M1
Jego wspolrzedne jednorodne stanowia element iloczynu tensorowego wspol-
rzednych jednorodnych ¢-bitowych przestrzeni strategii kwantowych poszcze-
golnych graczy.

Badajac wlasnosci unitarnych transformacji tych przestrzeni opracowano
sposoby efektywnego otrzymywania wynikéw w problemach trudnych oblicze-
niowo na maszynie Turinga, wiec nie nadajacych si¢ efektywnie realizowac
na klasycznych komputerach [NC00], dlatego uklady te zwyklo sie nazywac
komputerami kwantowymi'’. W przypadku kwantowych gier rynkowych do-
wolna N-g-bitowa transformacja unitarna wydaje si¢ akceptowalna jako takty-
ka kolektywna graczy, gdyz posiada naturalna realizacj¢ w postaci zaskakujaco

rynek klasyczny moze byé np. wystarczajaco duzym zespolem statystycznym strategii ko-
lektywnych, uzupelnionym o wykonujaca pomiary podazy i popytu izbe rozrachunkowa, ktéra
wyznacza optymalne wartosci cen, zob. rozdz. 15



300 20. KOMPUTER KWANTOWY INSTRUMENTEM GRY RYNROWEJ]

prostych operacji, zadawanych w jednoznaczny sposob przez poszczegoélnych
graczy, badz przez ich pary. Dla jej przedstawienia wystarczy wprowadzi¢ dwu-
g-bitowa inwolutywna bramke C, ktora nietozsamosciowo dziala jedynie na pod-
przestrzeni strategii dowolnie wybranych dwoch graczy i ma tam nastepujaca
postac:

(20.5) C=1(I+X)@I+i(I-X)oX.

Jesli pierwszy z graczy sprzedajac & akceptuje wysoka cene (gra strategia |I)),
to w wyniku operacji C strategia drugiego gracza dozna inwersji, a nie ule-
gnie zmianie, gdy pierwszy gracz godzi si¢ na sprzedaz po niskiej cenie. W
interpretacji rynkowej nazwiemy bramke C aliansem''. Jezeli rozwazamy efekty
aliansu C po stronie operacji kupna (baza (|0')), |I'))), to okazuje sie wtedy, ze
role graczy ulegaja odwroéceniu, co wynika z nastepujacego rachunku:

(20.6)

C'=(FoF)(3(I+XNQI+1(I-X)0X)(FOF) = I (I+X)+X®i(I-X').

Rozroznienie kto kim manipuluje podlega transpozycji w zaleznosci od poda-
zowego czy popytowego kontekstu.

| L{zva L

Rysunek 20.4. Elementy skladowe ukladu kwantowego: strategia
gracza (z lewej), ¢-bitowa taktyka (Srodkowy), alians C (z prawe;j).

Prawie wszystkie bramki dwu-¢-bitowe posiadaja wlasnos¢ uniwersalnosci,
tzn. przy uzyciu prawie kazdej z nich mozna zbudowa¢ dowolna transformacje
unitarna kolektywnej strategii [DBE95|. Jednak w przypadku kwantowych gier
rynkowych szczegolnie przejrzystym interpretacyjnie zabiegiem jest przedsta-
wianie taktyki kolektywnej N graczy jako ukladu zlozonego z sekwencji roz-
nych operacji U, , w jednowymiarowych g¢-bitowych podprzestrzeniach strategii
graczy oraz z alianséw C pomiedzy nimi'”. Dlatego alianse mozna traktowac ja-
ko jedyny mechanizm stuzacy do zawiazywania gier kolektywnych. Wszystkie

0skonstruowany w oparciu o wspélczesna nam technologie komputer kwantowy moze w
zasadzie sklada¢ sie z wielu kwantowych ukladéw liczacych i czesci pomocniczych (takich
jak urzadzenia stabilizujace jego prace, korektory bledéw, interfejsy itp.), jednak jako$ciowa
przewaga mozliwych do uruchomienia na takiej maszynerii algorytméw wynika z unikalnych
wlasnosci ukladu kwantowego

My literaturze przyjela sie dla tej bramki nazwa controlled-NOT, jednak (nawiazujac do
definicji klasycznego odpowiednika) sugeruje ona niesymetryczne efekty takiej operacji wywo-
lane kontrola drugiego z graczy przez pierwszego, co w Swietle dalszych uwag nie znajduje
uzasadnienia

2mozliwosé konstruowania dowolnego elementu grupy SU (2™V) tylko z takich bramek zo-
stala wykazana w pracy [BBC" 95|
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elementy potrzebne do zbudowania kwantowego ukladu gry odnajdziemy na
rysunku 20.4. Uogolnienia gry na dowolne wartoéci cen czy wigksza ilos¢ dobr
transakcyjnych jedynie powi¢kszaja zlozonos¢ takich ukladow.

Nie tylko wrazenie kontrolowania strategii podlega transpozycji. Gracze mo-
ga wymienia¢ sie swoimi strategiami (a w konsekwencji moze dochodzi¢ do
dowolnej permutaciji strategii). Wystarczy zauwazy¢, ze wymiana taka skutkuje
odpowiednie zlozenie trzech alianséw 7 = C C'C, patrz rys. 20.5. Tak wiec wzoér
(20.6) ma posta¢ C'=7TC7T. W sytuacji gdy sprzedajacy akceptuje niska cene

D A O

Rysunek 20.5. Taktyka wymiany strategii 7 jako wynik trzech aliansow.

alians C pozwala innemu graczowi zmienic¢ strategi¢ tamtego, w pelni korelujac
ja z wlasna, tzn. doprowadzajac do zgodnej z wlasna dwu-¢-bitowej strategii
splatane;j:
(20.7) C[2)|0) = C|0)[0) + zC[1)|0) = [0)|0) + z [D){T) .
Strategie sprzedazy przy cenie wysokiej alians sprowadza do antyskorelowanej
strategii splatane;j:

Clz)|T) = 0)[T) + 2[D)]0) .
Analogiczne (transponowane wzgledem powyzszych) manipulacje zachodza w
kontekscie popytowym.

§6. Alianse a pomiar i interferencja

Alians jest transformacja pozwalajaca graczowi rynkowemu poznac stan po-
pytowy lub podazowy innego gracza na podstawie pomiaru stanu wlasnej, prze-
ksztalconej po zawartym aliansie, strategii. Wynika to z nastepujacych wlasno-
4ci aliansu'”’

Cl0)[m') = [m)|m"), C|m)|0) = [m)|m),
gdzie m = 0,1, ktére kolejno zobrazowane sa przez diagramy znajdujace si¢
na rysunku 20.6. Warto tu zauwazy¢, ze lewy diagram przedstawia pomiar
obserwabli X', a prawy — obserwabli X”.

Ze wzgledu na istniejace glebokie analogie z tematyka biezacego rozdzialu
warto w tym miejscu uczyni¢ dygresje o zaproponowanej w 1970 roku przez

Bbedacych szczegolnymi przypadkami wlasnosci (20.7) w kontekscie popytu i podazy
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0’>Tff?’> T
—— |0) —&—|7)

Rysunek 20.6. Alians jako spos6b poznawania strategii innego
gracza w kontekstach popytu i podazy. Znak ,~—-<" na prawym
koncu linii ¢-bitu symbolizuje odpowiedni pomiar.

Stephena Wiesnera idei wytwarzania niemozliwych do podrobienia pieniedzy
[Wie83]. Ta pierwsza konstrukcja myslowa funkcji jednokierunkowej opiera
si¢ na fundamentalnej wlasciwosci ¢-bitu, dlatego, w przeciwienstwie do swych
matematycznych odpowiednikéw [Sch95a), jest niekwestionowalna. Wyprzedza
ona o trzy lata pomys! Clifforda Cocksa'* zastosowania trudnej do odwrécenia
operacji na liczbach i pozwolila w 1984 roku Charlesowi Bennettowi i Gillesowi
Brassardowi wynalez¢ calkowicie bezpieczna kryptografie kwantowa, ktéra w
przeciwienstwie do popularnych obecnie rozwiazan opartych na kluczu publicz-
nym odporna jest na ataki z uzyciem komputera kwantowego. Niepodrabialny
banknot Wiesnera'’ opatrzony jest para numeréw, z ktérych jeden jest tajny.
Razda z cyfr tajnego numeru (podanych w systemie czwoérkowym) zakodowana
jest ¢-bitem wybranym odpowiednio sposrod elementéw ciagu (]0), [I), [0'), [I')).
Znajomos¢ sekwencji cyfr tajnego numeru umozliwia nieniszczaca weryfikacje
autentycznosci takiego banknotu, gdyz pozwala okresli¢ wlasciwa metode ich
odczytu, stanowiaca zapadnie (tajne drzwi) w jednokierunkowej funkcji Wiesne-
ra. Formalny kontekst popytowy badz podazowy cyfry zakodowanej w g-bicie
dyktuje konieczno$¢ wyboru sposobu pomiaru przedstawionego odpowiednio
na lewej badz na prawej czesci rysunku 20.6. W historii rozwoju teorii infor-
macji pomysl Wiesnera okazal si¢ by¢ zbyt wczesny, o czym Swiadcza klopoty
z jego publikacja, a przeciez jest niezwykle prosty i moglby si¢ pojawi¢ nawet
kilkadziesiat lat wczedniej — stan wiedzy fizycznej pozwalal na to.
Przeprowadzenie pomiaru niszczy ewentualne splatania strategii graczy. Dla-
tego splatania te moga utrzymywac si¢ jedynie dzigki nieSwiadomosci graczy
co do postaci wlasnych strategii. Interesujaca jest odmiana gier kwantowych z
uczestnikami o umyslach kwantowych (czy z obslugujacymi gre samoéwiado-
mymi automatami kwantowymi [Alb83]). W ramach interpretacji wielu Swia-
t6w'® [Deu9s] gracz taki ma $wiadomoséé whasnej strategii w kazdym z interfe-
rujacych ze soba Swiatéw. Jesli owe $wiaty nie rozdziela sig, a stan ten zostanie
poddany ewentualnym kolejnym transformacjom (taktykom) i w koficu pomiar

4w 1975 roku wraz z Jamsem Ellisem i Malcolmem Williamsem opracowal kryptografie z
kluczem publicznym. Szyfr RSA powstal niezaleznie w 1977 roku. Te i inne informacje dotyczace
historii kryptografii odnajdziemy w ksiazce [Sin01]

Bwspolczesna technologia nie pozwala na ich odpowiednio tania emisje

1opolskie stowo wszechswiat mogloby byé synonimem wielu $wiatéw
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strategii gracza zostanie przeprowadzony w odmienny sposo6b, to wtedy taki
kwantowy umyst bedzie charakteryzowala amnezja odnosnie tamtych odmien-
nych stanéw $wiadomosci. Umyst kwantowy, chcacy pozostawac na poziomie
unitarnej (wiec zdeterminowanej) ewolucji kwantowej, jest bezwolny, bo w pelni
na nia skazany'’. Méglby probowaé doprowadzi¢ do modyfikacji dalszej ewolu-
cji stosujac taktyke korzystna z punktu widzenia tego skladnika interferujacych
strategii, ktorego jest wlasnie Swiadom. Operacja taka komunikowala by infor-
macje o jego stanie, wiec bylaby réwnowazna z pomiarem niweczacym wszelkie
korzysci wynikajace z pozostawania w interferencji z innymi $wiatami. Jednak-
ze sama mozliwo$¢ zniszczenia, badz pozostania w interferencji, ktéra mogiby
posiada¢ $wiadomy stanu swej strategii umys! kwantowy, dawalaby mu prze-
wage nad umystem klasycznym. Tylko jego bierne pozostawanie w interferenciji
na skutek koniecznej amnezji wymknelo by sie jego pdzniejszej ocenie co do
tego, czy zachowal sie¢ utylitarnie, czy altruistycznie. W zaleznoéci od przyjmo-
wanej interpretacji teorii kwantowej wnioski z takich rozwazan moga si¢ nieco
rozni¢ pomiedzy soba. W kazdym razie uczestnicy gier kwantowych musza za-
chowywacé ostroznoé¢ w kontrolowaniu wlasnych strategii, zas sama procedura
dozwolonych pomiaréw winna stanowic istotna cz¢$¢ zasad prowadzenia gry.
Ograniczona znajomo$¢ wlasnych strategii gracza wchodzacego w alianse musi
skutkowa¢ charakterystyczna dla kwantowej rozgrywki spontanicznoscia.
Uwzgledniajac nastepujace tozsamoSci:

(IoX)C (I®X)
W enc-c el
(20.8) (X®I)C=C(XoX),
(T0X)C=C(X X

oraz, zgodnie z formula (20.2), postrzegajac ¢-bitowe taktyki i, , jako trans-
formacje zlozone z inwersji podazy X' i popytu A’ dochodzimy do wniosku, ze
kazda gre (strategie kolektywna) mozemy rozwazac jako superpozycje pewnych
prostych strategii kolektywnych, z ktérych kazda powstata w dwoch odrebnych
etapach': najpierw gracze zawarli stosowne alianse, a potem niektérzy z nich
wykonali pojedyncze inwersje podazy X lub popytu X’ lub obydwie te opera-
cje XX'. Przestawianie alianséw z ¢-bitowymi inwersjami w zaleznosci od ich
usytuowania nic nie zmienia, badz skutkuje klonowaniem tych ostatnich'.

"por. zagadnienie wolnego wyboru w oméwionym w nastepnym rozdziale paradoksie
Newcomba

Betapy te moga wystepowaé takze w odwrotnej chronologii

Yjest interesujace, ze takie same efekty pojawiaja sie przy przestawianiu alianséw tak na
lewo, jak i na prawo; prawe odpowiedniki tozsamosci (20.8) otrzymamy mnozaé¢ wystepujace
w (20.8) wyrazenia przez C z lewej i z prawej strony
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§ 7. Uwagi o rynkowych grach kolektywnych

Gre prowadzona jedynie z uzyciem taktyk 7 (wiec pozbawiona wlasno-
Sci nieznanych w grach klasycznych) zwykliémy wykorzystywaé do losowania
wygranej w sytuacjach, gdy nie dysponujemy stosownym instrumentem losuja-
cym [Gar66]. Polega ona na tym, ze osoba przeprowadzajaca losowanie® rysuje

0)4 I T 7|7)a
10)5 I I l Zaly:
De [ Ne

Rysunek 20.7. Losowanie bez przyrzadu losujacego — uklad zbu-
dowany wylacznie z transpozycji 7.

na kartce poziome linie odpowiadajace osobom bioracym udzial w losowaniu,
znaczy lewy koniec jednej z linii i zagina kartke tak, by pozostali nie widzieli
lewych koncowek. Wtedy reszta uczestnikow dorysowuje dowolna liczbe pio-
nowych kresek, z ktéorych kazda laczy dwie linie poziome. Rozstrzygnigcie lo-
sowania polega na wspoélnym odnalezieniu osoby na linii ktérej znajdowaloby
si¢ wyjScie z labiryntu zbudowanego zgodnie z rysunkiem, gdyby przechodzacy
labirynt wszed} wen z lewej strony w zaznaczonym miejscu, wchodzit w kazdy
napotkany pionowy korytarz, nigdy nie szed! w lewo i nie cofal si¢. Uklad przed-
stawiony na rysunku 20.7 daje wygrana Alicji (A). Przeprowadzane zgodnie z
powyzszym przepisem losowania sa sprawiedliwe, gdyz uczestnicy wybieraja
permutacje, ztozona z transpozycji zadanych przez nich zupelnie przypadkowo.

Rozwazmy prosty przyklad gry kolektywnej, dla ktorej nie istnieje klasyczny
odpowiednik. Nasza gre rozpoczynaja: Alicja (A) — gotowa na sprzedaz dobra
® po niskiej cenie i Bill (B) majacy ochote drogo kupi¢ &. Jednak, zamiast

|O>A I uz,a ’7a|7/>A
\WBJ b—|7)p

Rysunek 20.8. Gra ,mistrz i uczen” (supergeste kodowanie).

przystapi¢ od razu do transakcji (odpowiedniego pomiaru strategii graczy), Bill
zawiera alians z Alicja, po czym ona zmienia swoja strategie ¢-bitowa taktyka

Ymoze ona uczestniczyé w losowaniu, badz nie
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(20.2) i zawiera alians z Billem. W wyniku tej przedstawionej na rysunku 20.8
gry powstaje splatany stan kwantowy |z, a)4p € RP3C CP3:

(20.9) |2,0)ap :=C (U,a® I)C"|0)4|0")p =
cos(a) [0"4]0)p + i sin(a) (EZ(X) 1004|105 + E.(X") |[1Y4]0)5 + E.(XX') \I')A\I)B) )

Chociaz Bill nie moze nasladowac taktyki Alicji U, , klonujac jej strategie, to
przez obserwacje stanu (20.9) w sytuacjach gdy Alicja kupuje, a on sprzedaje,
wiele dowie si¢ o jej taktyce, gdyz pozna wzgledne proporcje skladajacych sie
na nia transformacji 7, X, &’ i XX’. Dla Alicji gra takze jest interesujaca, bo
pozwala na, stosowne do jej celow, skorelowanie strategii jej i Billa. Ze wzgle-
du na znaczenie omawianej gry dla teorii informacji nazywamy ja supergestym
kodowaniem [RP00]. Jesli Alicja i Bill sa oddaleni od siebie i dysponuja stanem
splatanym |0)4]0) 5+ |[I) 4|I) 5 (jest to kolektywna strategia Alicji i Billa przed
przeksztalceniem U, ,® I) to np. Alicja wybierajac jedna z czterech taktyk I,
X, X XX jest w stanie przekaza¢ Billowi wiadomos¢ o swym wyborze (2 bity
informacji) przesylajac mu tylko swoj pojedynczy ¢-bit w celu wykonania na
nim (wraz z ¢-bitem Billa) stosownych pomiaré6w. W czterech rzutowaniach na
stany ortogonalne |0')4]0)g, [0/4|D)z, [1N4]0)5 i |I')a|I)s tylko jeden z pomiar6w
da Billowi wynik pozytywny, bedacy trescia przekazanej wiadomosci’'. Prze-
kaz ten posiada gesto$¢ informacyjna nieosiagalna w klasycznych protokolach
transmisji danych i zapewnia doskonala poufnos¢, gdyz kazdy podstuch nieod-
wracalnie niszczy jego spojno$¢ kwantowa.

2) ')
|0") l ~|n)
Rysunek 20.9. Teleportaqa strategii |z | polegajaca na pomiarze

wlasnoéci taktyki U, := XM=1x"m= ”.

Jedli gracz wejdzie w alians z drugim (patrz rys. 20.9), ktéry wcze$niej za-
warl alians z innym graczem, wtedy ten trzeci, korzystajac z odpowiednich
pomiarow strategii pierwszego i drugiego gracza, moze w oparciu o te dwa bity
informacji tak przeksztalci¢ swoja strategie, ze bedzie ona identyczna z pierwot-
na strategia gracza pierwszego. Takie przejecie strategii przez pomiar dwoch
innych nazywane jest teleportacja [BBC 93, STL00]. Powyzsza wlasciwose jest

2odpowiedzi na dwa pytania: ,czy Alicja kupi drogo?” i ,czy Bill sprzeda tanio?” odkodo-
wuja tre$¢ wiadomoéci od Alicji



306 20. KOMPUTER KWANTOWY INSTRUMENTEM GRY RYNROWEJ]

konsekwencja nastepujacej, tatwej do sprawdzenia tozsamoéci’*:
2(CeI)(I®C)[2)[0)]0) =[0)]0)]z) + [0)[)X]|2) + [I)[0)X"]z) + [I) ) X X’|2) .

Przypomnijmy, Ze gracze nie mogq rozmnazaé strategii*’, lecz jeéli juz istnieje
kilka strategii jednakowych, to w grze kwantowej nie sposéb jest pomniejszyc
ich iloé¢ za pomoca jakiegokolwiek przyrzadu klasycznego®.

Analizowany w paragrafie 4 najskuteczniejszy sposéb prowadzenia niekolek-
tywnej kwantowej gry rynkowej jest oczywisty — w zaleznoéci od przyjetej za
warunek brzegowy strategii gry nalezy dobra¢ odpowiednia taktyke ¢-bitowa,
ktora w rezultacie doprowadzi nas do wyznaczonej strategii |zyax(p)) 0 naj-
wyzszym zysku. W grze kolektywnej powinnismy ustali¢ sposéb decydowania
o postaci taktyki graczy. Wydaje si¢, ze cala konstrukcje kwantowego ukla-
du gry powinni przeprowadza¢ sami gracze. Mozna np. przyjaé, ze kazdemu
z graczy wolno operowa¢ na wlasnym g¢-bicie i zawiazywac okreslona liczbe
alianséw z innymi, przy czym poszczegdlne alianse moga by¢ tajne (wiadome
jedynie parze graczy pozostajacej w aliansie), badz nie. Dla rozwazania takiej
gry jako autonomicznego rynku wystarczy uwzgledni¢ izbe rozrachunkowa,
ktéra oprocz mierzenia taktyk graczy obciaza ich kosztami gry, pomniejszajac
wyplaty wszystkich graczy jednakowo tak, ze suma wyplat jest zawsze zerowa.

Rynkowa kolektywna gra kwantowa moze by¢ wykorzystywana do pozada-
nego rozlokowania prawa dysponowania dobrem & (czy pieniadzem). Wtedy
bezposrednim celem gracza nie jest maksymalizacja wygranej, lecz jedynie od-
powiednie kwantowe splatanie za pomoca alianséw swej taktyki z taktykami
innych graczy. Dla uniknigcia rywalizacji o wyzsza wygrana mozna wprowa-
dzi¢ reguly gwarantujace bezzawistnos¢. Z powodu operacyjnej i informacyjnej
przewagi, jaka ma alians wstawiany w schemat kwantowy w dalszej kolejnosci
(po aliansach zawartych juz przez innych graczy), gwarancja taka moze pole-
ga¢ na pozostawieniu graczom, ktorzy zrezygnowali juz z zawierania aliansow,
prawa do wymiany strategii (CC'C), na zasadach zgodnych z procedura Banacha-
Knastera [BT96, Pio99a|. Dla N =2 takie rozwiazanie wystepuje w popularnej
metodzie sprawiedliwego podziatu: jeden dzieli, drugi wybiera®.

22gdg sie pamieta, Ze elementarne taktyki X', X', XX’ sa inwolucjami

24akaz klonowania, rozdz.18 §2

Z4wierdzenie o nieredukowalnoéci, rozdz. 19

Beywilizacje Morza Srodziemnego stosuja ta metode juz przynajmniej 2800 lat [BT96]. W
grach towarzyskich prawdopodobnie pojawila sie na Dalekim Wschodzie (zob. np. gra ren-
ju, http://www.playsite.com), wspolczesnie wystepuje takze jako ,swap rule” w grze hex, ktora
wymyslit w 1942 roku dunski poeta i matematyk Piet Hein, a ponownie odkryl John Nash[Pij92]
— ekonomista intrygujacy twoércéw swym umystem (dla gry tej Vadim Anshelevich opracowal
niezwykle skuteczny algorytm efektywny, ktéry sprowadza rozwiazanie problemu najlepszego
ruchu gracza do znalezienia odpowiedniego ukladu Rirchhoffa o ekstremalnym przeplywie
pradu elektrycznego [Ans02], co nasuwa interesujace skojarzenia z rozwazanymi tu ukladami
kwantowymi).
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Stopien niepelnosci informacji posiadanej przez poszczegélnych graczy o to-
pologii zawartych alianséw rzutuje na sposéb poszukiwania optymalnej taktyki
gracza i na jej posta¢. Badanie skutecznych metod rozgrywania kolektywnych
kwantowych gier rynkowych, nawet w ich najprostszych wariantach, wykracza
poza ograniczone ramy ksiazkowego rozdzialu.



Rozdzial 21
(I{wantowe rozwiagzanie paradoksu Newcomba

§ 1. Newcombmania

Wsrod specjalistow badajacych mechanizmy funkcjonowania moézgu prze-
waza poglad, ze charakterystyczne rozmiary interesujacych ich zjawisk wyklu-
czaja istotny w nich udzial efektow kwantowych [Sco99]. Jednak ostatnio prze-
prowadzone eksperymenty wykazuja, ze np. wladciwe jedynie teorii kwantowej
zjawisko istnienia stanéw splatanych moze zachodzi¢ w temperaturze pokojo-
wej pomiedzy oddalonymi obiektami wielkosci pilek golfowych [Col02]. Fizycy
z powodzeniem stosuja mechanike kwantowa do opisu in gremio wielu zlozo-
nych obiektow, o w zasadzie dowolnych rozmiarach, nie stroniac z uzywaniem
formalizmu kwantowego takze przy badaniu tych ekstremalnie wielkich, jak
czarne dziury i wszech$wiat. Czy modele zjawisk dotyczacych Swiadomosci,
wlacznie z zachowaniami spolecznymi, powinne by¢ oparte na teorii kwanto-
wej? Na takie pytanie bedziemy potrafili odpowiedzie¢ dopiero po zbadaniu
wlasnosci i po eksperymentalnej weryfikacji stosownych modeli kwantowych.
Ponizej rozwazymy skrajnie proste w opisie zagadnienie, ktére umozliwia préobe
poznania, jakie rozwiazania moze proponowac teoria kwantéw dla wzorcowego
problemu teorii gier.

W 1960 roku fizyk William Newcomb zaintrygowatl filozofa Roberta Nozicka
[Noz69] stwierdzeniem, ze w przypadku elementarnej gry scharakteryzowanej
macierza M, wyrazajaca wysoko$¢ wygranych gracza 1 we wszystkich mozli-
wych sytuacjach,

(21.1)

A . (10008 10010008
= 0 10000008

(ktérej wiersze odpowiadaja kolejno jego strategiom: zenskiej |0); i meskiej'
II)1, a kolumny — strategiom przeciwnika |0)s, |I)2) nie jest on w stanie okresli¢
preferowanej przez siebie strategii nie znajac miary zachodzenia a posteriori

I zasadnos$¢ wprowadzenia takich przymiotnikow dla okreslenia charakteru odpowiednich

strategii poznamy w §3 tego rozdzialu

308
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poszczegdlnych czterech zdarzen. Jest tak, mimo iz strategia zefiska |0); do-
minuje nad |I);, oferujac przy kazdej strategii przeciwnika wyzsza wygrana.
Wybor strategii meskiej |I); okazuje sie korzystniejszy np. w sytuaciji, gdy zda-
rzenia odpowiadajace niediagonalnym elementom macierzy M nie zachodza,
a zdarzenia odpowiadajace elementom diagonalnym zachodza ze zblizonymi
do siebie wartoSciami prawdopodobienstw. Sytuacja taka moze mie¢ miejsce
wtedy, gdy przeciwnik jest w stanie przewidzie¢ posuniecia gracza 1. Z po-
wodu tej paradoksalnej wlasnosci gra powyzsza, z niedoprecyzowana miara
zachodzenia zdarzen, jest wdzigcznym tematem spekulacji dotyczacych wolnej
woli, intrygujacych ekonomistow, filozoféw i teologéw [Str01, Noz69, Cra87|.
Toczace sie dysputy okreslono juz mianem newcombmanii [Lev82], dlatego
warto przyjrzec sie¢ grze Newcomba w kontekscie gier kwantowych, co tez uczy-
nimy w biezacym rozdziale. Historia teorii prawdopodobienstwa odnotowala
wiele znamiennych przykladéw, gdy niedoprecyzowanie w badanym mode-
lu probabilistycznej miary prowadzilo do intrygujacych sprzecznosci. Wystar-
czy wspomnie¢ stawne paradoksy Bertranda [KM63], czy Banacha-Tarskiego
[BT24]. Niepomni wyplywajacych stad wnioskéw kolejni uczeni w podobnych
okoliczno$ciach zajmuja si¢ filozoficznymi spekulacjami, jednocze$nie ignorujac
potrzebe zadania probabilistycznej miary dla omawianego przez siebie modelu,
albo wyrazajac zdumienie w oczywistych sytuacjach, gdy rézne miary prowa-
dza do odmiennych wynikéw.

§ 2. KRwantowy opis ¢ry

Stany W, ktére mierza gestoS¢ stosowanych strategii graczy 1 i 2 sa, w
rozpietej przez nie dwu-g¢-bitowej przestrzeni H; ® H,, dodatnio okreslonymi
operatorami hermitowskimi o $ladzie rownym 1. Te ze stanéw gry, ktore w
ramach klasycznej teorii gier maja swoj rownowazny opis w jezyku strategii
mieszanych, reprezentowane sa diagonalna postacia operatora gestosci W

2
W = Z W,«5|r—1>1 |S—1>2 1(r—1| 2<S—1|

r,s=1

gdzie (W,;) jest macierza nieujemnych elementéw o sumie réwnej 1, a wyrazenia
)1 |s)21(r| 2(s|, r, s €{0, I}, sa operatorami rzutowymi na stany gry |r)[s)s € Hi®
'H». Niediagonalne stany }V opisuja sytuacje gry, ktérych nie sposéb uwzglednié
w ramach klasycznej teorii.

Uogodlniajac w naturalny sposob opis klasyczny przyjmujemy, ze obserwa-
bla wyplat jest operator hermitowski M zdefiniowany przy pomocy macierzy
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(21.1):

2
M = Z Mrs‘r_1>1 ‘S_1>21<r_1| 2<S_1| )

r,s=1

Wtedy, zgodnie z klasyczna interpretacja gry, oczekiwana wygrana gracza 1 jest
suma elementéw diagonalnych iloczynu macierzy M i macierzy transponowanej

do W

E(M) := TetMW = > M, W,, = TrMW" .

rs

§3. Paradoks Newcomba

Dla przedstawienia paradoksu Newcomba posluzmy si¢ dowcipnym opisem
gry reprezentowanej macierza wyplat(21.1), zaczerpnietym z ksiazki Martina
Gardnera [Gar82]. Otoz gracz 2 imieniem Omega, bedacy wszystkowiedzacym
przedstawicielem obcej cywilizacji proponuje kolejno napotkanym Ziemianom
wyboér pomiedzy zawartoécia dwodch pudelek (z ktorych jedno jest przezroczy-
ste,a druga nie), a zawartoscia nieprzezroczystego pudelka. W przezroczystym
pojemniku znajduje sie¢ tysiac dolaréw, za§ Omega twierdzi, ze do nieprzezro-
czystego uprzednio wlozy milion dolaréw (strategia |I)), lecz jedynie wowczas,
gdy Ziemianin zdecyduje sie wybra¢ jedynie zawarto$¢ tego pudelka (strate-
gia |I);). Podejmujacy decyzje mezczyzna rozwaza: skoro Omega wie co zrobieg,
to wybieram pomiedzy tysiacem a milionem, gdyz wole wiec milion dolaréw
(strategia |I);). Dokonujaca wyboru kobieta mysli odmiennie: poniewaz chcia-
fam wybra¢ jedynie nieprzezroczyste pudelko i omega umiescit tam juz milion
dolaréw, coéz przeszkadza mi wzia¢ wigcej — przeto wybieram zawarto$¢ oby-
dwu pudelek (strategia |0)).

Rtory z Ziemian: kobieta czy mezczyzna wybral korzystniejsze rozwiazanie?
Bez precyzyjnego ustalenia miary zdarzen skutkujacych wyplatami tworzacymi
macierz (21.1) nie sposoéb jednoznacznie odpowiedzie¢ na to pytanie. Ponizsze
rozwazania ograniczaja si¢ jedynie do pewnej klasy sytuacji dotyczacych tego
paradoksu, ktére wyrézni¢ mozemy w ramach podejécia proponowanego przez
kwantowa teorie gier.
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§4. Taktyki Ziemian i Omegi

W paradoksie Newcomba Omega jest graczem reprezentujacym cywilizacje
znajdujaca si¢ na znacznie wyzszym poziomie rozwoju niz nasza, wi¢c na pewno
nieobce mu sa wszelakie, dla nas ciagle pelne tajemnic, kwantowe wlasciwo-
Sci otaczajacego nas Swiata. Poza tym pudelka w ktérych oferuje on wygrana
ewidentnie posiadaja mechanizmy sprzegajace ich dzialanie — to oczyuwiste,
zwazywszy, ze Ziemianin nie moze dokona¢ wyboru polegajacego jedynie na
wzigciu z przezroczystego pudelka tysiaca dolarow. W przeciwienstwie do ro-
zumowania cechujacego mezczyzne, u podloza sposobu myslenia kobiety lezy
sceptycyzm, sprowadzajacy si¢ do watpienia w mozliwos¢ realizacji przewi-
dzianego przez Omege scenariusza wydarzen. Uwaza ona, ze decydujac si¢ z
poczatku na strategie meska spowoduje, ze Omega umiesci milion dolaréw w
nieprzezroczystym pudelku, a gdy on to zrobi, to c6z jej przeszkodzi wziac
najwyzsza wygrana z obydwu pudelek? W artykule [Mey99| Meyer przedsta-
wil taktyke, ktora zaadoptowana do potrzeb Omegi pozwala mu zrealizowac
przewidywany wczedniej scenariusz. Zwro6¢my przy tym uwage, ze tak tu, jak
i w ksiazce Gardnera [Gar82|, Omega nie musi posiada¢ umiejetno$ci prze-
widywania przyszlosci. Wystarczy, aby niezaleznie od woli Ziemian, potrafit
rozpoznawac ich zamiary. Utrudnia mu to wynikajacy z teorii kwantowej za-
kaz klonowania”, jednak moze go obej$¢ przy pomocy mechanizmu teleportaciji
[Mil00], przejmujac i zwracajac z powrotem strategie Ziemianina. Nizej przedsta-
wione unitarne manipulacje na ¢-bitach, prowadzace w efekcie do zniweczenia
skutkéw zmiany decyzji Ziemianina, sa dostepne w ramach poznanych juz tech-
nologii. Oto szczeg6ly przebiegu gry, ktory wynika z taktyk stosowanych przez
Ziemian i wzorowanej na pomysle Meyera taktyki Omegi. Startowy stan gry,
skonstruowany z zamierzonej przez Ziemianina strategii oraz strategii Omegi
(ktéra wynika z jego wnikniecia w zamiary Ziemianina), opisuje okreslony na
H1®Hs operator gestosci W. Od tego momentu gra musi by¢ prowadzona we-
dtug prawidel kwantowych, tj. gracze moga zmienia¢ stan gry za pomoca taktyk
bedacych unitarnymi operacjami na W, przy czym brak umiejetnosci wnikania
w zamiary Omegi pozwala Ziemianom operowac jedynie w przestrzeni ich ¢-
bitu H;, a taktyka Omegi nie moze zaleze¢ od tego, jaka taktyke gry wybral
Ziemianin (kosmita moze by¢ wtedy nieSwiadom taktyki Ziemianina, bo jego po-
suniecie zrealizuje automat sprzegajacy pudelka). Scenariusz Meyera przebiega
nastepujaco:

(1) przed wykonaniem decyzji Ziemianina Omega przekazuje swa wiedze o
stanie gry do automatu mieszczacego si¢ w pudelkach, ktéry nastepnie
realizuje taktyke F® Z, gdzie T jest przeksztalceniem tozsamosciowym

270b. rozdz. 18
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(zobowiazal sie¢ do nie zmieniania wlasnej decyzji), a F to popularne w
konstruowaniu algorytmoéw kwantowych przeksztalcenie Hadamarda,
okreslone na przestrzeni wektorowej ¢-bitu macierza

(1 1
(21.2) F'—E(1 1)

(2) realizujacy swa decyzje Ziemianin z prawdopodobienstwem w stosuje
taktyke zenska N®Z, gdzie N jest operatorem negacji’, a z prawdopo-
dobienstwem 1—w taktyke meska Z ® 7,

(3) w trakcie otwierania pudelka wbudowany w nie mechanizm, niezaleznie
od rodzaju taktyki Ziemianina, realizuje ponownie transformacj¢ F ®Z.

§5. Przebieg ¢ry i jej wyniki

Przesledzmy jak w trakcie gry ewoluowal operator gestosci VV. Poniewaz
stosowane taktyki zmienialy stan gry jedynie w ramach podprzestrzeni pierw-
szego ¢-bitu H;, wiec zmiany wystarczy wyznaczyc dla strategii Ziemianina.
Dla ogo6lnosci rozwazan zalozymy, ze Ziemianin wybral strategi¢ mieszana: z
prawdopodobienstwem v strategie zenska, a z prawdopodobienstwem 1—v me-
ska. Jednak, dla zobrazowania kolejnych etapéw gry, wygodnie jest przesledzi¢
je rozwazajac jedynie skrajne warto$ci parametru v. Jezeli Ziemianin kierowal
sie strategia zenska (v=1), to ponizszy rachunek przedstawia macierz W, ktéra
zawiera niezerowe elementy operatora gestoéci W, majacego wtedy postac

2
Wo = 3 Worelr— 1 05 112001
r,s=1

Jedli za$ Ziemianin zastosowal strategie¢ meska (v = 0), to prezentowane nizej
obliczenia dotycza operatora gestosci VW, o postaci

2
W = Z ers|r_1>1 |1>21<S—1| 2<I| ’

r,s=1

W tak wybranej notacji kolejne etapy gry maja nastepujacy przebieg:

“N0) = 1), 1) = |0)
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v 0\ (1 N\(v oo\ o 1y_.[( 1 2v0-1\__
0 1—-w 2\1 -1)\0 1—-w)\1 —1) 2\2v-1 1
w (01 201\ (0 1 (1 201 a1 201
2\1 0/\2v-1 1 10 2 \2v—-1 1 2\ 20-1 1
1 (1 1 1 20—-1\ /1 Iy (v 0
4\1 —1)\2v—-1 1 1 —=1) \0 1-vw

Niezaleznie wigc od rodzaju taktyki Ziemianina jego strategia po ostatnim etapie
przybrala swa poczatkowa posta¢. W przypadku strategii mieszanej Ziemianina
przebieg gry opisuje operator

W = UWO + (1—’0)W1
ktory, tak na poczatkuy, jak i na koncu gry, ma jednakowa posta¢ diagonalna:
W = 0[0)1]0)21{0] 2(0] + (1=v) )1 [1)2 1 (I] 2T .

Przeto, przy dowolnej strategii Ziemianina, zmiana jego decyzji za pomoca tak-
tyki zenskiej nie moze mu przynie$¢ zadnych dodatkowych korzysci. Jesli Zie-
mianin uzywajacy taktyki zenskiej rozpocznie gre takze zenska strategia, to
nieprzezroczyste pudelko zastanie puste i nie podejmie pieniedzy z otwieraja-
cego si¢ pudelka przezroczystego, osiagajac najnizsza mozliwa wygrana. Gdy
postapi przeciwnie, tj. rozpocznie ja strategia meska, to pudelko przezroczyste
nie bedzie si¢ dalo otworzy¢, jednak i tak zdobedzie najwyzsza mozliwa wy-
grana w wysokoéci miliona dolaréw (ktéra go takze czeka jesli wybierze meska
strategie i taktyke). Jedynie rozpoczecie gry strategia zenska i zastosowanie tak-
tyki meskiej doprowadzi do otwarcia przezroczystego pudelka. Stosujac si¢ do
wymogdéw klasycznej teorii gier' Omega moglby wypehié swoje zobowiaza-
nie jedynie blokujac na poczatku gry mozliwoéci zmiany decyzji Ziemianina.
W kwantowej teorii wyplata Mo, (strategia i taktyka zenska) staje sie mozli-
wa, wiec fraza la donna mobile nie jest pozbawionym uzasadnienia czczym
frazesem: Ziemianin odzyskuje mozliwoé¢ realizowania swojego wolnego wy-
boru, jednak musi przy tym pamigta¢, ze Omega dysponuje $rodkami, ktére
umozliwiaja mu wywiazanie si¢ z wczesdniej ztozonej obietnicy, czy, jak kto wo-
li, pozbawiaja Ziemianina ewentualnych profitow, ktore chcialby wyciagnac ze
zmiany wlasnej decyzji. W ten oto sposdb, podobnie jak w przypadkach zna-
nych problemoéw fizycznych, spopularyzowanych legendarnymi sporami Bohra
z Einsteinem [Ein01], dopiero kwantowy opis rzeczywisto$ci usuwa paradok-
salne wlasnosci racjonalnie okreslonego dylematu.

Mozna rozwazac gry oferujace Ziemianom szersza alternatywe wyboroéw,
w ktérych odpowiednio wigeksze macierze wyplat pozwalaja doszukiwac sie
paradoksow pouwielajacych spostrzezenie Newcomba. Jednak i wtedy istnieje

*naiwne i groteskowe wydaje sie sytuowanie Omegi poérod zasad wlasciwych sentymen-

talnym dla Ziemian klasycznym teoriom
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metoda, oparta na rozwiazaniach przedstawionych w artykule [WRKOO00], pro-
wadzaca do pelnej realizacji obietnic Omegi.

§ 6. Rynkowa interpretacja gry

Jest oczywiste, ze przedstawiony wyzej scenariusz gry nie musi si¢ spel-
ni¢ w sytuacjach, w ktérych warunki gry beda rézne od wywnioskowanych z
obietnic Omegi. Jesli np. Omega nie potrafi odczyta¢ naszych zamiaréw, czy w
sposob odmienny niz to wynika z translacji jego stéw na jezyk Ziemian rozu-
mie spelnienie warunkéw gry. Moze np. obiecal on gra¢ taka sama strategia
jak Ziemianin, co w wydedukowanej pochopnie przez ziemianina interpretaciji
odpowiada po prostu posunieciu |0); w odpowiedzi na |0); i |I)2 w odpowiedzi
na |I);. Scenariuszy wynikajacych z rozwazan na temat ,,co Omega mial na my-
§li?” jest wiele, wiec nic dziwnego, ze moga one prowadzi¢ do niekonczacych
si¢ polemik. Jednym z takich wariantéw, polegajacym na grze przez kosmite ta
sama strategia, gdzie okreslenie ,ta sama” wystepuje w kontekscie kwantowych
gier rynkowych, zakonczymy omawianie paradoksu Newcomba.

W kwantowej grze rynkowej gracz uzywa swojej strategii raz bedac kupu-
jacym, a innym razem sprzedajagcym podmiotem rynku. Reprezentacja popy-
towa jego strategii jest transformata Fouriera jego strategii stosowanej w jej w
aspekcie podazowym’. Liczne, zaskakujaco pozadane wlasciwosci rynkowych
strategii kwantowych odnajdziemy w calej trzeciej czesci tej ksiazki. Gdy rozwa-
zymy uproszczony obraz rynku, ktoéry tworza strategie graczy bedace elementa-
mi zaledwie skonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta, wtedy powinnismy
poslugiwac si¢ dyskretnaq transformacja Fouriera, ktora strategii w repre-
zentacji popytowej, bedacej m-elementowym ciagiem (d|v)) liczb zespolonych®,
przyporzadkowuje jej reprezentacje podaiowa (s|Y)) zadana wzorem

(21.3) =L Z = dly).

W najprostszym przypadku m =2 transformaqa Fouriera jest przeksztalceniem
Hadamarda F, z ktérym zetkneliSmy si¢ juz wczedniej, w trakcie omawiania
mechanizmu niwelujacego skutki dzialania taktyki zenskiej. Odwzorowuje ono
strategie zlokalizowane na strategie maksymalnie nieokresélone’ i vice versa, np.

5patrz rozdz. 15

®kwadraty moduléw tych amplitud maja taka sama interpretacje probabilistyczna jak w
przypadku nieskonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta, zob. rozdz. 15

"nieokreslonoé¢ dotyczy tu stanéw czystych i ma sens jedynie w konteksécie konkretnej bazy
przestrzeni Hilberta
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‘F
() =[d=0] > {slu) = L.
Strategi¢ kazdego z uczestnikow naszego kwantowego wariantu gry reprezen-
tujmy parametryzowanym wspolrzedna niejednorodna’ z € C ¢-bitem

H 3 [:) = 10) +2[I).

Jezeli ,kupujacy” Ziemianin zdecyduje sie na strategie |¢,);, a bedacy dru-
ga strona tego targu Omega, chcac gra¢ w znaczeniu rynkowym identycznie,
przyjmie podazowa reprezentacje takiej strategii, ustalajac warto$¢ swojego ¢-
bitu grgg na F(|0); + 2|I)2) = [0)2 + {72[I)2, to stan takiej gry ma nastepujaca
postac

W, = LR (10)1 + 2 [11) (101 + 21 1)) (10)2 + 452 [1)2) (o(0] + 152 (1)) -

Podobnie jak w poprzednim wariancie gry stosowanie taktyki zenskiej nie wply-
wa na wysokoé¢ wyplat. Rysunek 21.1 przedstawia warto§¢ oczekiwana wygra-

$1000500

Rysunek 21.1. Przecigtna wygrana Ziemianina TrMW, w rynko-
wym wariancie kwantowej gry Newcomba.

nej Ziemianina TrMW,, jako funkcje przyjetej przez niego strategii kwantowe;.
Jest ona najwyzsza dla superpozycji strategii zenskiej i meskiej z fazami prze-
sunietymi o 7 (tj. dla z= —1). Taka wygrana przewyzsza osiagniecia Ziemian
z poprzedniego wariantu gry, gdyz wynosi milion pie¢set dolaréw. Jednak Zie-
mianin musi uwaza¢, gdyz zrownanie faz skladnikéw superpozycji (z = 1), nie

8patrz rozdz. 18

dwarto w tym miejscu uczyni¢ dygresje dotyczaca rynku, gdzie badanie analogicznych gier,
w powyzszym sensie prowadzonych de facto ,z samym soba”, ma szczegdlne znaczenie, bo-
wiem, rozwazajac popyt czy podaz rynkowa, wszystkich graczy uczestniczacych w transakcjach
traktujemy en block jako reszte Swiata, ktorej strategie, na skutek permamentnej rywalizacji
ekonomicznej, sa samouzgadniajacymi si¢ stanami
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zmieniajace prawdopodobienstw znalezienia go w strategiach zenskiej i meskiej,
prowadzi do skrajnie niekorzystnych dla niego wygranych, o wartosci przeciet-
nej wynoszacej zaledwie piecset dolarow. Rlasyczne strategie Ziemian (na ktore
jednak Omega nie reaguje klasycznie) odpowiadaja warto$ciom argumentu'’
z=01 2= *o0.

Entuzjadci newcombmanii na pewno znajda dalsze ciekawe rozwiazania kwan-
towego wariantu gry Newcomba.

*x K K

Duwadziescia lat temu Richard P. Feyn-
man [Fey82| zauwazyl, ze z pomoca kla-
sycznego komputera nigdy nie bedzie-
my mogli symulowa¢ zjawisk kwantowych.
Obecnie, w czasach gdy odnoszenie teo-
rii kwantow jedynie do zjawisk mikro-
Swiata jest nieporozumieniem (spleciony
stan kwantowy potrafimy wytwarza¢ na
kilkudziesigciokilometrowych odleglosciach
[HBR " 97)), czeSciej niz kiedykolwiek weze-
Sniej stykamy sie z pogladem, ze to ta teo-
ria stanowi podstawe opisu otaczajacej nas
rzeczywistosci, we wszelkich jej zlozonych
aspektach. Stad pojawia si¢ naturalne pyta-
nie: co stanowi przyczyne takiej, ciagle dla
wielu badaczy osobliwej, wlasnosci otacza-
jacego nas Swiata. W ramach zjawisk rynkowych propozycja odpowiedzi na nie
jest popularna wséréd kosmologéw zasada antropiczna: nas by nie byto, edyby
rzeczywistos¢ byta inna. To bowiem model kwantowy np. oferuje stymulujaca
rozwoj handlu taktyke kupiecka, nie wymagajaca zawilych rachunkéw do osia-
gnigcia stabilnego optimum, gdy zakladane zyski pokrywaja si¢ z osiagalnymi,
czy gwarantuje unikalno$¢ eksperta zakazem klonowania jego strategii. Mecha-
nizm ewolucyjny, opierajac si¢ na zastanych kwantowych wlasnosciach przy-
rody, mogl rozwinac¢ niezwykle skuteczne systemy obliczen kwantowych. Dzie-
ki odkryciom algorytméw kwantowych, zapoczatkowanym w 1994 roku przez
Petera W. Shora [Sho94], przekonaliSmy sie, ze klasyczne urzadzenia liczace,
wzorujace si¢ na architekturze maszyny Turinga, nie beda stanowi¢ zadnej kon-
kurencji dla systeméw opartych na algorytmach kwantowych. Z koniecznosci
jeszcze prymitywne, pierwsze prototypy takich sztucznych konstrukcji juz dzia-
laja, rysujac nowe horyzonty naszym mozliwosciom.

10s3 to kolejno strategia zenska i meska



Uzupelnienia

§ 1. Obrazy krzywych na rurze Croftona

Na kolejnych rysunkach zamieszczono obrazy trzech popularnych krzy-
wych we wspoélrzednych croftonowskich (g, ). Sa nimi kolejno portrety funkciji:
y=sint, y=+/1 — t? i lemniskata. Razdy taki portret uzupelniono z prawej tra-
dycyjnym wykresem krzywej sporzadzonym w jej pierwotnych wspolrzednych
(t,y). Widniejace na croftonowskich portretach ciemniejsze obszary powstaly
na skutek uwzglednienia wielokrotnych przeci¢¢ analizowanej krzywej z prosty-
mi, ktore reprezentowane sa punktami naniesionymi na rur¢ Croftona. Prawe

a

___—

0 2 4 6 8 10 3 3 g s 7

Rysunek i. Obraz funkcji y=sint.

krawedzie croftonowskich portretéw sa wynikiem obciecia rury Croftona do jej
czesci, w ktorej leza wszystkie punkty reprezentujace proste przecinajace odpo-
wiednia krzywa. Goérne krawedzie tych rysunkéw nalezy utozsamic¢ z dolnymi.
Np. na tak sklejonej rurze Croftona przedstawionej na drugim rysunku mozna
dostrzec obszary odpowiadajace prostym przecinajacym funkcje y=sint jedno-,
dwu-, trzy- i czterokrotnie.

317
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Rysunek ii. Obraz funkcji y=+/1 — ¢2.
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Rysunek iii. Obraz lemniskaty.

Czytelnicy, chetni samodzielnie przeglada¢ obrazy roznych krzywych we
wspolrzednych coftonowskich, moga skorzysta¢ z ponizszego kodu programu
napisanego w jezyku Mathematica, ktéry generuje zaprezentowane rysunki.

Crofton[r_,phi_,table_]:=
Module[{count = 0, sn = Sin[phi], cs = Cos[phi], side = 1,
lastside = Sign[ cs table[[1,1]] + sn table[[1,2]] - rl},
Do[ side = Sign[ cs table[[m+1,1]] +
sn table[[m+1,2]] - r] ;
If[lastside != side, count = count + 1;];
lastside = side;
,{m, Length[tablel-1}]; count]

CroftonPlot[f_]:= Module[{n = 50, delta=0., table={}},
delta = If[Length[f]==2,N[(f[[2, 2]] - f[[2, 111)/n],
N[(£f[[3]] - fL[21]1)/n] 1;
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= If [Length[f]==2,f[[2, 1]1],f[[2]1]1];
Append[table,If [Length[f]==2,{x, N[f[[1]][x]]},
{NCEC01]T Ix] 0210, NOE 001D [x] CL21103 13
x = x + delta, {n + 1}];
ContourPlot [Crofton[r,phi,table],
{r,0,N[Sqrt [Apply [Max,Map [(#[[1]1]"2+#[[2]]1°2)&, tablellll},
{phi,0,2 Pi},
PlotPoints -> 500,
ColorFunction -> (GrayLevel[1-#]&), ContourLines->False]]

X
Do[table =

Display["curvel.ps",CroftonPlot[{Sin, {1, 10}}],"EPS"];
fx[x_] := Sqrt[l - x~2]

Display["curve2.ps",CroftonPlot [{fx, {-.99, 0.99}}],"EPS"];

lemniscate[t_]:={t(1+t"2)/(t"4+1) ,t(1-t~2)/(t"4+1)}
Display["curve3.ps",CroftonPlot[{lemniscate, -5, 5}],"EPS"];

§2. Wyznaczanie temperatury portfela

Ponizej zamieszczono kod implementacji programu napisanego w dialekcie
jezyka basic, stosowanym w jednym z najpopularniejszych kalkulatoréw pro-
gramowalnych. Program ten pozwala wyznacza¢ temperature zrownowazonego
portfela trojskladnikowego (IV =2) dla osiagnietej przez niego wartoSci -cog przy
zadanym wzglednym wzroécie cen rynkowych ¢, oraz ¢,. Przez uwzglednienie
kolejnych parametréw cenowych w poczatkowym fragmencie programu (gdzie
pojawiaja sie zmienne D i E odpowiadajace wczytywanym cenom) mozna la-
two poszerzyc¢ zakres jego stosowania na sektor rynkowy dowolnego rozmiaru.
Uzyty algorytm wyznaczania warto$ci odpowiedniej funkcji odwrotnej opiera
sie na technice ,dziel i rzadz” [GKP96]. Przy poslugiwaniu si¢ programem na-
lezy pamigta¢ o wpisywaniu takich wartosci portfela -cqg, ktore naleza do do
przedzialu (min(1,¢,...,¢y), max(1,¢,...,¢y)). Algorytm w tempie jednostaj-
nym zwigksza ilo$¢ cyfr znaczacych wyniku, a najwolniejsze z istniejacych w
kalkulatorach procesory wykonuja go w ciagu kilku sekund. Czas wykonania
programu mozna skréci¢ jeszcze co najmniej o polowe (czego autor nie uczy-
nil dla zachowania wiekszej czytelnoéci). Ustalenie temperatury inwestora nie
powinno wigc sprawia¢ zadnych trudnosci.
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Lbl 04

—.99—-A4:99—-B:20-N:0—-Vd

Norm : ClrText : Green ” — ¢00 =77 — (C'd
Orange "cl ="7— D : Orange "c2 ="7— Ed
Goto 14

Lbl 24

tanh TA—=Y :eY =Y : (Y+D xY"D+E xY "E)+=(Y+Y"D+Y"E)-C —Y
V =0= Goto 34

Goto 44

Lbl 14

Goto 24

Lbl 34

1-Vd

If Y>0:Then A—»Y : B—A:Y — B : IfEndd
Lbl 54

A—Z7: 5(A+B)— Ad

Goto 24

Lbl 44

If Y>0:Then A—B:Z— A:IfEndd

Dsz N : Goto 54

5(A+B)— Ad

Green” 7 : Locate 1,7,”T = "4

Locate 3,7,1+tanh ' Ad

0— A : While A=0: Getkey — A : WhileEnd : Goto 0

§3. Wyznaczanie stop w reprezentacji Bernoulliego

Ponizszy tekst przedstawia wydruk kodu programu napisanego w jezyku
Mathematica, generujacego rysunek 9.1, oraz stopy procentowe dwoch pierw-
szych rzedéw, omoéwione na stronie 160.

a=0; b=10; r=.2;
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ModelFunction[x_] := Exp[r(x - a)]

TaylorFunction[x_, ri_, r2_] := 1 + ri(x - a) + (1/2) r2 (x - a)"2

procedure [function_] := Module[{temp,rl,r2,minimum},
rl := (temp/.Solve[ModelFunction[b] == function[b,temp, r2],
temp]) [[1]1];

r2 = r2/.(FindMinimum[Integrate[(ModelFunction[x] -
function[x, r1l, r2])~2,{x,a, b}],{r2,{-1,5}}31)[[2]];
Plot [{ModelFunction[x] ,function[x,rl,r2],
1+(ModelFunction[b]-1) (x-a)/(b-a)},{x,a,b},
PlotPoints -> 500,
PlotStyle -> {{GrayLevel[0] ,Dashing[{0.01}]},
{GrayLevel[0] ,Dashing[{0.0}]},
{GrayLevel[0] ,Dashing[{.005}]1}}];
{r1,r2}]

procedure [TaylorFunction]

§4. Postaé catkowa wielomianéw Hermita

Formula wyrazajaca wielomian Hermita H,(t) przez u$redniona po rozkla-
dzie normalnym n-krotna calke iterowana znajduje sie w pracy [Vis86]. Brak
tam jednak chociazby sugestii dotyczacej jej dowodu, badZz odwolania do sto-
sownego zrodla. Zanim wykazemy ten zwiazek przypomnijmy wzoér na parzysty
moment rozkladu normalnego (wszystkie nieparzyste momenty oczywiscie zni-

kaja). Mamy

1 0 2 (_2)k dk oo o
E%:—/d%e2: —/de2
= T L T wE L

a po zamianie zmiennych 7,/ — 7 i skorzystaniu z unormowania rozkladu
normalnego otrzymamy

r=1

(22.1) E () = (—2)F — a2

= ¥ = 22 (2 w2
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Przejdzmy do wykazania réwnosci
(22.2) n!s"l = H,(t).

Dowéd. Dla n = 1 lewa strona (22.2) ma postac Ef; dr = E(—n) = ti
jest rbwna prawej stronie réwnosci, bowiem Hy(t) = FE (t +in) = t. Stosujac
wnioskowanie indukcyjne rozpatrzymy posta¢ prawej strony (22.2) dla n — n+1.
Mamy

(n+1)!s" = (n+1)s Hy(t) = (n+1) E/t dr (1 +am)",

gdzie zgodnie z przyjeta konwencja operator FE uérednia wszystkie zmienne lo-
sowe znajdujace si¢ po jego prawej stronie. Obliczajac calke wzgledem zmiennej
T otrzymamy

(n+ DIs"™ L= B ((t+in)"" = (n +im)"") = Hoi(t) = E (Hosa(n)) .-

Dla zakonczenia caloéci dowodu nalezy wykaza¢, ze dla n>0 $rednia warto$¢
wielomianu Hermita H,,(n) jest rowna zeru. Rownos¢ E (Hay,+1(n)) =0 jest oczy-
wista, gdyz wielomian Hy, () zalezy jedynie od nieparzystych poteg zmiennej
7, wiec uéredniony z parzysta funkcja rozkladu daje w wyniku zero. Wystarczy
juz tylko pokaza¢, ze wyrazenie [°°_dL(r) [°°_dL(n) (T+in)*" jest rowne zeru.
Wykorzystujac dwumian Newtona i wzor (22.1) otrzymujemy

2n

/; (2’? ) . /: dL(r) /_ Z dL(n) ntr*nF =
AN (2n)! e 2012 —2n)t (20)! (1 ) 1)" »

(2r)! (2n — 27")!(_ ) 2rrl2n=r(n —r)! Tl \2 2

r=0

§ 5. Rownowaznos¢ konwencji kredytowych

Ronsekwencja ponizszych dwoch twierdzen jest algebraiczna rownowaznosé
roznych konwencji kredytowych, opisanych w rozdziale 8.

Niech M (q;) oznacza macierz goérnotrojkatna, nad pier$cieniem R (nieko-
niecznie przemiennym), o elementach

M(a;)ys == [r=s] ar + [r<s| (a, — a,41),

gdzie (a1)1:1

-----
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Twierdzenie o istnieniu izomorfizmu. Zbiér macierzy postaci M (q;) jest
izomorficzny z pierscieniem macierzy diagonalnych.

Dowoé6d. Wzajemna jednoznaczno$¢ odwzorowania:
M(a)),s — [r=s] a,
oraz wlasnos$c
M(al) -+ M(bl) = M(al + bl)
sa oczywiste. Pozostaje jedynie wykazac¢, ze takie odwzorowanie zachowuje

wlasno$¢ mnozenia.

(M(ar) M(bi))r.s =

n

= Z([r:m] a, + [r<m] (a, — a,1)) ([m=s] by + [Mm<s] (b — bnt1)) =

m=1

= [r=s]| asbs + [r<s] a,.(b, — byy1) + [r < 8] (a, — ar11)bs +

n

+ (ar — ary1) Z [r<m<s] (by, —bmy1) = [r=s] asbs +

m=1
+ [r<s] (aby — arbryq + avbg — ari1bs) + (ar — ary1) [r<s] (b1 — bs) =
= [r=s] asbs + [r<s] (a,b, — a,boy1 + a.bs — a, i 1bs +
+ arbyy1 — arbs — ary1bry1 + apgabs) =
= [r=s| asbs + [r<s] (a,b, — a,41b,11),
czyli
M(a;) M (b)) = M(a; by)

Twierdzenie o postaci izomorfizmu. Macierz zerojedynkowa o elemen-
tach [r <s| jest macierzaq przejscia do przestrzeni, w ktérej macierze M (a;)
przybierajq forme diagonalnq.

Odwrotng do macierzy ( [r<s] ) jest macierz ( [r=s] — [r+1=s] ).

Dowdéd. Najpierw udowodnimy druga cze$¢ twiredzenia.

n

Y ([r=m]=[r+1=m]) [m<s] =

= Z [r=m] [m<s] — Z [r+1=m] [m<s] =

= [r<s] — [r+1<s] = [r=4].
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Woystarczy teraz pokazaé, ze iloczyn odpowiednich trzech macierzy jest macie-
rza diagonalna.

> D [r<m] M(a)um, (p=s] — [p+1=s]) =

m=1 p=1

=375 <o) bmp) o (sl - 1= +

m=1 p=1

n n

-I—ZZ [r<m] [m<p] (am — ams1) ([p=s] — [p+1=s]) =

=([r<slas— [r<s]a,1)+

n

+ ) [r<m] (am — ame) ([m<s] — [m<s—1]) =

= [TZS] ar + [T<S] (as - as—l)) + [T<3] (as—l - CLS) =



Zestaw niektorych oznaczen

Ponizszy spis m.in. pomija standardowe symbole matematyczne.

] - wektor, element przestrzeni liniowej RV "1,
np. koszyk p,

0, - p-ta wspolrzedna wektora, nie wykluczajac pieniezne;j,
pe{0,..., N}, np. p, to iloé¢ jednostek ji-tego dobra w koszyku; dobrem
moze by¢ pieniadz, gdyz symbol posiada indeks grecki,

[0, - warto$¢ wspoélrzednej pienieznej, np. p, to ilos¢ pieniadza w koszyku,
wyznaczona przy ustalonej jednostce pieni¢znej,

(x — k-ta wspolrzedna niepieniezna wektora, k€{1,..., N},
np. p, jest iloécia jednostek k-tego niepienieznego dobra w koszpku;
obecnoé¢ indeksu lacinskiego wskazuje, ze nie jest nim pieniadz,

[0;, - warto$¢ poczatkowa p-tej wspolrzednej wektora, np. pj; oznacza po-
czatkowa iloé¢ jednostek p-tego dobra w koszyku,

[0 - punkt (lub hiperplaszczyzna), element przestrzeni rzutowej RPY  np. port-

fel p,

O - -ta wspodlrzedna jednorodna punku przestrzeni rzutowej, np. p, to
p-ty skladnik portfela; mozna go przeskalowac¢ jednolicie z pozostalymi
skladnikami,

v - male czcionki fraktury oznaczaja zmienne losowe przyjmujace wartosci
symbolizowane odpowiednimi literami antykwy (tu v),

E(v) - warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej v,

var(v) := y/E((0 — E(v))?) - wariancja zmiennej losowej v,

g, — jednostkowa ilo§¢ dobra rynkowego o numerze . W tym znaczeniu
takze uzywane sa popularne symbole walut: €, §, ¥, badz litera &.

Autor przyjal anglosaska konwencje zapisu ulamkoéw dziesietnych, z kropka se-
parujaca ich czesci calkowite.

Symbol [zdanie] oznacza funkcje réowna 1 w przypadku gdy zdanie jest praw-
dziwe, a 0 gdy tak nie jest.

Pojawiajaca si¢ na marginesie tekstu raczka ~=*= wskazuje zdaniem autora

szczegoOlnie istotny fragment tekstu. Oczko widniejace na marginesie za

325
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tytulem paragrafu informuje, ze analiza objetych paragrafem tresci moze oka-
za¢ si¢ trudniejsza niz zwykle i mozna je pomina¢ przy pierwszym czytaniu.
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temperatura, 38, 113, 237
dzwigni finansowej, 107
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