KINEMATYKA RELATYWISTYCZNA

I DIAGRAMY CZASOPRZESTRZENNE

I. CZASOPRZESTRZEN

Okreslenie polozenia ciata (np. punktu materialnego) w przestrzeni jest mozliwe tylko
wtedy, gdy wczesniej dokonamy wyboru ukladu odniesienia (u.0.), to znaczy wybie-
rzemy ciato lub zespo6t wzajemnie nieruchomych ciat, wzgledem ktoérych bedziemy okreslaé

potozenia innych ciatl oraz badaé¢ zmiany tych potozen z upltywem czasu.

Wybieramy pewien punkt O ustalonego u.o. i z punktem tym wiazemy poczatek
3-wymiarowego ukladu wspélrzednych prostokatnych wyznaczonego przez trzy
wzajemnie prostopadte osie x, y i z, przecinajace si¢ w punkcie O. Do pomiaru czasu ¢
potrzebujemy zbioru wzajemnie nieruchomych, jednakowo chodzacych i zsyn-

chronizowanych ze soba zegaréw.

Zdarzeniem nazywamy jakiekolwiek zjawisko fizyczne zachodzace w bardzo matym ob-
szarze przestrzeni (czyli w punkcie) i trwajace bardzo krotko. Dobrym modelem zdarzenia

jest zderzenie dwoch czastek elementarnych.

Kazdemu zdarzeniu w ustalonym u.o. mozemy przyporzadkowaé trzy wspoélrzedne
przestrzenne x,y, z okreslajace miejsce (czyli punkt), w ktorym zdarzenie zaszto, oraz
chwile czasu t mowiaca, kiedy ono zaszto. Chwile czasu t nazywaé tez bedziemy wspol-

rzedna czasowq zdarzenia.

Zdarzenie ma bezwzgledny (inaczej: absolutny) charakter, tzn. nie zalezy ono od
wyboru u.o., natomiast przyporzadkowane zdarzeniu wspoélrzedne przestrzenne i

wspolrzedna czasowa sg wzgledne — ich wartosci liczbowe zalezg od wyboru u.o.
Zbior wszystkich zdarzen nazywamy czasoprzestrzenia.

Czasoprzestrzen jest 4-wymiarowa — kazde zdarzenie jest opisane przez cztery
wspolrzedne czasoprzestrzenne: trzy wspolrzedne przestrzenne i jedng wspot-

rzedna czasowq.

II. ZASADA WZGLEDNOSCI

Pierwsze prawo Newtona (zasada bezwtadnosci):

istnieje inercjalny uktad odniesienia.
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Inercjalny uklad odniesienia (i.u.0.) to uktad odniesienia, wzgledem ktorego wszystkie
ciata nie oddziatujace z innymi ciatami poruszaja sie¢ jednostajnie i prostoliniowo lub

Spoczywaja.

Istnieje nieskonczenie wiele i.u.o. — dowolny uktad odniesienia, ktory wykonuje ruch
postepowy prostoliniowy 1 jednostajny wzgledem jakiego$ uktadu inercjalnego, sam jest

rowniez ukltadem inercjalnym.

Zasada wzglednoS$ci: wszystkie i.u.0. sa rownouprawnione. Inaczej moéwiac: wszelkie
zjawiska fizyczne zachodzace w tych samych warunkach musza mie¢ taki sam przebieg w

dowolnym i.u.o.

Galileusz: we wszystkich i.u.0. jednakowo stuszne sa prawa mechaniki.

Einstein: we wszystkich i.u.o. wszystkie prawa przyrody sa takie same.

ITII. PRZEKSZTALCENIE (TRANSFORMACJA) GALILEUSZA

U 1Y . U'\‘\VJr

Dwa u.o. U oraz U’ poruszaja sie wzgledem siebie. Oznaczamy przez t, x,y, z wspolrzedne
czasoprzestrzenne zdarzen wzgledem u.o. U, za$ przez t', 2’1/, 2/ wspotrzedne czasoprze-
strzenne zdarzen wzgledem u.o. U'. Zakladamy, ze w chwili t = ¢ = 0 osie obu ukltadow

wspotrzednych pokrywaja sie oraz ze uklad U’ porusza sie wzgledem uktadu U ruchem



postepowym prostoliniowym ze stata predkoscia « réwnolegta do osi x:
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gdzie i jest wersorem osi x, za$ u jest wspdtrzedng wektora @ wzgledem tej osi (wielkosé
u, jako wspotrzedna wektora wzgledem pewnej osi, moze przyjmowaé¢ warto$ci ujemne,

dodatnie lub wartos¢ zero).

W fizyce newtonowskiej zaktadamy, ze czas jest absolutny: po ustaleniu jednakowej jed-
nostki czasu w u.o. U i U’ oraz uzgodnieniu poczatku liczenia czasu w tych uktadach,

chwile zaj$cia dowolnego zdarzenia sa w obu uktadach identyczne:

V=t (3.2)

Korzystajac z rysunku, tatwo znajdujemy zwigzek pomiedzy wspotrzednymi przestrzen-
nymi z’,y’, 2’ 1 x,y, z punktu przestrzeni, w ktorym zaszlo jakie$ zdarzenie. Ostatecznie,
przeksztaltcenie (transformacja) Galileusza taczace wspotrzedne czasoprzestrzenne dowol-

nego zdarzenia wzgledem ukladow U i U’ ma postac:

-

t'(t,z,y,2) =t,
2(t,x,y,z) =x — ut,

y/(ta z,Yy, Z) =Y,

2Nt x,y,2) = 2.
\

Przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia (3.3) ma postac (przeksztalcenie to rowniez

nazywamy przeksztatceniem Galileusza):

]
t(t/7 xl? y/7 zl) = tl?
z(t' 2y, 2) =o' +ut' =2’ + ut,

/

y(t' o'y, ) =,

2(t, 2y, 2) = 2.

\



2%

Wersory obu uktadéw wspotrzednych przestrzennych sa odpowiednio rownymi wektorami:

-

i =i j =7 K=k (3.5)

Wektory 7, 7/ i fpor maja nastepujace wspotrzedne wzgledem bazy (;, f, %) zwigzanej z

ukladem odniesienia U:

F=ai+yj+zk = [z, 9, z]u, (3.6a)
7= 27+ y’]” LAk =2+ y’f—k 2k = [,y 2], (3.6b)
FOO/ = Q:O/;: ut;: [ut,0,0]U, (36C)

gdzie notacja [wy, we, ws|y oznacza, ze liczby wy, ws 1 w3 sa wspolrzednymi pewnego wek-
tora obliczonymi wzgledem bazy (;, f, lg) zwiazanej z uktadem U. Korzystajac ze wzorow
(3.6) tatwo pokazemy, ze przeksztalcenie Galileusza (3.4) w zapisie wektorowym wyglada
nastepujaco:

— —

F=roo +7 =ut+7". (3.7)

A. Transformacja predkos$ci punktu materialnego

Predkosé (chwilowa) punktu materialnego wzgledem uktadu U:

- g _g - =2 o
U= <dt>U = dt(:m—i—yj —i—zk)

de- dy- dz-
e A
' T T @



— Uyl + vy] + Uk, (3.8a)
dx dy dz

p = vy = L, = 3.8b

R T A TR T (3.8b)

Notacja (dr/dt),; oznacza, ze pochodna wektora i” jest obliczana przy zalozeniu, ze wersory
(;, ]’, I;) zwigzane z ukltadem U nie zmieniaja sie w czasie. Predko$é¢ punktu material-

nego wzgledem uktadu U

dr” d, - .
7= () =— (2" +y') + /¥
a ), " )

do’o, dy' -, dZ 5
T Tt

) r N
=Vt +v,J + vk

=i+ v, ] + vk, (3.92)
da’ dy’ dz’

// i // I // - . 39b

A T A TR ST (3.9b)

Predkos$¢ ruchu postepowego uktadu U’ wzgledem uktadu U mozemy obliczy¢ jako po-

chodna:
dFOO’) ( d - ) de’—.’ - .
= —=(zo1i = i =ui = . (3.10)
(%57), = (o), =
Wzgledem bazy (7, J, IZ) wektory U, ¥/ 1 4 maja zatem wspolrzedne:
. dr dy dz
U= [dt’ T dt]U = Vg, vy, V2] s 5 (3.11a)
do’ dy d2
_'/: T s T s T = // // I/ 311b
v ldt’dt’dt]U [vers v 0] ( )
@ = [u,0,0, . (3.11c)

Z transformacji Galileusza (3.4) wynikaja nastepujace zwiazki pomiedzy zmieniajacymi
sie w czasie wspotrzednymi wektorow potozenia punktu materialnego poruszajacego sie

wzgledem uktadow U i U’:
z(t) =2'(t) +ut, y(t)=y'(t) =z(t)=2(t). (3.12)

Rozniczkujac powyzsze wzory wzgledem czasu t dostajemy

dr  da’ dy dyf dz  d

T a Y T a - a (3.13)

czyli

Vp = Vb Fu, v, =0, v, =0l (3.14)

Yy
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Jest to nierelatywistyczne (czyli newtonowskie) prawo dodawania predkosci. Laczac po-

wyzsze wzory z rownaniami (3.11) dostajemy wektorowy zapis prawa dodawania predko-

Sci:
v=1"+1d (3.15)
B. Transformacja przyspieszenia punktu materialnego
Przyspieszenie (chwilowe) punktu materialnego wzgledem uktadu U:
S d*r dv - = -
a = (dtz)U = <dt>U = a1 + a,j + ak, (3.16a)
d*z  dy d*y  do, d?z  dv
= =2 gy = =Y g = = 3.16b
e T M T e T a T A T ( )
Przyspieszenie punktu materialnego wzgledem uktadu U’
. dzr” dv’ - - . - - -
a' = ( T ) = ( % ) = ayi' + ay) +ayk' = ayi+ ayj + ak, (3.17a)
U U
d2 ! d /, d2 / dU/, d2 ! d /,
d, =S =Sy ST g S T (37h)
de? de = Y de? dt de? dt

Zauwazmy, ze przyspieszenie ruchu postepowego ukladu U’ wzgledem ukltadu U jest ze-

d27700/ d - du - - —
( 2 )U— <dt(u;>)U—dtZ—OZ—O. (3.18)

rowe:

Rozniczkowanie rownan (3.13) wzgledem czasu t prowadzi do zwiazkow:

d?z _ d?z’  d%y _ d?y  d?%z _ d2z/

- — 7 _ — = 3.19
de? de2’  de? de2’  de? de2”’ (3.19)

ktore w zapisie wektorowym oznaczajg, ze
a=ad, (3.20)

czyli przyspieszenie punktu materialnego jest takie samo we wszystkich i.u.o.

IV. POSTULATY SZCZEGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

A. TUniwersalno$é predkosci §wiatta w proézni

i postulaty szczegdlnej teorii wzglednosci

Z rownani Maxwella (opublikowanych w 1864) stanowiacych podstawe elektrodynamiki

klasycznej wynika, ze drgania elektromagnetyczne rozchodza sie w prézni we wszystkich
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kierunkach z ta sama predkoscia. Wynosi ona okoto ¢ =~ 300000 km/s i rowna jest pred-

kosci swiatta w prozni.

Na przetomie XIX i XX wieku fizykom wydawalo sie, ze musi istnie¢ wyrézniony uktad
odniesienia, wzgledem ktorego predkos¢ rozchodzenia sie swiatla ma warto$¢ ¢ wynika-
jaca z réwnan Maxwella; uktad ten byl nazywany uktadem eteru. Przez eter rozumiano
takze hipotetyczny o$rodek materialny, w ktérym mialyby sie rozchodzié fale elektroma-

gnetyczne.

Jesli zatozymy, ze w pewnym i.u.o. fale elektromagnetyczne rozchodza si¢ zgodnie z réw-
naniami Maxwella, a wiec z jednakowsa predkosciag we wszystkich kierunkach, i za pomoca
transformacji Galileusza przeniesiemy ruch fal do innego i.u.o. poruszajacego sie wzgle-
dem uktadu wyjsciowego, to w tym drugim i.u.o. predko$é rozchodzenia sie tych fal bedzie

zalezata od kierunku — réwnania Maxwella w tym i.u.o. nie beda juz obowiazywac.

fala Swietina _

Zrodfp i przyrzgd
Swiatly /

F e
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W w.o. U (,nieprimowanym”) spoczywa zrodto Swiatta. Jezeli uktad ten bytby
uktadem eteru, to predkosé swiatta w prozni w tym uktadzie bytaby réowna c.
Woéwczas nierelatywistyczne prawo dodawania predkosci przewiduje, ze predkosci

"

Swiatta wzgledem ukladow odniesienia U’, U' U"”, réwne odpowiednio ¢, ¢ i ¢”,

powinny by¢ rézne od c.

Mozna bylo przypuszczaé, ze odpowiednie eksperymenty pozwola wykryé anizotropie
predkosci fal elektromagnetycznych w uktadach poruszajacych sie wzgledem eteru. Jednak
wszystkie doswiadczenia, jakie w tm celu wykonano, daty wynik negatywny. Najbardziej
znane jest doswiadczenie przeprowadzone najpierw przez A. A. Michelsona w 1881 i po-

wtorzone z wieksza doktadnoscig przez A. A. Michelsona i E. W. Morleya w 1887.
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Powstal zatem dylemat: albo transformacje Galileusza nie sa poprawnym przeksztatce-
niem taczacym wspolrzedne czasoprzestrzenne w réznych i.u.o., albo réwnania Maxwella
nie sg stuszne we wszystkich i.u.o. Dylemat ten rozstrzygnal w 1905 Albert Einstein na

korzy$é rownan Maxwella, formutujac swoja szczegolng teorie wzglednosci (STW).

Szczegblng teorie wzglednosci mozna oprzeé¢ na dwoch postulatach:

1. zasada wzglednosci — identyczne eksperymenty wykonywane w réznych i.u.o.

daja identyczne wyniki;

2. zasada niezmienniczo$ci predkosci $wiatta — we wszystkich i.u.0. wartosé licz-

bowa predkosci §wiatta w prozni jest jednakowa i rowna
c=299792458 m/s (dokladnie), (4.1)

niezaleznie od ruchu zrodta $wiatta wzgledem obserwatora, ktory spoczywa

W 1.U.0.

B. Definicja sekundy i metra w ukladzie SI

Do 1983 roku predkosé¢ swiatta byla wielkosciag mierzona. Starano sie ja zmierzyé¢ jak
najdoktadniej, uzywajac metra jako ustalonej jednostki dtugosci. W 1983 roku podjeto
decyzje o odwroceniu tej relacji: uznano, ze predkosé $wiatta w prozni jest fundamentalng
stala fizyczng, ktora sie nie zmienia. Zamiast wiec mierzy¢ predkosé swiatta uzywajac

metra, postanowiono zdefiniowa¢ metr za pomoca predkosci swiatta.

Dlaczego to zrobiono? Stabilnosé: fizyczne wzorce metra, np. platynowo-irydowy pret znaj-
dujacy sie w Sévres pod Paryzem, moga ulega¢ minimalnym zmianom, np. odksztatcaé sie
pod wpltywem wlasnego ciezaru lub zmian temperatury; predkosé swiatta jest zawsze taka
sama. Precyzja: czas potrafimy mierzy¢ bardzo precyzyjnie za pomoca zegaréw atomo-
wych. Laczac precyzyjny pomiar czasu ze stala predkoscig swiatta, otrzymujemy niezwykle

stabilng definicje jednostki dltugosci.
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Definicja sekundy w uktadzie SI: sekunda jest to czas rowny 9 192 631 770 okresom
promieniowania odpowiadajacego przejéciu miedzy dwoma poziomami struktury
nadsubtelnej stanu podstawowego atomu cezu 133.

Definicja metra w uktadzie SI: metr to dlugos¢ drogi, jaka przebywa $wiatto w

prozni w czasie 1/299 792 458 sekundy.

C. Synchronizacja zegaréw za pomoca sygnaléow $wietlnych

3 5
i <Y
A B

Rozwazmy jeden ustalony i.u.o. i dwa identycznie skonstruowane zegary spoczywajace
wzgledem tego uktadu, znajdujace si¢ w punktach A i B. Zgodnie z drugim postulatem
STW wartosé¢ ¢ predkosci rozchodzenia sie sygnalow swietlnych (fotonow) jest w kazdym
punkcie przestrzeni taka sama i nie zalezy réwniez od kierunku, w ktoérym porusza sie
sygnal. W szczegdlnosci zatem nie zalezy od tego, czy sygnal Swietlny porusza sie od
zegara A w strone zegara B, czy tez w kierunku przeciwnym.

W chwili % (odczytanej na zegarze znajdujacym sie w punkcie A) wysytamy z punktu A
sygnat swietlny, sygnal ten po dotarciu do punktu B jest natychmiast odbijany i powraca
do punktu A w chwili #} (odczytanej rowniez na zegarze w punkcie A); rejestrujac chwile

¥ i %) mozemy zmierzy¢ warto$é ¢ predkosci rozchodzenia sie sygnalow swietlnych:

21
C= " Lur (4.2)
ta— 14

gdzie [ jest odlegtoscig punktow A i B.

Za pomoca sygnatu $wietlnego mozemy teraz zsynchronizowaé zegar B z zegarem A. Dla
sygnatu wyslanego z zegara A w chwili ¢, ustawiamy zegar B tak, by w chwili odbicia

sygnatu wskazywal on czas

l
te =15+ . (4.3)

Zgodnie z (4.2), sygnal powraca do zegara A w chwili

21
ﬂ:ﬂ+z. (4.4)
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Dwa dowolne zegary spoczywajace wzgledem siebie w punktach A i B sg zatem zsyn-
chronizowane, jesli dla sygnatu wystanego w dowolnej chwili ¢ speinione jest rownanie,

bedace konsekwencja rownan (4.3) i (4.4):

1

Opisana  powyzej  procedura  pomiaru  predkosci  $wiatla  dotyczy  tzw.

dwukierunkowej predkosci swiatta, tzn. predko$ci zmierzonej dla sygnatu po-

ruszajacego sie po drodze zamknietej od A przez B i z powrotem do A.

Jednokierunkowa predkosé swiatta to predko$é, z jaka Swiatlto porusza sie z punktu

A do punktu B. Jednokierunkowej predkosci swiatta nigdy nie zmierzono i — zgodnie z

obecna wiedza — prawdopodobnie nigdy nie da sie tego zrobié.

V. WZGLEDNOSC JEDNOCZESNOSCI/ROWNOCZESNOSCI ZDARZEN

Trzej obserwatorzy A, B i O lecg rakieta, spoczywajac wzgledem niej; O znajduje sie w
potowie odlegtosci miedzy A i B. A i B wysylaja sygnaty swietlne skierowane do O, ktory
odbiera je r6wnoczesnie.

Obserwator w spoczynku wzgledem rakiety: A ¢ B znajdujq sie w jednakowej odlegto$ci od
O, wobec tego swiatto potrzebuje tyle samo czasu, by pokonac droge z A do O, jak z B do O:
skoro sygnaty dotarty do O rownoczesnie, to musialy zostaé wystane rownoczesnie.
Obserwator w spoczynku w uktadzie, wzgledem ktorego rakieta sie porusza: sygnaty do-
tarty do O rownoczesnie; wczesniej, gdy sygnaly byly jeszcze w ruchu, B znajdowatl sie
blizej niz A miejsca, w ktorym znalazt sie O w chwili rejestracyi sygnatow: poniewaz oba
sygnaly rozchodzq sie z predkoscig swiatta c, to sygnat z A musiat zostaé wystany
wczesniej niz z B, gdyz miat do pokonania dluzszq droge, a dotart do O w tym samym
momencie co sygnat wystany z B.

Powyzsze rozumowanie dowodzi, ze pojecie réwnoczesno$ci/jednoczesnosci jest
wzgledne, zatem w réznych i.u.o. odstep czasowy pomiedzy tymi samymi zdarzeniami

jest na ogd6t rozny.

Jak zmierzy¢ dtugosé preta poruszajacego sie wzgledem u.o., nie zatrzymujac go? Diugosé
preta poruszajacego sie np. wzdtuz ustalonej osi uktadu wspotrzednych, okreslamy jako
roznice wspolrzednych jego poczatku i korica, zmierzonych jednocze$nie — mozna
przypuszczaé, ze z powodu wzglednosci jednoczesnosci dtugosé tego samego preta jest

rozna w réznych uktadach odniesienia.
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Lewy rysunek: przebieg zdarzen w i.u.o., w ktéorym rakieta spoczywa. Rysunek
prawy: przebieg zdarzen w i.u.o., wzgledem ktoérego rakieta sie porusza
(pomaraniczowa linia wskazuje miejsce w przestrzeni, w ktorym miato miejsce

zdarzenie polegajace na tym, ze obserwator O odebral dwa sygnaly swietlne).

VI. PRZEKSZTALCENIE (TRANSFORMACJA) LORENTZA

Pusta przestrzen jest jednorodna i izotropowa, czas jest jednorodny, dlatego przeksztatce-
nia wigzace wspotrzedne czasoprzestrzenne w dwoch réznych i.u.o. powinny byé funkcjami

liniowymi wspotrzednych czasoprzestrzennych:

.
t' = filt,x,y,2) = mut +miax + mygy + myg 2 + mys,

' = folt,x,y,2) = Mot + Mag & + Mag y + Moy 2 + Mas,

Y = fs(t,z,y,2) = ma1 t + maa & 4+ M3y + Mg 2 + Mmgs,

2= falt,x,y,2) = Myt + Myo & + Myz Yy + Mag 2 + Mys,
\

gdzie wspotezynniki m;; mogg zaleze¢ wytgcznie od predkosci wzglednej obu uktadow.
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Zaktadamy, ze w chwili t = ¢’ = 0 osie obu uktadow wspohrzednych przestrzennych po-
krywaja sie oraz ze uktad U’ porusza sie wzgledem ukladu U ruchem postepowym pro-
stoliniowym ze stata predkoscia « réwnolegta do osi z. Warunek poczatkowy oznacza, ze
zdarzenie, ktore w u.o. U ma wspoétrzedne t = 0iz = y = z = 0, powinno mie¢ w uktadzie
U’ wspohrzedne t' = 012’ =3y = 2/ = 0; uwzglednienie tego w rownaniach (6.1) prowadzi
do

M5 = Moy = M35 = My; = 0 (62)

Postugujac sie zasada wzglednosci mozna dalej wykazaé, ze wymiary cial poprzeczne w
stosunku do kierunku ruchu wzglednego dwdéch i.u.o., nie zmieniaja sie przy przechodzeniu

od jednego do drugiego i.u.o. Wykazuje to eksperyment myslowy zilustrowany ponize;j.
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Uwzgledniajac identycznos¢ mierzonych w obu uktadach rozmiaréw cial w kierunkach
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poprzecznych do kierunku ruchu wzglednego uktadéw, mozna przewidywaé, ze szukane

przeksztalcenie ma ostatecznie postac:

t' = Mz + Nt, (6.3a)
x' = Az + Bt, (6.3b)
y =y, 2=z, (6.3¢)

gdzie wspotezynniki A, B, M, N moga zaleze¢ tylko od predkosci wzglednej w uktadow.

e Rozwazmy ruch punktu materialnego, ktory wzgledem uktadu U w czasie dt prze-
miescit sie o wektor [dx,dy, dz]y, ten sam punkt materialny wzgledem uktadu U’
przemiescit sie w czasie dt’ o wektor [dz’,dy’,dz']pr. Na podstawie rownan (6.3)

mozemy napisac

dt’ = Mdx + Ndt, d2’ = Adz + Bdt, dy =dy, dz =d=. (6.4)

Stad
dx
, d  Ade+Bdt AGtE Av,+B (6.50)
/U:E, = — = = = . .
d¢ Mdx+Ndt  dv 0 Mu, + N
dt
Podobnie
vy, Y ! b (6.5Db)

=— U, =—

v Muv, + N = Muv,+N

e Niech punkt materialny spoczywa wzgledem uktadu U’, wowczas vy, = vy, = v}, = 0
oraz v, = u (i v, = v, = 0), stad

Au+ B

= Vus N — B = —Au. (6.6)

e Rozwazmy teraz punkt materialny spoczywajacy wzgledem uktadu U, wowczas v, =

vy = v, =0 oraz v}, = —u (i v;, = v, = 0), stad
B B
—u=—= N=-==A :
u=5 = » (6.7)
e Podstawiamy (6.6) i (6.7) do réwnan (6.5):
v M U// Uy / Uz (68)

x/:va—FA’ 3”:]\4%4-147 UZ/:MU,E—FA'

e Rozwazmy sygnal $wietlny (foton) poruszajacy sic w dowolnym kierunku wzgledem
uktadu U’, woéwczas na ogot zadna ze wspotrzednych wektora predkosci v/ nie bedzie

rowna zeru, ale

0] = W) + () + ()2 = (6.9)
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Korzystajac z (6.8) i (6.9) obliczamy:
A (vp — u)? + vl + v?
(Mv, + A)?

2 .2 2,2
stad vy, + v; = & — v,

(6.10)

2

z)

Poniewaz ¢® = v? + vg + v co podstawiany do réwnania

powyzej. Po przeksztatceniach dostajemy:
(PM? — A% + 1) 02 + 2(*M + Au)Av, + A% (S —u?) - = 0. (6.11)

Rownanie (6.11) musi by¢ spetnione dla kazdej wartosci v, z przedziatu —c < v, < c.

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy

AM? — A +1=0, (6.12a)
2(c*M + Au)A = 0, (6.12b)
A% —u?) - =0. (6.12¢)

Uktad réwnan (6.12) rozwiazujemy ze wzgledu na A i M:

1 1
A=me M=-"A=—c% = odzie =+l  (6.13)
u? c? c? u?
e Nalezy wybra¢ znak + (czyli ¢ = +1), bo gdy u = 0 musi by¢ v}, = v,, v), = vy,
v, =,
Ostatecznie wspotezynniki A, B, M i N majg postac:
1
A= —n (6.14a)
02
2
B=-—% (6.14D)
02
-2
1
M=—2 , (6.14c)
C u2
-2
1
N=——- (6.14d)
02
-2

Podstawiajac (6.14) do réwnan (6.8), relatywistyczne prawo dodawania predkosci przy-

biera postaé:

1 u? . u?

v, — v, - —

Ve — U y 2 2

A JL r_ C / (C

Uy = v, Yy = uv, o Y = UU, (6.15)
c? c? c?
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Z zasady wzglednosci wynika, ze wzory wyrazajace wspolrzedne wektora predkosci wzgle-
dem U przez wspotrzedne wektora predkosci wzgledem U’ otrzymamy z powyzszych wzo-
row zastepujac u przez —u oraz zamieniajac réwnocze$nie wielkoci primowane na niepri-

mowane i na odwrot:

u? , u?
/ , v, - T 5 UZ/ 1 - T 5
Uy tu Y 2 B 2 6.16
Uy = 7 Uy - / Uy = / ( . )
U/U,I/ UU,I./ UU,I,/
1+ — 1+ — 1+ —
C c c

Oczywiscie wzory (6.16) mozna roéwniez otrzymaé rozwiagzujac uktad réownan (6.15) ze

wzgledu na vy, v, 1 v,.

Podstawiajac (6.14) do rownan (6.3), otrzymujemy ostateczna postaé przeksztalcenia ta-

czacego w wspolrzedne czasoprzestrzenne w dwoch réznych i.u.o.:

UL
T2 T — ut
V=" =" y=y =z (6.17)
2 ) 27 )
] U ] U
c? c?

Przeksztalcenie to nazywamy przeksztatceniem (lub transformacjq) Lorentza.

Odwotujac sie ponownie do zasady wzgledno$ci mozemy zauwazy¢, ze przeksztalcenie
odwrotne do (6.17) otrzymamy zastepujac u przez —u oraz zamieniajac roéwnoczesnie

wielkosci primowane na nieprimowane i na odwrot:

uz’
f/ — / /
’ 2 x4+ ut
t=—+—C5 =", y=vy, z=17. (6.18)
u? u?
1= - =
c C

Wzory te rowniez nazywamy przeksztatceniem (lub transformacjq) Lorentza. Mozna je

otrzymac rozwiazujac ukltad rownan (6.17) ze wzgledu na ¢, x,y, 2.

Przeksztalcenie Lorentza i relatywistyczne prawo dodawania predkosci zapewniaja, ze
jezeli cialo porusza sie jednostajnie i prostoliniowo wzgledem pewnego i.u.o., to porusza

sie ono réwniez jednostajnie i prostoliniowo wzgledem kazdego innego i.u.o.

Z zasady niezmienniczo$ci predkosci §wiatta wynika, ze zaden i.u.o0. nie moze sie poruszac z
predkoscig ¢ wzgledem innego i.u.0. Dowodzi tego rozumowanie przedstawione na rysunku

ponizej.
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Zaden i.u.0. nie moze si¢ poruszac¢ z predkoscia ¢ wzgledem innego i.u.o.

Granice nierelatywistyczna transformacji Lorentza (6.17) otrzymujemy obliczajac granice
prawych stron réwnaii (6.17), gdy ¢ — 0. Wowezas /1 —u?/c2 — 1, ux/c* — 0i z

réwnani (6.17) otrzymujemy rownania (3.3) wyrazajace transformacje Galileusza.

1 — <
ol
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
B=ufc
Wprowadzmy czynnik Lorentza
1

i

zauwazmy, ze v > 1 iy — o0, gdy u — *c.

Transformacje Lorentza mozna krocej zapisaé tak:

uw
t—v(t—§> ¥ =~(x—ut), y=vy, 2=z

(6.19)

(6.20a)
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/
t =1 (t’ + uf) , r=v" +ut), y=vy, z=2. (6.20b)
¢

W powyzszych wzorach u jest wspohrzedna (wzdtuz osi x) wektora predkosci wzglednej

uktadu U’ wzgledem uktadu U, dlatego
—c<u<+c. (6.21)

Ujemne wartosci v (u < 0) oznaczaja, ze uktad U’ porusza si¢ wzgledem uktadu U w kie-

runku przeciwnym do zwrotu osi x.

Rozwazmy raz jeszcze relatywistyczne prawo dodawania predkosci. Punkt materialny po-

rusza sie¢ wzgledem i.u.o. U z predkoscia

wzgledem i.u.0. U’ ten sam punkt materialny ma predkoscé

—/ ) r ’ / / /
v o= UCE'Z +/Uy/j + Uzlk' - [Ul,/,vy/,’l)z/]U, .

Woéwcezas
Uy — U v U,
U;/ = T uvg U;/ = —y'UJUx7 ’U;/ = —va (622)
1_62 7<1_ 02> 7(1_ 02)

Niech [v] = y/v2 +v2 + 021 [0'] = \/(U;/)Q + (v;,)? + (v.,)?. Sposob, w jaki wyprowadzi-

lismy powyzej relatywistyczne prawo dodawania predkosci (6.22) zapewnia, ze
e jesli |U] = ¢ wiwo. U, to |¥'| = ¢ w kazdym innym i.u.o. U’
Korzystajac z rownan (6.22) mozna réwniez pokazac, ze
e jesli |U] < ¢ wiuwo. U, to |U'] < ¢ w kazdym innym i.u.o. U’

Oznacza to, ze predkosé swiatta w prozni jest maksymalna predkoscia w przyrodzie.
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VII. KONTRAKCJA (SKROCENIE) LORENTZA

Pret spoczywa w uktadzie U’, np. lezy wzdluz osi O’ X’ tego uktadu. Dtugosé preta w tym

uktadzie wynosi

lo = xg — . (7.1)

Jaka dlugosé tego preta zarejestruje (zmierzy) obserwator zwiazany z uktadem U?
Pomiar dtugosci poruszajacego sie preta polega na jednoczesnym pomiarze wspotrzednych

x1 1 x9 obu koncéw preta. Diugoscia preta jest roznica tych wspotrzednych:
l=x9—x1, olilety =t (7.2)

Korzystamy z transformacji Lorentza (6.20a), by wyrazi¢ wspolrzedne x) i x, przez wspot-

rzedne czasoprzestrzenne zwiazane z uktadem U:

lo = 5 — 2 (7.3a)
= v(r2 — utz) — y(x1 — uty) (7.3b)
= y(xe — 1) —uy(ty — t1) (7.3¢)
=(xz —x1) (boty = 1) (7.3d)
zatem
1
l= ; lo (7.4)

Poniewaz v > 1, mamy

I < lp — kontrakcja (skrocenie) Lorentza. (7.5)
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Dtugosé¢ jakiegos ciata mierzona w ukladzie odniesienia, w ktéorym ciato to spoczywa,

nazywa sie dtugosciq wtasng ciala.

VIII. DYLATACJA (WYDLUZENIE) CZASU

Rozwazmy dwa zdarzenia zachodzace w ustalonym punkcie przestrzeni wzgledem uktadu
U’, niech wspolrzedne przestrzenne tego punktu wynosza zj, vy, 2, zas odstep czasu po-
miedzy tymi zdarzeniami mierzony przez zegar spoczywajacy wzgledem U’ w punkcie
Ty, Yo, 20 Wynosi

To = th —t]. (8.1)
Jaki odstep czasu pomiedzy tymi zdarzeniami zmierzy obserwator zwiazany z i.u.o. U?

Korzystamy z transformacji Lorentza (6.20b), by wyrazi¢ chwile czasu t; it przez wspot-

rzedne czasoprzestrzenne zwiazane z ukladem U’:

T=1y—1 (8.2a)
_ (tg “;/2) — 5 (t’l u:j) (8.2b)
=t 1)) + —(ah — a}) (8:2¢)
= (th —t)) (bo Ty = 1) = xg) (8.2d)
= 7. (8.2¢)

Poniewaz v > 1, mamy

T > 19 — dylatacja (wydtuzenie) czasu. (8.3)
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Odstep czasu miedzy dwoma zdarzeniami ma najmniejszg warto$¢ w i.u.o., w ktéorym

zdarzenia te zachodzg w tym samym punkcie przestrzeni.

Czas mierzony w u.o. zwiazanym z danym obiektem nazywamy czasem wtasnym tego

obiektu.

Zwiazki przyczynowo-skutkowe pomiedzy zdarzeniami

Czesto obserwujemy zdarzenia bedace ze soba w zwiazku przyczynowo-skutkowym. Na
przyktad, aby kula uderzyla w tarcze (skutek), konieczne jest, aby przedtem nastapit

wystrzal z broni palnej (przyczyna).
Teoria wzglednosci zachowuje kolejnosé czasows przyczyny i skutku.
Rozwazmy dwa zdarzenia, ktérych wspotrzednymi przestrzennymi wzgledem pewnego

i.u.0. s odpowiednio x1, ¥y, 21 oraz xs,ys, 22, zachodza one w chwilach odpowiednio #;

i ty. Oznaczmy

Lo i=A/(zg —21)2 + (2 — )2 + (22 — 21)2, tig:=1ty —t1. (8.4)

Zdarzenia moga pozostawaé ze soba w zwigzku przyczynowo-skutkowym tylko wtedy, gdy
e < cltia]. (8.5)

Jest tak dlatego, bo zaden sygnal w przyrodzie nie moze rozchodzi¢ si¢ z predkoscia

wieksza niz c.

Zatozmy dalej, ze zdarzenie 2 jest skutkiem zdarzenia 1, czyli oprocz spetnienia warunku
(8.5) spelniony jest rowniez warunek to > ¢;. Mozna wowczas pokazaé, ze w kazdym innym

i.u.o. t; > t]. Prawdziwa jest zatem implikacja

lip <cltip] 1 o>t = ty>1]. (8.6)



22

IX. DIAGRAMY CZASOPRZESTRZENNE

W ustalonym i.u.o. kazdemu zdarzeniu mozemy zatem przyporzadkowaé cztery wspot-

rzedne czasoprzestrzenne o wymiarze dtugosci:

2 =ct, x, vy, 2. (9.1)

Bedziemy na og6t uzywacé 2-wymiarowych przekrojow czasoprzestrzeni, tzn. ograniczymy
sie do rozwazania zdarzen, dla ktérych w pewnym ustalonym i.u.o. wspotrzedne y i z sa
stale, zmieniaja sie tylko wspotrzedne 2° = ct i x. Oznacza to badanie ruchéw zacho-
dzacych wytacznie w kierunku osi x, w szczeg6lnosci ruchow zachodzacych wzdtuz same;j

osi z (dla ktorych y = z = 0).

2-wymiarowy przekrdj czasoprzestrzeni bedziemy opisywaé¢ za pomoca kartezjanskiego

ukladu wspotrzednych, na osiach ktérego odkladamy wspotrzedne z° i z.
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Konstrukcja wspélrzednych czasoprzestrzennych

uzywanych przez obserwatora w innym i.u.o.
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X. INTERWAL CZASOPRZESTRZENNY

Interwatem  czasoprzestrzennym — pomiedzy zdarzeniami Z; [0 wspoOhrzednych

(t1, 21,91, 21)] oraz Z, |o wspohrzednych (o, 2, ya, 29)| nazywamy wyrazenie

Iy := —(,32<t2 — t1)2 + (12 — ZL'1)2 + (l/2 - il/1)2 + (ZQ — Zl>2. (101)

Interwat  czasoprzestrzenny  jest miezmiennikiem  transformacji  Lorentza:  jezeli
(t), 2,9y, 21) oraz (th, xh,yh,25) sa wspolrzednymi tych samych zdarzen 2, i Z

w pewnym innym i.u.o. U’; to

—(ty —t1)% + (@ — 2)* + (b — 1) + (25 — 21)?
= —Cle—t1)?+ (@ — 1)’ + (12— ) + (2 — 2)°.
(10.2)

Prawdziwo$é powyzszego rownania mozna udowodnié korzystajac z rownan (6.17) [lub

(6.18)] opisujacych transformacje¢ Lorentza.
Dla dwodch zdarzen infinitezymalnie bliskich sobie w czasie i w przestrzeni mozemy napisac:
to =1t +dt, 29 =21 +dx, yo = y1 +dy, 20 = 21 +dz. (10.3)

Interwal pomiedzy takimi zdarzeniami oznacza sie czesto przez ds?, mamy zatem formule

ds* = —c*dt?* + dz® + dy? + dz*. (10.4)

W zaleznosci od znaku [y5, interwaly dzielimy na trzy roztaczne klasy.

o Jezeli I1o < 0, to interwal nazywamy czasowym lub czasopodobnym; moéwimy tez,

ze zdarzenia sa oddzielone czasowo.

o Jezeli 115 = 0, to interwal nazywamy zerowym lub swietinym; méwimy tez, ze

zdarzenia sa oddzielone zerowo lub $wietlnie.

o Jezeli I1s > 0, to interwal nazywamy przestrzennym lub przestrzeniopodobnym;

mowimy tez, ze zdarzenia sa oddzielone przestrzennie.
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XI. CZAS WLASNY

Pewien obiekt i spoczywajacy wzgledem niego zegar poruszaja sie (w dowolny sposob)
wzgledem i.u.o. U. Rozwazmy dwa infinitezymalnie bliskie potozenia zegara w chwilach ¢

it + dt; w czasie dt zegar przebyl wzgledem i.u.o. U odlegtosé

= \/da? + dy? + d2? (11.1)

z predkoscia chwilowa U(t) o wartosci v(t) = dl/dt.
Jaki odstep czasu dt’ wskaze poruszajacy sie zegar?

W iuo. U chwilowo wspdtporuszajgcym sie z zegarem dx’ = dy’ = dz’ = 0. Korzystamy

z niezmienniczo$ci interwalu czasoprzestrzennego:
ds? = —*dt? + da® + dy® + d2* = —2dt”. (11.2)

Do powyzszego réwnania podstawiamy (11.1) i rozwiazujemy je ze wzgledu na dt':

1 di?
—Ad? +dI? = —Pdt? = dt' = £4/1 — S dt= +4/1 —v(t)2/c2 dt. (11.3)
Wybieramy znak +, poniewaz gdy #(t) = 0 musi by¢ dt’ = +d¢t. Ostatecznie

v(t)?

/
dt' = [1- =5

dt. (11.4)

Calkujemy powyzsze rownanie w przedziale czasu (t,ts):

, 2 v(t)?
t2—t'1=J \1- =5t (11.5)
t1
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Jesli 7 # 0, to th—t] < ty—t;: poruszajacy sie zegar chodzi wolniej niz zegar spoczywajacy;

jest to ogdlny przejaw zjawiska dylatacji czasu.
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XII. STOZEK SWIETLNY ZDARZENIA

Za pomocy wspolrzednej ¥ = ct interwal ;5 pomiedzy zdarzeniami Z; [o wspolrzednych

(29 = cty, 11,91, 21)] oraz Z, [o wspolrzednych (29 = cty, T9, Yo, 22)| zapisujemy w postaci

Ly = (29— 202 + (2 — 2)? + (52 — 1) + (20 — 21)% (12.1)

Niech zdarzenie A ma wspolrzedne (2%, x4, y4, 24), stozek Swietlny zdarzenia A to zbior

wszystkich tych zdarzen, ktorych wspotrzedne (2°, z,y, z) spelniaja réwnanie

—(2° =29+ (x—2A)? + (y—ya)® + (2 — 24)® = 0. (12.2)

Stozek $wietlny zdarzenia A sktada sie zatem z tych zdarzen, ktorych interwat ze zdarze-

niem A jest zerowy.

Whetrze stozka swietlnego zdarzenia A opisuje nieréwnosé
— (2% =29+ (r —2a)? + (y —ya)? + (2 — 24)* <0, (12.3)
natomiast jego zewnetrze nieré6wnosé

—(2° =29+ (x —2a)? + (y —ya)? + (2 — 24)* > 0. (12.4)
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Rozwazmy stozek swietlny zdarzenia o wspotrzednych (0,0,0,0):
—(@")? + 27+ + 22 =0. (12.5)
Zobaczmy, czym jest przekroj stozka (12.5) plaszezyzna y = z = 0 [czyli plaszezyzna
(2%, 2)]:
0=—(2"+2%=(—2"+2)(a" + ), czylia’ =+2luba®=—z. (12.6)

Widzimy, ze przekrojem tym jest suma mnogo$ciowa dwoch prostych przechodzacych

przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Rozwazmy teraz przekroj stozka (12.5) przestrzenia z = 0 [czyli przestrzenia (29, z, y)]:
z® +y? = (29)% (12.7)

Jest to rownanie okregu w plaszczyznie (z,y) o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu

|2°). Suma mnogo$ciowa wszystkich takich okregéw dla wszystkich mozliwych 20 jest




29

zwyklym dwuwymiarowym stozkiem w przestrzeni (z°, z,y), ktorego osia symetrii jest o§

2%, Analogicznie wygladaja przekroje stozka (12.5) przestrzeniami x = 01y = 0.

Rozwazmy wreszcie przekroj stozka (12.5) przestrzenia 2° = a = const [czyli przestrzenia
(x,y,2)]:

2yt + 2=k (12.8)
Jest to rownanie sfery w przestrzeni (z,y,z) o srodku w punkcie (0,0,0) i promieniu
la|. Pelny stozek $wietlny jest suma mnogosciowa wszystkich sfer (12.8) otrzymanych dla
wszystkich mozliwych wartosci a, —o0 < a < 400.
Niech w chwili ¢ = 0 z poczatku (0,0,0) uktadu wspohzednych przestrzennych (z,y, 2)
beda wystane sygnaly swietlne we wszystkich mozliwych kierunkach. Po czasie At > 0
sygnaly te beda lezaly na sferze o réwnaniu (12.8) i promieniu a = c¢At. Rozwazmy
nastepnie wszystkie mozliwe sygnaty $wietlne, ktére poruszaja sie radialnie w przestrzeni
(x,y, z) w strone poczatku (0,0, 0) uktadu wspohrzednych przestrzennych. Sygnaly, ktore
dotra do poczatku (0,0,0) w chwili ¢ = 0, leza w chwili wezesniejszej At < 0 na sferze o

rownaniu (12.8) i promieniu a = ¢ |At|.
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XIII. NIEZMIENNICZE HIPERBOLE,
DYLATACJA CZASU I SKROCENIE DEUGOSCI
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XIV. ABERRACJA
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Czastka porusza sie w i.u.0. U’ w plaszczyznie x’y’ w kierunku tworzacym kat 6’ wzgledem

osi 2’. Pod jakim katem 6 wzgledem osi x bedzie sie ta czastka porusza¢ w i.u.o. U?

Wspotrzedne predkosci czastki w uktadzie U’ wyrazamy przez modul wektora predkosci
v = |t'] i kat 0"

vl = v cosd, (14.1a)
vy = v'sind, (14.1Db)
W, = 0. (14.1c)

Wspoltrzedne predkosci czastki w uktadzie U otrzymujemy z relatywistycznego prawa do-

dawania predkosci:

// / 9/
vy = vcosh = Yo quf _— Cj;}, ru : (14.2a)
x’ /
I+ — 1+ —-cosf
c c
’UI/ ! o} 6’
v, = vsinf = yuv’, = Y f::, : (14.2b)
'y<1—|— ;) ’y(l+2¢os€’>
c c
v, = 0. (14.2¢)
Stad obliczamy tangens kata 6:
sinf  wsinf v, v sin @’

teb = cos weosl v, A(u+vcosd) (14.3)

Rozwazmy teraz zmiane kierunku biegu promienia swietlnego przy przejsciu do innego

i.u.0. Dla promienia Swietlnego v’ = ¢ i dostajemy:
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in@ 2 in@
e o sy (14.4)
v(u + ccos ) (oo
c
Uu .
Dla — « 1 dostajemy stad:
c
tg0 — tgd — 20 o((u/ep) (14.5)
= — - u/c)?). :
& & cos? 0’ ¢
Wprowadzmy kat aberracji
Af =0 — 0. (14.6)

Dla & « 1 kat A6 jest bardzo maly i mozemy tgf = tg(f' — Af) rozwina¢ w szereg
c

wzgledem A6:
1

cos? ¢/

tgf = tg(0) — Af) = tgh — A + O(AG?). (14.7)

Przyrownujemy do siebie prawe strony wzorow (14.5) i (14.7). Pomijajac wyrazy wyzszego

rzedu dostajemy:
1 sinf wu

tg 0 — Al >~ tg ' — —. 14.8
& cos2 ¢’ & cos? @ ¢ ( )
Stad:
(R
Af ~ —siné'. (14.9)
c
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Dodatek A: Notacja O(z"), gdy = — 0
Dla kazdego x € R zachodzi:

o 2 1 1
e“:ZJ=1+x+§x2+6x3+---.
n=0 """

Gdy = — 0 mozemy zapisac:
e’ =1+ 0O(x)
=1+2z+ O(z?)

1
= 1+x+§x2+(9(x3).

Widzimy, ze zachodzi warunek:

lim (’)(x )

z—0 gn—1

=0, dlan=1,23,...;
np. dlan =1, O(z) = ¢ — 1 i mamy

lim Olz) = lim(e” — 1) = 0.

z—0 1 z—0

Precyzyjna definicja symbolu O(z™), gdy = — 0, jest nastepujaca:

(A1)

(A2)

(A3)

(f(x) = O(2") w granicy x — O) — (istniejq liczby § > 01 M > 0 takie, ze

0< o] <d=|fl@) < M|:L'”|). (A4)

Pamietamy, ze

0<l|z|<d < x€(=5;0)uU(0;9).

(A5)

Symbol O(z"), gdy x — 0, moze by¢ uogélniony do symbolu O(g(x)), gdy x — a:

(f(a:) = O(g(z)) w granicy = — a) — (istnieja5 liczby 6 > 01 M > 0 takie, ze

0< |o—al <= |f(z)] < Mlg(a)]).

(A6)




