DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

I. RELATYWISTYCZNE ROWNANIE RUCHU
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Rozwazmy ruch czastki natadowanej, np. elektronu, w jednorodnym i statym w czasie polu

elektrycznym. Zgodnie z mechanika newtonowska réwnanie ruchu elektronu ma postac:

md = F = qF = —¢E, (1.1)
gdzie m jest masa, zas ¢ = —e (e > 0) jest ladunkiem elektronu, E stalym wektorem nate-
zenia pola elektrycznego. Zatdézmy dalej, ze ruch jest prostoliniowy i odbywa sie wzdtuz osi
x o wersorze 7. Ruch taki jest mozliwy, gdy w chwili poczatkowej t = 0 elektron spoczywa

albo jego predkos¢ poczatkowa vy jest rownolegla do wektora E.

Poniewaz @ = a,i oraz E = —Ei (E = |E| > 0), to réwnanie (1.1) mozemy zapisa¢ w
postaci:
mayi = —e(—Fi) = +eEi —> ma, = ek, (1.2)
czyli:
ay = if = const. (1.3)

Elektron porusza sie ze stalym przyspieszeniem, zatem:

V(1) = Vo + aut, (1.4a)

1
x(t) = xo + vogt + iaxtQ. (1.4b)
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Jezeli t — o0, to v,(t) — o0, zatem rownanie F' = md jest sprzeczne ze STW. Konieczne

jest relatywistyczne uogolnienie zasad dynamiki Newtona.

Niech czastka w chwili ¢ ma predkos¢ v, (t) wzgledem iu.o. U. Wprowadzmy i.u.o. U,
ktory porusza sie z predkoscia v, (t) wzgledem U. Zdarzenie (¢,z) w i.u.o. U ma w i.u.o.
U’ wspotrzedne (¢, 2'). Dla niewielkiego przedziatu czasu At’, mierzonego w U’ od chwili
t', mozemy w przyblizeniu zastosowaé II zasade dynamiki Newtona oraz jej konsekwencje
dotyczace ruchu prostoliniowego jednostajnie przyspieszonego, gdyz w U’ czastka rozpedza
si¢ od predkosci zerowej w chwili ¢ do niewielkiej predkosci Avl, « ¢ w chwili ¢’ + At'.
Dlatego

Avl, = al, At + O((AY)?), (1.5)

gdzie O((At')?) jest poprawka relatywistyczna do wyrazenia newtonowskiego, kwadratowa

w At'. Przyspieszenie elektronu w i.u.o. U’ wynosi

E/
d, = (1.6)

gdzie E’ jest wartoscig pola elektrycznego w U’'. W ciagu czasu At’ wspohrzedna z’ czastki

zmieni sie w U’ o wielkos¢

A’ = Sal (AP + O((AF)Y) (17)

W iuw.o. U przyrost predkosci Av, czastki w czasie At (odpowiadajacym czasowi At/
w uktadzie U’) obliczymy korzystajac z relatywistycznego prawa dodawania predkosci.

Predkosé czastki w chwili ¢t + At wzgledem uktadu U:

(1 - (“(;W) A,

) u(t) + A ) c
| S |4 2
C C

Rozwijajac prawa strone wzoru na Av, wzgledem matej wielkosci Av!, dostajemy

v (t))? / /
Av, = (1 — (;))) AV, + O((AVL)?). (1.9)
Poniewaz, zgodnie ze wzorem (1.5), Av., = O(At’), mamy
v (1)) / /
Av, = (1 — (0(2))> Avl, + O((AY)?). (1.10)

Nastepnie, korzystajac z transformacji Lorentza, znajdujemy zwiazek pomiedzy odstepami

czasu At i At':

At =ty —t; =7 <t/2 + %mé) — <t'1 + CL;IL‘&) (1.11a)



W naszym przypadku u = v,(t), zatem

Ar + 20 Ay A
At = ¢ = + O((At)?), poniewaz Az’ = O((At)?).
RCXO N NCAO);
c? c?

(1.12)

Zauwazmy, ze jesli At — 0, to rowniez At — 0, i na odwrot: jesli At — 0, to réwniez

At — 0.

Przyspieszenie chwilowe czastki wzgledem uktadu U wynosi:

aa(t) = Jimy AA? (1.13a)
(1 _ (Ur<2t))2) AU;/ + O((Atl)Z)
= dim Zt/ (1.13b)
o _+ O((Ar))
. (vx(;f))
(1- 0) & o
- Alti/rgo - 2 —1}; (1.13¢)
(1 (ch(?) ) +O(AY)
g f(1- 07 2 o)
B (D)2 (1.13d)
&&{G—(ﬁ ) +0@w}
(v=(1)*Y
1- - 3 A,
B ( - > (1.13e)

(- )
:@_@NWYﬁﬁ (1.130)
()

E'. (1.13g)
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Pokazemy teraz, ze E' = E. Z prawa Gaussa w i.u.o. U:

§E~ﬁdS=EAS=1AQ g tae (1.14)

- @ AS
o0

W i.u.0. U’ mozna réwniez rozwazy¢ prostopadtoscian o podstawie o polu AS spoczywa-

jaca w tym ukladzie. Wzgledem U’ oktadka kondensatora ma predkosé —uv,(t). W prawie

Gaussa nic sie jednak nie mowi o predkosci tadunkéw wewnatrz zamknietej powierzchni

0€) — jest ono shuszne niezaleznie od tego, czy tadunki we wnetrzu prostopadtoscianu

spoczywaja, czy sa w ruchu.

Zatem z prawa Gaussa zastosowanego w uktadzie U’ wynika, ze

E’ASZSAQ A ) (1.15)
0

Ostatecznie przyspieszenie czastki wzgledem uktadu U wynosi

0 (t) = £ (1 —-<l%(t))2>ivg. (1.16)

m c?

Widag, ze dla v,(t) « ¢ przyspieszenie a,(t) = < = const, natomiast gdy v,(t) — ¢, to

a,(t) — 0. Powoduje to, ze predkos¢ $wiatta ¢ nie jest przez czastke nigdy osiagnieta,

nawet w wyniku dowolnie dtugiego rozpedzania.

Roéwnanie ruchu czastki mozna przepisa¢ w postaci:

ma,(t)

(1- (vx<t>>2)3/2

=ek. (1.17)



Za pomoca bezposredniego rachunku mozna pokazac, ze

d muy(t) m dv,(t) ma,(t)

= - . - ;- (1.18)
N O (1_<vx<§>>2) dt (1_@(5»2)

Dlatego relatywistyczne rownanie ruchu w polu elektrycznym (z predkoscia rownolegta do

tego pola) ma postac:

= ek (1.19)

Mozna uzasadni¢, ze w dowolnym polu elektromagnetycznym (o natezeniu pola elektrycz-
nego Ei indukcji magnetycznej é) i dla dowolnego kierunku wektora predkosci (wzgledem

pol Ei §), rownanie ruchu czastki o fadunku elektrycznym ¢ ma postac:

d 5 . .
™ _4E+qixB. (1.20)

dt V2 —
1—— sita Lorentza
C2

Rownanie (1.19) jest szczegolnym przypadkiem rownania (1.20).

Na réwnaniu (1.20) opiera sie m.in. dzialanie akceleratorow czastek elementarnych, takich
jak ,wielki zderzacz hadronéw” LHC znajdujacy sie w o§rodku badawczym CERN. Ma on
m.in. przyspiesza¢ protony do predkosci takich, dla ktérych czynnik Lorentza v =~ 7500,
co odpowiada predkosci v = 0,999 999 991 c.

II. RELATYWISTYCZNY RUCH JEDNOSTAJNIE PRZYSPIESZONY

Relatywistycznym ruchem jednostajnie przyspieszonym nazywamy ruch, w ktérym chwi-
lowe przyspieszenie czastki w i.u.o. chwilowo wspolporuszajacym sie z czastka jest state.
Przyktadem takiego ruch jest ruch czastki natadowanej w jednorodnym i stalym w czasie

polu elektrycznym. Ruch taki jest opisany roéwnaniem (1.19).

Zakladajac, ze v,(t = 0) = 0 oraz z(t = 0) = 0, z rownania ruchu (1.19) otrzymujemy,

wykonujac kolejno dwa catkowania tego rownania wzgledem czasu:

t 2 5t2
va(t) = —20 )= S a1+ B ), (2.1)
a3t? ao c?
0
A1+ =5
C
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gdzie ag 1= % jest przyspieszeniem czastki w uktadzie chwilowo wspotporuszajacym sie

z czastka. Widac, ze
aot c

va(t) t—00 a2t? o aot ¢ (22)
2
Natomiast dla chwil ¢ takich, ze agt « ¢:
vz (t) = aot, (2.3a)
c? at? 1
)~ — (1+ 2 —1) = —apt”. 2.3b
z(?) ag ( 2c2 > 910 ( )

IIT. PED RELATYWISTYCZNY

Wystepujace po lewej stronie relatywistycznego réwnania ruchu (1.20) wyrazenie
mu/+/1 — v2/c? zastepuje ped czastki m¢’ w analogicznym rownaniu nierelatywistycznym.
Wyrazenie to definiuje ped czastki w STW:

mu

b= A1 —v2/c?

(3.1)

Eksperymenty potwierdzajg, ze tak zdefiniowany ped jest wielkoscig zachowana podczas
zderzen czastek.
Pojawiajacy sie w definicji pedu p'czynnik Lorentza v = 1/4/1 — v2/c? jest funkcja modutu

predkosci czastki: v = v(v). Funkcje v(v) mozemy rozwina¢ w szereg Taylora wokot v = 0:

1 1
v(v) = v(0) +~'(0)v + 57”(0)02 + 57’”(0)03 +...

14t (U)Q * : (U>4 +O((v/0)%), (3.2)

2 \c c
dlatego mozemy napisac:
mu 1 /v\2 3 rv\4
ﬁ: 72 = mU{ 1 + 5 (E) + é (E) + O((U/C)ﬁ) }
V - % ped — — reszta

newtonowski pierwsza poprawka poprawka relatywistyczna w rozwinieciu Taylora
relatywistyczna wyzszego rzedu
(3.3)

Dosé czesto wprowadza sie pojecie relatywistycznej masy czastki, ktora zalezy od pred-

kosci:
m

A1 —v2/c?’

(3.4)

m, =



wowcezas ped czastki mozna zapisa¢ w postaci p'= m,.v.

Widaé¢, ze m,, = m dla v = 0, dlatego m nazywa sie masa spoczynkows czastki. Czesto

mase spoczynkowa oznacza sie przez mg, zas mase relatywistyczng przez m.

IV. ENERGIA KINETYCZNA

Energie kinetyczng czastki definiujemy zadajac, by energia kinetyczna czastki spoczywa-
jacej byla rowna zeru, natomiast zmiana energii kinetycznej czastki w przedziale czasu
(t1;t2) jest rowna pracy wykonanej przez wypadkowa site dzialajaca na czastke w tym
przedziale czasu:

to | to | dr to
AEk:J F-dfzj F-dtdtzf F-gdt. (4.1)
t

t1 t1

Zamiast przedziatu (t1;ty) rozwazmy przedzial (t;t + At) o bardzo matej dtugosci At:

t+At . AEk N
AEk:J F-vdt=F -7At = ~ [0, (4.2)
. At
zatem biorac granice At — 0:
dEy . AE, o
o A S ET (4:3)

Relatywistyczne réwnanie ruchu mozna zapisa¢ w postaci

S dp mu
F=— gdziep=——r—. 4.4
N T Y
Dlatego
dE, _ dp _ d mu
Dl Ay e A 7 S 4.5
at ~dt T At T e (45)
Mozna pokazaé, ze
d d 2
o4 mu _ 4 me | (4.6)
dt /1 —0v2/c2  dt \/1 —v2/c?
a zatem
dE, d mc? d mc?
0=t _ = N o —L (4.7)
At di/1-2/2  dt V1-02/c
stad
2
E.=C+ e gdzie C' = const. (4.8)

V1 =02/

Ale E, = 0 dla v = 0, dlatego C' = —mc? i ostatecznie
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mec 9

Bp= — e (4.9)

A1 —v2/c?

Widzimy, ze Ej jest funkcja modutu v predkosci v czastki, Ey = Ej(v). Rozwinimy funkcje
Ei(v) w szereg Taylora wokol v = 0:

1 3 4
Er(v) = imv2 —+ gm% + (’)((v/c)6)

3 v?

= ome? (1 +10 O((v/c)4)) . (4.10)

V. ZASADA ZACHOWANIA ENERGII

Energia catkowita ciata swobodnego jest suma jego energii kinetycznej oraz energii we-

wnetrznej. Postulujemy, ze w STW spetniona jest zasada zachowania energii catkowitey.

Rozwazmy zderzenie r czastek, w wyniku ktorego pojawia sie s (by¢ moze innych) czastek.

Zasada zachowania energii calkowitej powiada, ze spelnione jest réwnanie:

s S

D (Bra + wa) = Y (Eyy + ), (5.1)

a=1 b=1
gdzie Ej, oraz w, to odpowiednio energia kinetyczna i energia wewnetrzna a-tej czastki
przed zderzeniem, natomiast Ej; oraz W, to energia kinetyczna i energia wewnetrzna b-tej

czastki po zderzeniu.

Rozwazmy, dla uproszczenia rachunkéw, sytuacje, w ktorej wszystkie czastki przed i po
zderzeniu poruszaja sie wzdtuz osi x pewnego i.u.o. U. Wzgledem innego i.u.o. U’ czgstka,

ktora w ukladzie U porusza si¢ z predkoscia v,, ma predkosé v!:

/
- - U, T U
— - —/ ! ax
Ua = Vagly  Ug = Uggl'y  Var = — 7, (5.2)
1+ —F
c

gdzie i to wersor osi x w i.u.0. U, a i’ to wersor osi ' w i.u.o. U’. Dalej bedziemy pisa¢

v, zamiast v,, oraz v, zamiast v/, czyli
vl +u
a
Vo = 14w /2 (5.3)
+ uv! /c
Wprowadzmy oznaczenie:
mec? mec?
a a
E,'=—=t—e = L= —mu = E, — myc’. (5.4)

V1 —v2/c? «/1—1}2/02_



Korzystajac z rownania (5.3) mozna pokazac, ze:

a 1 a2 a/ 1
B, = —ef el e | (B, +uwp)), (55)

v2 u? v'? v’? U
) == \Wl-% — ==
1 1 1 c c

gdzie p!, to sktadowa pedu a-tej czastki wzdtuz osi 2’ uktadu U’.

Zasade zachowania energii catlkowitej mozna zapisa¢ w obu uktadach U i U'. W i.u.0. U

jest ona wyrazona réwnoscig

T S

D (B + we — mac®) = > (Ey + 1y, — 1ic?), (5.6)

a=1 b=1

ktora w i.u.0. U’ przyjmuje postacé

T S

DB, +we —ma®) = ) (B} + by, — ). (5.7)

a=1 b=1

W réwnaniu (5.6), korzystajac z (5.5), wyrazamy F, oraz Ej, odpowiednio przez E'. pl,

oraz [}, p,. Otrzymane réwnanie upraszczamy za pomoca (5.7). Dostajemy

S-S VT (i(wj—mjc%— T<w¢—mic2>). (538)

u

j=1 i=1

Rownosé ta, przy ustalonych pedach p!, oraz pj, musi by¢ prawdziwa dla dowolnej wartosci

u, dlatego lewa i prawa strona tej réwnosci musza z osobna by¢ réwne zeru:

Z Pl = Z p, — zasada zachowania pedu, (5.9a)
a=1 j=b

D (wa —mac®) = (1, — 1ine?). (5.9b)
a=1 b=1

Roéwnanie (5.9b) podstawiamy do réwnania (5.6), ktore upraszcza sie do:

i&:i&. (5.10)
a=1 b=1

Roéwnanie to mozna zapisa¢ w postaci:

T S

D (Bra + mac®) = Y (B + muc?), (5.11)

a=1 b=1

lub jeszcze inaczej:
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AE;, = —(Am)c?, (5.12)
gdzie
AEk = 2 Ek,b — Z Ek@, Am = 2 ﬁ’Lb - Z myg. (513)
b=1 a=1 b=1 a=1

Rownanie (5.13) interpretujemy w nastepujacy sposob: wzrost (lub ubytek) energii kine-
tycznej zderzajacych sie czastek pochodzi catkowicie od ubytku (lub wzrostu) sumy mas

czastek pomnozonej przez ¢®. Oznacza to, ze energiq wewnetrzng czastki jest

Wo = MgC?, (5.14)
natomiast jej energia catkowita to
2
B, = —2a¢ (5.15)
va
2
Oczywiscie spelniony jest zwiazek:
E, = By, + myc. (5.16)

Energia catkowita pojedynczej czastki o masie m i predkosci ¢ zalezy od v = |9]:

m02

E() = ———— (5.17)

«/1—1)2/02'

Energia spoczynkowa czastki jest E(0) = mc?, jest zatem ona identyczna z energia we-

wnetrzng czastki. Energie kinetyczna mozemy obliczyé¢ tak:
Ex(v) = E(v) — E(0). (5.18)

Wzbér

E(0) = mc? (5.19)

czesto nazywa sie wzorem Einsteina.



11

VI. ENERGIA, PED I MASA

Rozwazmy czastke o masie m, ktora w pewnym i.u.o. U ma energi¢ F oraz ped p. Obliczmy

B, m2c2 m2v? )
S - — = : 6.1
2 P 1—0v2/c2  1—0v2/c? e (6.1)

Wyrazenie E?/c? — p? zalezy tylko od masy m czastki, nie zalezy natomiast od predkosci
v czastki. Dlatego jest ono niezmiennikiem: jego wartos$¢ jest taka sama we wszystkich
iu.0. Jesli w jakim$ innym i.u.o. U’ ta sama czastka ma energie £’ i ped p/, to

E/Q .

?—pﬂzg—p =mc. (6.2)
Zwigzek pomiedzy energia catkowita F czastki, jej pedem p'i masa m mozna zapisaé tez

w postaci

E? = p? + (mc?)?, badz E =+/c2p? + (mc?)2. (6.3)

Mozna pokaza¢, ze pomiedzy wielkosciami E/c, p,, py, 0. (gdzie p,, py, p, sa wspolrzednymi

wektora pedu czastki) a wielkodciami E'/c, pl,, p,,p, zachodza takie same zwiazki, jak

pomiedzy wspotrzednymi 2° = ct, x,y, 2z i wspotrzednymi 2 = ct’, 2,3/, 2
E’ EFE u ukF
- =7(C—Cpx), jo8 =7(px—cc>, Py =Dy DL = De (6.4)

gdzie v = 1/ m Inaczej mowiac, wielkosci E/c, p,, py, p» transformuja sie przy
zmianie i.u.o. tak jak wspolrzedne czasoprzestrzenne. Kazde cztery wielkosci o tej wta-
snosci sa wspotrzednymi pewnego czterowektora.

(E/c, ps, py, p-) sa wspolrzednymi czterowektora energii-pedu czqstki, natomiast (ct, x, y, z)
sa wspoOtrzednymi czterowektora potozenia czqstki.

Prawa transformacyjne (6.4) potwierdzaja, ze wyrazenie E?/c* — p? jest niezmiennikiem.

Rozwazmy iloraz

p v
==, 6.5
E ¢ (6:5)
[loraz ten ma dobrze okreslong granice, gdy |v] — ¢
gl—c 1 . U]—c
|§1 B~e, o czyli E e, Ip]c. (6.6)

Dlatego przyjmujemy, ze dla czastek poruszajacych sie z predkoscia swiatta, np. fotonéw,
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E = |ple. (6.7)

Wynika stad, ze dla fotonu m?c?> = E?/c? — p? = 0, zatem m = 0: masa spoczynkowa

fotonu wynosi zero.

VII. ZJAWISKO DOPPLERA

P

Y

\

NE:
{e ‘M—n‘»
Cob L Lol dord
Wiy
£% ol

Niech «, 3, beda katami kierunkowymi wektora pedu p fotonu w i.u.o. U:

pe = |Plcosa, p, =|p|cosB, p,=|p|cosy (cos’a+cos®B+cos’y=1). (7.1

Energia fotonu wzgledem uktadu U to E = |plc, wzgledem uktadu U’ energia tego fotonu
wynosi E'. Korzystajac z (6.4) wiazemy ze soba energie E' i E:

E' <E u )
7 Y\ — — =Pz
C & C

7 (£ - Yiitcosa)

c c
= 'yf (1 — %cos a) . (7.2)

Przyjmujac E = hv oraz E' = hv/, otrzymujemy:

V=1~ (1 — %cos a) v, (7.3)

lub inaczej:
1 — u2/c2
v=Yt—— uife V. (7.4)
1——cosa
c
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Niech zrodto promieniowania spoczywa wzgledem uktadu U’, wowczas v/ = 1y jest cze-

stotliwoscig promieniowania w uktadzie wtasnym zrodia.

(i) Zrédto oddala sie radialnie z predkoscia u (u > 0):

w rownaniu (7.4) kladziemy a = 7

:«/1—u2/c2 1—u/c

1+ u/c "=

. 14 u/e

(ii) Zrodto zbliza sie radialnie z predkoscia u (u > 0):

w rownaniu (7.4) ktadziemy o = 0 i zamieniamy v — —u:

A/ —u?/e? 1+ u/c

v 1—u/e = 1—u/e

vy > vy — przesuniecie ku fioletowi.

vy < 1y — przesuniecie ku czerwieni.

(7.5)

(7.6)

(iii) Zrodlo porusza sie prostopadle wzgledem kierunku, z jakiego nadlatuje

foton (poprzeczne zjawisko Dopplera):

w rownaniu (7.4) ktadziemy a = g:

u2
v=All——1y <.
2

Rozwazmy powyzsze wzory dla matych predkosci v « c:

et ()

—_
|
alg

() v-=

—
+
alg
S
|

(i) v=

@ =1 = [ 2 () w0 ((4))]w

Vo,

— | =
[ |+
alg|n e
S

|
—
+
ol
N | —
/N
ol
N——

no
_|_
@)
7N
/N
ol
N—

w
N——

VIII. PRZYKEAD ZASTOSOWANIA PRAW ZACHOWANIA ENERGII

I PEDU: ZJAWISKO COMPTONA

Zjawisko Comptona polega na rozpraszaniu promieni rentgenowskich na elektronach swo-

bodnych. Schemat tego zjawiska jest zilustrowany na rysunku ponize;j.
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E/ ﬁ/ )\/
E,p, A -\ 6
° e
e~ \
-
Pe, Ee
Zasady zachowania energii i pedu:
p=p"+p,
(8.1)
E+m.?=F +E,,
gdzie
E=ple, E'=|[ple, Ee=+/|pel*c® + mict. (8.2)
Korzystajac z rownan (8.1) i (8.2) mozna wyprowadzi¢ zaleznosé:
1 1 1
B R me (1 —cos®). (8.3)
.. hc , hc )
Podstawiajac do (8.3) E = ~ oraz E' = ~ otrzymujemy:
, h
Al =N - )= (1 —cosf) = A\e(1 — cosb), (8.4)
MeC
gdzie
h
Ao = >~ 0,0243 A (8.5)
mec

to komptonowska dtugosé fali elektronu.

0° 90° 180°
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IX. TRANSFORMACJA SILY
Niech F' bedzie sita dziatajaca na czastke w i.u.o. U, natomiast F sitg dzialajaca na te
sama czastke w innym i.u.o. U’,
F=Fi+F,j+Fk F =F,+F,j+F,k (9.1)

Znajdziemy zwiazek pomiedzy wspohrzednymi F, Fy, F. i Fy,, F,,, F.,. Réwnanie ruchu

czastki ma postac:

S dp _dp
Obliczamy:
dpl,
F, = % (9.3a)
u
)
= U (9.3b)
dy(t = 52)]
dp, — —dE
-2 (9.30)
c
dp, udFE
—r -
_ _dt ucda(:it (9.3d)
S dt
dE
E-od
= 7%% (9.3e)
1-— >
Korzystamy z tego, ze
dEl d mc? o dp L =
a:&7m:U'&:U'F:Uxe‘i"UyFy‘F’Uze, (94)
co podstawiamy do (9.3e). Dostajemy
uvy v,
Fl, = F,— S F,— —Cu F.. (9.5)
b= c? 2
Podobnie obliczamy, ze
1T — u2/c2 1T — u2/c2
[ E L R A (9.6)
2 2

/

y = v = 01z powyzszych

Jezeli uktad U’ chwilowo wspolporusza sie z czastka, to v, = v

wzoréw wynika, ze

F,=Fl,, F,=+1-w@F, F. =+\/1-uF, (9.7)
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X. INNA POSTAC RELATYWISTYCZNEGO ROWNANIA RUCHU

= dp d . dy_, ~ dv dy .,
& dt(mvv) m( ST+ t) m<dtv—|—7a (10.1)

Poniewaz ~

dy ¢ dpf U-F

L 2 E 10.2

dt ¢ dt 2’ (10:2)
réwnanie (10.1) przepisujemy w postaci

L i-F

F = mya+ ——0. (10.3)

c

1 (- ©-F
a=<F—” U). (10.4)

Widzimy, ze przyspieszenie d czastki na ogél nie jest rownolegte do sity F dziatajacej na

czastke.

Zauwazmy, ze dla 7] « ¢, @ = F/m.

XI. RUCH W POLU MAGNETYCZNYM O INDUKCJI B

Poniewaz sita magnetyczna dziatajaca na czastke naladowang jest prostopadta do pred-

kosci czastki:

—

7-F=qv-(¢x B) =0, (11.1)
réwnanie ruchu (10.4) dla czastki w polu magnetycznym przyjmuje postac:
F g =

a = = — (U x B). 11.2
i= o= L@ B) (11.2)

Ruch odbywa sie ze stata wartoscia predkosci, czyli ze stala energia kinetyczna:
|U| = const, Ej = const. (11.3)
DowoOD.
ol =P, (11.4a)

A Lo 1
a” = a T I

czyli [p] = const, a poniewaz ¥ = (p/m)/+/1 + (p/mc)?, zatem réwniez |v] = const.

(mA7) - (q7 x B) = =27 - (7 x B) =0, (11.4Db)



A. Ruch w jednorodnym polu magnetycznym B = const
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Przyjmijmy uktad wspoétrzednych taki, jak na rysunku powyzej. Oznaczmy przez i f, k

wersory odpowiednio osi x, y i z. Wowczas:

B = Bok, By:=|B|>0,
(t=0)=0, Tt=0)= (vos,0,v0.).

=y

Roéwnanie ruchu (11.2) przyjmuje postac:

ijk
I I q . :
= — == B=—|z19 z2|=—wBy,—xBy,0).
a T mﬁyvx mfyxyz mfy(y 0, =By, 0)
00 By

Rozbijajac (11.6) na sktadowe:
my@ = qyBo,
myy = —qx By,
myi=0 = Z=0 = z(t) = vo.t.

Definiujemy:
. qBy
wi=—.
mry
Wtedy rownania (11.7a)—(11.7b) przyjmuja postac:
i = wj,
y=-—wir = y=—wzr+ C.

Stalg C' wyznaczamy z warunkéw poczatkowych (11.5b):

2(0)=0 i §(0)=0 — C =0,

—

(11.5a)
(11.5D)

(11.6)

(11.7a)
(11.7b)
(11.7¢)

(11.8)

(11.9a)
(11.9D)

(11.10)
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co podstawiamy do (11.9b) dostajac
Y= —wx. (11.11)

Rownanie (11.11) podstawiamy do réownania (11.9a). Otrzymane rownanie tatwo rozwia-
zujemy:

i =—w'r = z(t) = Oy sinwt + Cy cos wt. (11.12)

Ponownie korzystamy z warunkow poczatkowych (11.5b):

z(0) =Cy =0 = z(t) = C} sinwt, (11.13a)
z(t) = wC coswt, (11.13b)
LU(O) = wC’l = Vo — Cl = on/u). (1113(3)
Ostatecznie:
2(t) = 2 sinwt. (11.14)
w

Wyznaczamy teraz y(t). Do (11.11) podstawiamy rozwiazanie (11.14):

Y = —wx = —Up, sinwt, (11.15a)
y(t) = +% coswt + Cf, (11.15b)
y(0) =22 4+ 0y =0 — Oy = 202, (11.15¢)
w w
Ostatecznie:
y(t) = %(coswt —1). (11.16)

Ogolne rozwiazanie rownania ruchu (11.6) speliajace warunki poczatkowe (11.5) wyglada

nastepujaco:

Voz .

z(t) = — sinwt, (11.17a)
w
Vox

y(t) = —(coswt — 1), (11.17b)
w

z(t) = wost. (11.17¢)

Zalezy ono od wspoélrzednych v, 1 vy, wektora predkosci poczatkowej vy, ktére mozemy
wyrazi¢ przez dtugosé vy = 0 wektora 9y i kat o, v € (—7/2; 7/2), ktory tworzy ten wektor

z dodatnia potosia x:

Voz = Vo COS @, Vg € {0;v9), (11.18a)
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Vo, = Upsina, g, € {—vg; Vo). (11.18b)

Eliminujac z réwnan (11.17a) i (11.17b) czas, dostajemy réwnanie

2 2
2+ (y 4 ”ﬂ) - (”ﬂ) , (11.19)
w w

Voz \ . .
ktore opisuje okrag w plaszczyznie (x,y) o srodku w punkcie (O, —L) 1 promieniu
w

Vog|  MYVyCOS
ri= || = m—B%)' (11.20)
Okrag jest obiegany z czestoscia cyklotronowa:
we = |w| = hﬁﬁ", (11.21)
okres obiegu okregu wynosi
T. = 21 /w, = 21 (11.22)

Jezeli vy, # 0, to trajektoria rozwiazania (11.17) jest linia Srubowa, ktorej skok opisany

jest zaleznodcia
myvg sin «

Vos - 1. = 21
’ |Q|Bo

(11.23)

Jezeli vy, = 0 (czyli @ = 0), to

o(t) = X ginwt, y(t) = Z(coswt — 1), z(t) = 0; (11.24)
w w
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czastka porusza sie po okregu w plaszezyznie (z,y).

Jezeli vo, = 0 (czyli o = =5 lub a = +73), to

z(t) =y(t) =0, z(t) = Lvt; (11.25)

czastka porusza sie ruchem jednostajnym wzdtuz osi z.

XII. MASA NIEZMIENNICZA I UKELAD SRODKA MASY

Rozwazmy uktad n nieoddziatujacych czastek. W i.u.o. U czastki te maja energie catkowite
E1, Es, ..., E, oraz pedy p1,pa, ..., Dn, W innym i.u.o. U’ energie tych czastek wynosza
El ES, ..., E), natomiast ich pedy to pl,ph, ..., 0.
Wprowadzmy indeks a numerujacy roézne czastki: energia czastki o numerze a to E,, za$
jej ped to p,, gdzie a = 1,2, ..., n.
Zwiazek pomiedzy Fo, Py = (Pazs Pays Paz) 08z Ey, Py = (Dhyrs Doy D) Okresla transfor-
macja Lorentza:

E; = ’Y(Ea - upax)a

u
p:m:’ = fY(pam - gEa); a = ]-7 <oy, . (121)

/ _ / —
pay’ - paya paz/ - paza

Zdefiniujmy catkowita energie E' i catkowity ped P uktadu czastek:

E = Zn: E, P:= iﬁa, P = (P, P, P,), (12.2)
a=1 a=1
gdzie . . .
Pa: = Zpaxa Py = Zpaya Pz = Zpaz- (123)
a=1 a=1 a=1

Analogiczne wzory obowigzuja w i.u.o. U’.
Dodajac rownania (12.1) stronami dostajemy

E =~(FE —uP,),

u
Py =P - gE)a (12.4)
P,!;/:Py, PZ/,/:PZ.

Z rownan (12.4) wynika, ze jezeli w i.u.0. U energia i ped ukladu sa zachowane (E = const,

—

P = const), to sa one rowniez zachowane w i.u.o. U’ (E’ = const, P’ = const), o ile obie
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te zasady obowiazuja jednoczesnie. Wskazuje to na to, ze obie te zasady zachowania nie

sa od siebie niezalezne.
Z rownan (12.4) wynika réwniez, ze
E? — *P? = E? — P? = const, (12.5)

dlatego wprowadzamy mase niezmienniczg (inwariantna) M uktadu czastek za pomoca
formuty:

E? — P2 = M%c, (12.6)

czyli

2 2
]_ = 1 = = —
M = g E2 — 02P2 = g (: Eﬂ) - C2 (2 pa) . (127>

a=1

Uktad $rodka masy ($.m.) definiujemy jako taki i.u.o., w ktorym catkowity ped uktadu

jest rowny zeru. Predkos¢ uktadu §.m. wzgledem dowolnego i.u.o. wyraza sie wzorem

5
‘/ém:

2P
—_— 12.
E (128)

DOWOD. Niech wektor P ma kierunek osi z: P = (P,0,0), gdzie P = |ﬁ|, czyli P, = P,
P, = P, = 0. Niech i.u.o. U’ porusza si¢ z predkoscia

- AP
0= Vi = [ —,0, . 12.
U ( 7 0 0) (12.9)

Woéwezas catkowity ped uktadu czastek w i.u.o. U’ wynosi:

z

u EcP
P;/:7<P$—C2E>:’V(P—c2):0, P;/:Pyzo, P//:PZ:O7 (1210)
zatem i.u.0. U’ jest uktadem $.m.

Potozenie §rodka masy ukltadu nieoddziatujacych czastek okresla wzor

=4 . Zzzl EaFa

Roy = Szl 700 (12.11)
Za:l Ea

poniewaz

—

dt

—

! i By, = i =SBV (12.12)
= ala = 75 MagYaVq = w4 = Vim- .
E a=1 K a=1 ! B
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W przyblizeniu nierelatywistycznym E, = mq,c? + Eqp = mgc? i

2 = —
R, = 2aMaCTa _ 2 Ml (12.13)

Sm — ZamaCQ = Zama .

W uktadzie §.m. masa niezmiennicza uktadu czastek to catkowita energia uktadu podzie-

lona przez c?:

M== =

E
2

1
e

Zn: E,. (12.14)
a=1

XIII. AKCELERATORY CZASTEK ELEMENTARNYCH: WIAZKI
PRZECIWBIEZNE

Rozwazmy zderzenie dwoch protonéw (np. w akceleratorze LHC):
p+p— X+Y +....

Jaka cze$¢ energii zderzajacych sie protondéw moze zostaé¢ zuzyta na produkcje nowych
czastek X, Y,...7

Rozwazmy zderzenie w ukladzie srodka masy, w ktérym

—$m —$m A —$m —$m
ity =0=px +py A+ (13.1a)
— ~—
przed zderzeniem po zderzeniu
Ef™ 4+ ES™ = (mx +my +...)c* + (energie kinetyczne) . (13.1b)
R h
przed zderzeniem po zderzeniu

W uktadzie srodka masy cata energia zderzajacych sie protonéw moze by¢ zamieniona na

energie wewnetrzna czastek powstatych w wyniku zderzenia, wowczas
AE™ = E™ + Es™ = (mx +my +...)c° (13.2)

i wszystkie czastki X,Y, ... spoczywaja w ukladzie §.m. Energia AE"™ jest zatem energia
dostepna w uktadzie §rodka masy, czyli energia, ktéra moze zostaé¢ zuzyta na produkcje

nowych czastek.

Rozwazmy teraz zderzenie w uktadzie (nazwiemy go ukladem laboratorium), w ktérym
jeden z protonéw spoczywa. Jaka energie musi mie¢, wzgledem laboratorium, drugi proton,
aby energia dostepna w ukladzie srodka masy byta rowna AE®™? Zapiszmy te wielko$¢ w

nastepujacej postaci:

AE™ = B+ Bfm = (BF + BFE - 2T + 5 (13.9)
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Poniewaz ostatnie wyrazenie jest niezmiennikiem transformacji Lorentza, mozemy je za-

pisa¢ w uktadzie laboratorium

AEém _ \/(Elab + mp02)2 — C2(ﬁlab)2' (134)

Korzystajac z (E'**)? = ¢?(p'aP)? + (m,c?)? eliminujemy (p'*)%:

AE™ = \/QmI,CQ(Elab + mypc?), (13.5)
skad obliczamy E'P:
AEém 2
B = (2mc2> — et (13.6)
P

W detektorze LHC kazdy ze zderzajacych sie protonéw ma poruszaé sie wzgledem labora-
torium, ktore jest jednoczesnie uktadem $rodka masy zderzajacych sie protonéw, z energia
Efm >~ 7TeV (1 TeV = 102 eV = 1000 GeV, 1 eV =1e-1V = 1,602 x 1071 J), zatem
AFE™ = 2F5™ ~ 14 TeV.

Taka sama dostepna energiec mozna by uzyskaé, uderzajac w nieruchomy proton protonem
o energii

(AEém)Q 2 (AEsm)Q

~ 10° TeV (13.7)

2m,,c? 2my,c?

(energia spoczynkowa protonu m,c? = 938,3 MeV).

XIV. KREACJA PARY CZASTKA-ANTYCZASTKA

Zasady zachowania energii i pedu rzadza przebiegiem reakcji jadrowych i wszelkich reakeji
z udzialem czastek elementarnych. Rozwazmy kreacje pary elektron—pozyton przez kwant
promieniowania :

y—et +e.
Z zasady zachowania energii wynika, ze reakcja ta mogtaby zajs¢, gdyby

E, > 2m.c* ~ 1,02 MeV.

Taka reakcja nie moze jednak zajs¢ w prozni, gdyz pogwalcitaby ona zasade zachowania
pedu: w ukladzie srodka masy pary elektron—pozyton p.- + p.+ = 0, natomiast Dy # 0,

bo w zadnym uktadzie odniesienia ped fotonu nie moze by¢ zerem.

Reakcja kreacji moze nastapi¢ w sgsiedztwie innej czastki, np. jadra atomu.
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XV. WZBUDZANIE ATOMOW PRZEZ FOTONY

Atom w stanie podstawowym ma mase spoczynkowa m 4, energia wzbudzenia atomu do
[-go stanu wzbudzonego réwna sie AFE. Jaka energie musi mie¢ co najmniej foton, aby
w zderzeniu ze spoczywajacym atomem (w stanie podstawowym) spowodowaé przejscie
tego atomu do stanu wzbudzonego? Taka energie mozemy nazwac energiq progowq fotonu.
Uktad odniesienia, w ktorym atom spoczywa przed zderzeniem z fotonem, nazwijmy ukta-

dem laboratorium.

Aenergia I stan
wzbudzony
A
AFE
Y
stan
podstawowy
Poziomy energetyczne atomu.

EthI/>AE

: Py
()

Absorpcja fotonu przez atom.

Foton o najmniejszej mozliwej energii (czyli o energii progowej) po pochtonieciu przez
atom spowoduje powstanie atomu wzbudzonego, ktory bedzie spoczywal w uktadzie

srodka masy. Masa niezmiennicza w uktadzie S.m.:

1
M = 6—2\/ (catkowita energia)? — ¢?(catkowity ped)?
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1 1 AFE
= C—Q(calkowita energia) = C—z(mAc2 + AE) =mu + ) (15.1)
masa niezmiennicza w uktadzie laboratorium przed zderzeniem:
1 - 1
M = 6—2\/(Ef +mac?)? — c*p; = g\/ZEfmACQ + m% ek (15.2)
zatem
AE 1
ma+ 5 g\/QEfmAc2 + m2ct, (15.3)
skad
AFE
E;,=AFE(1+ . 15.4
f ( 2mA02> ( )

Widzimy zatem, ze energia progowa fotonu jest wieksza od energii wzbudzenia atomu.

Mase niezmiennicza

AFE

mozemy interpretowac¢ jako mase spoczynkowq atomu w stanie wzbudzenia. Interpreta-
cje taka potwierdza réwniez zastosowanie zasad zachowania energii i pedu w uktadzie
laboratorium (w ktorym niewzbudzony atom A spoczywa).

Zasada zachowania energii:

EA—I—Ef = EA*, (156)

gdzie E 4+ oznacza energie catkowita a tomu wzbudzonego A*,

Eq=muac®, Eus = \/CQﬁi* + m2ct. (15.7)
Zasada zachowania pedu:
Py =pPax = py=pax (p; = [Psl, pax = |Pax|). (15.8)
Roéwnosé modutéow pedu fotonu i atomu po zderzeniu zapisujemy za pomoca energii:
E 1
L 2 B2 — mEact, (15.9)
c c
Do powyzszego rownania podstawiamy energie E 4« obliczona z rownania (15.6):
E} = (Ea+ Ef)* —miuc, (15.10)

skad obliczamy mase m 4x:

2K
77”L124*c4 = EA<EA + 2Ef) = Mysx = \/mA <mA + 62f> (15.11)

Podstawiajac tutaj rownanie (15.4) dostajemy

AFE

Max = My + ? (1512)



